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1 — Apéritif — Petites questions
—_— T2y —

0)Quels sont les théoremes vus en cours avec une hypothése < o-fini »?
NG

1)Pour quels espaces fon&tionnels F, G peut-on définir la convolée f xgavec f e F,ge€ G?

2 — Entrée — Convolution
—_ T 7> —

Exercice 1. (Approximation C*)
1. Soient f une fon&tion localement intégrable sur IR (c’est-a-dire intégrable sur tout compact de R)
et ¢ une fonction de classe C™ a support compact. Montrer que la fonction f * ¢ e$t définie pour
tout x € R et est de classe C*.
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2. Soit ¢ : x > exp (— p—— ) L|y<;, montrer que cette fonction est une fonction C* a support compact.

3. En déduire que pour tout p € [1,00[, 'ensemble des fontions de classe C* sur R e§t dense dans
LP(RR).

3 — Plat de viande — Dualité L” — L1

Exercice 2. (Séquentielle compacité faible) Soit p €]1, 00 et g son exposant conjugué, (O C R un ouvert
de R et p la mesure de Lebesgue. Soit (f,) une suite bornée de ILP(Q) (c-a-d que la suite ([|f,ll;),>, est
bornée).

1. Montrer que IL9(Q)) e$t séparable (c’est a dire qu’il contient une partie dénombrable dense).

Pour des queStions, demande de précisions ou explications, —n’hésitez pPas a m’envoyer un mail a
igor.kortchemski@ens.fr , ou bien a venir me voir au bureau V4.



2. Soit D une partie dénombrable dense de IL7(Q). Montrer qu’il exi$te une sous-suite (f,(,)) telle que
pour tout he D,

lim J fomhdp existe dans R.

n—-oo

3. Montrer que pour tout g € LY(Q)),

¢(g) = lim j fom8ap exi$te dans R.

n—oo

4. En déduire qu'’il existe f € ILP(Q) telle que I'on ait convergence faible dans ILP(Q) de la suite (fy(,))
vers f, c’e§t-a-dire :
Vg eL1(Q hrnJ fom8gdp= f fedp.
n—-oo
5. Le résultat précédent subsiste-t-il pour p =17?
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‘Exercice 3. (Petit contre-exemple) Soient E = {a,b} et p la mesure définie sur P(E) par p({a}) = 1 et
u({b}) = u(E) = +oo. Caraltériser IL(p) et le dual topologique de IL* (u). Conclure.

4 — Plat de poisson — Mesures signées

Exercice 4. (L'espace M(IR))

(i) Montrer que M(RR) 'espace des des mesures boréliennes signées sur R est un espace de Banach
pour la norme

p= |l

ou [|ull = [ul(R)]-
Indication : si (p,),>, e$t une suite de Cauchy, on pourra montrer que

lim supl|u(4) - pu(A)]; A € B(R)} =

ol y est a déterminer.

(ii) Soit (X,.A, ) un espace mesuré fini. Montrer que pour tout f e L'(X, A, p) :
Ifll = 11f - ll,

ou (f - p) est la mesure absolument continue par rapport a y de densité f.

5 — Fromage — Pour préparer le partiel a venir

Chercher des exercices des partiels des années précédents (les énoncés sur disponibles sur le site d’en-
seignement du DMA — http://www.math.ens.fr/enseignement — partie Archives pédagogiques, puis

Annales d’examens).
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6 — Dessert — Compléments (hors TD)

‘Exercice 5. (Fon&ions a variation finie) Soit une fon&ion f : [a,b] — R.
1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f s’écrit comme une différence de deux fon&tions croissantes continues a droite.
(ii) Il existe une mesure signée u sur [a,b] telle que f(x) = u([a, x]) pour tout x € [a,b].
(iii) f eSt continue a droite et a variation bornée c’est-a-dire que f vérifie la condition suivante

n—1

sup ) (i)~ f(a)l <oo.

n>2,a<a,<..<a,<b 7_]

2. Donner un exemple de fonction continue [0, 1] — R qui ne soit pas a variation finie.
g
s of

Exercice 6. (Théoreme de Vitali-Saks) Soit (X,.4, #) un espace mesuré. Une famille (v;);c; de mesures
sur A e$t dite absolument équicontinue par rapport a la mesure p si :

Ve>o0,dA. € A, HAe) <+ooetViel,vi(AS) <,
Ve>0,35>0VAe A, u(A)<s=—Viel,vi(A)<e

On suppose que A = o(C), ou C est une classe $table par intersection finie contenant X. Le but est de
prouver le résultat suivant

Théoréeme de Vitali-Saks.! Soit (v,,),>; une suite de mesures finies sur .4, absolument équicontinue
par rapport a y et telle que pour tout C € C, lim,, v,,(C) exi$te dans IR,. Alors pour tout A € A, v(A) =
lim, v,(A) existe dans R, et v définit une mesure absolument continue par rapport a p.

1. Soit B ={A € A; v(A) =lim, v,(A) existe dans R, }. Montrer que B e$t Stable par différence propre
(c-a-d si A,B € B avec A C B, alors B\A € ).

2. Soient (Bg)k>; une suite d’éléments deux a deux disjoints de B et B leur réunion. Montrer que

lim v,(B)= Y lim v, (By).
n [oe] kZl n (o]

3. En déduire que B = A.

4. Montrer que l'application v e§t une mesure sur A, absolument continue par rapport a la mesure p.
909
LI
Dans l'exercice suivant, on note (f - 4) la mesure absolument continue par rapport a u de densité f.

Exercice 7. (Exercice 2 dans IL! : cas particulier du théoréme de Dunford-Pettis) Soit (X,.4, 4) un
espace mesuré fini. On suppose que A = ¢(C), ou C e$§t une classe dénombrable Stable par intersection
finie contenant X.

!Contrairement a ’énoncé distribué en TD, il faut que ce soit R, et non pas R, (sinon c’e$t faux, voir corrigé)



1. Montrer que c’est le cas lorsque X est un espace métrique séparable muni de sa tribu borélienne.

Soit (f,,);>, une suite bornée de IL' (X, A, u) (cad la suite (||f,|;),>, St bornée) telle que la suite
de mesures (|f,|- #),>, est absolument équicontinue par rapport a p.

2. Montrer qu’il exiSte une sous-suite (fy(1))u>: telle que les deux suites de mesures définies par

+

vy = f,= - p vérifient : pour tout C € C, lim,, Vi) (C) existent dans R.
3. Montrer qu’il exi$te f € IL'(X, A, ) vérifiant pour tout A € A :

,}LfgoLfcp(n)dV = Lfdﬂ'

4. En déduire la convergence faible de fgy,) vers f :

Vg eL®(X, A p),  lim Lﬁp(n)gdu = Lfgdﬂ-

5. Une suite (f,),>, qui converge faiblement au sens de d) (mais pour la suite elle-méme) converge-t-
elle nécessairement p-p.p. ou en norme || - ||, vers f ? Comparer avec l’exercice 8 du TD3.
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‘FExercice 8. Soit (g,,) une suite de fontions continues positives sur I = [0,1]. On note A la mesure de
Lebesgue sur I et y une mesure positive de Borel sur I telle que

1. lim, g,(x) =0 A-p.p.
2. Lgnd)\ =1 pour tout n > 1.

3. limn_[lfgnd/\ = L fdp pour tout f € C(I).
Peut-on en déduire que p est étrangere a A?




