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TD6 — Théorémes de Fubini — Corrigé @

Te—

o — Exercice ayant été préparé
—_ T =T > ———

Exercice 1. Soient r,5 € [1,00[ et ¢ : R — RR une fon&ion continue. On suppose qu’il existe ¢ > o tel que:

VyeR, gyl <cyl”. (1)
Soit @ 'application de IL"(X, A, y) — IL*(X, A, u) définie par O(f)=go f.
1. Vérifier que O(f) e L3 (X, A, p).
2. Montrer que @ est continue.

3. Que se passe-t-il si la condition (1) n’est plus satisfaite?

Corrigé:
1. Par hypotheése, pour f € L', |®(f)(x)]° = |2(f (x))|° < c’|f (x)|" eSt intégrable.
2. Soit (f,)u>; une suite de fonctions telle que fn£>f. Montrons que CD(fn)EqD(f). A cet effet,

on utilise le lemme des sous-sous-suites suivant (qui se démontre aisément en raisonnant par
I’absurde), et qui parfois de bien précieux services:

Lemme des sous-sous suites. Soit (E,d) un espace métrique. Une suite (x,),>, d’éléments de
E converge vers x € E si et seulement de toute suite extraite (Xp(y))y>; On peut ré-extraire une
sous-suite i telle que (Xg(y(n)))n>1 cOnverge vers x.

Soit donc ¢ une extraétrice fixée. Comme fq,(n)Lf, il exiSte une extraltrice i et h € IL' tels que
f¢(¢(n))yﬁ>)'f et |fo(p(n)| < il pour tout n > 1. Mais alors:

g Fpwen) -8 5 o

par continuité de g, et

2w =8I < 2508wl +18F) < e (G +1f (") € L%

Le théoreme de convergence implique:
J|g(f¢(¢(n))) -g(f)fdp  — o
HJS

ce qui revient a dire que g(fy(y(n))) — &(f), et conclut la question.

Pour des queStions, demande de précisions ou explications, n’hésitez pas a menvoyer un mail a
igor.kortchemski@ens.fr , ou bien a venir me voir au bureau V4.



3. Alors on n’a pas forcément ®(f) € IL°. En effet, considérons une suite (v,,),>, telle que |g(v,)| >
nly,|”/*. Définissons alors la fontion étagée f comme suit:

f= Zyn]lAnr

nx1

ou les (A,),>; sont des boréliens disjoints tels que u(A,) = 1/(n*"*-|y,|"). Alors

1
Il =) ol ilAn) = ) s <o,

n>1 n>1

mais L
— = 0Q.

lgo fIE= Y lgwaluAn > Y wlnluA) =Y

nx1 nx1 n>1

n

1 — Petits calculs

0)Expliquer pourquoi il n’y a pas de faute d’orthographe dans le titre du TD6.

Corrigé: deux théorémes de Fubini ont été vus en cours, dont I'un spécifique aux fontions a valeurs

positives. O
N@
2 yz
1)Soit f la fon&tion définie sur [o,1]* par f(x,y) = ml(w#(oo) et osix=y=o.

Calculer alors j dxj dyf(x,v) et f dyj dxf(x,v). Diabolique, non ?
(o] (o] (o] o]

Corrigé: A x fixé, en remarquant que /(x> + p*) e§t une primitive de (x> - p®)/(x> + v*)?, il vient:

1

Y
x> +y?

J: dyf(x,y) =

= = -
° 1+X

Donc fol dxfo1 dyf(x,y) = % et par symétrie fol dy jol dxf(x,y) = —%. De ce fait le théoreme de Fubini ne

s’applique pas, car f n’e§t pas dans IL*([o,1]?). ]
EONO)
+00
2)En considérant 'intégrale J ;2 dxdy, calculer J 121& dx.
R (1+9)(1+x°Y) o X -1

1

W pour tout x,y > 0. On a, d’apres le théoréme de Fubini pour

Corrigé: Notons F(x,y) =

les fonétions positives,

j p(x,y)dxdy:f 4y (f dx2 ):J. 4y m T 2d”2:”_,
R R, 1tV \Jg, 1+X°Y ]R+(1+y)2\/§ 2 Jr, 1+u 2

Lai F(x,y)dxdy = J;R+ (‘L‘R+ p(x,y)dy) dx.

2
+

et



Or pour tout x > o,

1 x> 1 _ 2In(x)
L+P(x’y)dy_x2—1jm+(1+x2y 1+y)dy_ x2-1

+0oo 1 2
J n(x) dx = 71_.
o

x> -1 4

Donc

EONO)

3)En remarquant que x~ ' sin(x) = fol cos(xy)dy, calculer pour tout t > o I'intégrale suivante
+00
J x 'sin(x)e ™ dx.
[¢]

Corrigé: Posons G(x,y) = cos(xy)exp(—tx) pour x > 0, y € [0,1] et £ > 0. On a |G(x,p)| < exp(—tx) et
(x,9) > exp(—tx) et intégrable sur R, x[o, 1] d’apres le théoreme de Fubini pour les fonctions positives.
Donc G est intégrable sur R, x [0, 1] et d’aprés le théoreme de Fubini pour les fontions intégrables,

R, X Kixlon]

C

1

= (J cos(xy)e ™ dx) dy
o R,

1 t

= ). y2+t2dy

ar&an(%). O

(@

2 — Théoremes de Fubini

Exercice 2. (Truc de ouf) Soit f : R — R une fonction borélienne. Montrer que

pour A presque tout y € IR, A{xeR; f(x)=v}) =o.

Corrigé: On écrit, en utilisant le théoréeme de Fubini pour les fonctions positives:

J;Rdy/\({x eR; f(x)=vp}) = J;RX]R dxdyLif(x)=y) = deA({y eR; f(x)=vp}) = Lo -dx =o.

Le résultat en découle, car une fonction positive d’intégrale nulle e§t presque partout nulle.

Autre solution (due a Jaouad Mourtada): Pour m,n > 1, on note

A=y R AUF () O [ > =),

n
11 est facile de voir que A,, ,, e$t fini. Ainsi:

eRA(fxeR; f(x)=p}) >0} = | | Ay

m,n=>1

est dénombrable, donc de mesure de Lebesgue nulle. Ceci conclut.



o o1

f;cercice 3. (Quelque chose d’utile) Sur un espace mesuré o-fini (E, A, ), on considere f : (E, A, u) —
(R,, B(R,)) une fonétion mesurable

1. Soit g: R, — R, une fon&tion croissante de classe C' telle que g(o) = o. Montrer que

[sorn={ "gouis=mar
E o)

Indication: On pourra écrire g(f(f)) comme une intégrale.

2. Montrer que J fdu= J ulf > tldt.
E o

3. On suppose que p e$t finie et qu’il existe p > 1 et ¢ > o tels que pour tout t > o, u({|f| > t}) < ct™P.

Montrer que f € LY(E, A, u) pour tout g € [1,p[. A-t-on forcément f € ILP(E, A, u)?

Corrigé:

1. La fon&ion g: R, — R, et de classe C' et g(o) = o donc pour tout x e Eon a

On a donc

ngfdpt ff )L (s<f(x)) ds d p(x).

Et la fonction F : (x,5) € E xRy > g'(s)1s<f(x) €8t positive. Donc d’apres le théoreme de Fubini
pour les fonctions positives (Fubini-Tonelli), on a

[eosan=[ oo | tuepmdntods= [ gsmits>shas

+ +

. Application immédiate de la question précédente en prenant g(x) = x.

. On applique la question 1. avec |f| et g(x) = x7 (pour passer de u({|f| > t}) a u({|f| > t}), on remarque
qu’on peut remplacer {s < f(x)} par {s < f(x)} dans la solution de la que$tion 1):

L Flodp = qfo (- ((If| > )dt < qu(E) + cqfo P < oo,

1
car g—p—1 < —1. En revanche, on n’a pas forchément f € ILP(E, A, y): prendre par exemple f = ¢t/
sur Jo,1].

Remarque. Si f € LP(E, A, u), I'inégalité de Markov implique qu’il existe ¢ > o telsque pour tout
t> o0, u(llf1> ) <ct P,

S

Fxercice 4. (Inégalité de Hardy) Soient (X, X, y) et (Y, ), v) deux espaces mesurés o-finis. On considére
@:(XxY,X¥®)Y) — (R, B(R)) une fonction mesurable et intégrable par rapport a la mesure produit yQv,

et F la fon&tion définie pour p-p.t. x € X par F(x) = J o(x,p)v(dy).
Y

4



1. Montrer que F vérifie I'inégalité ||F|lyr(,) < J o 9w v(dy).
Y

2. En déduire que pour toute fonétion f € LP(R}, B(RR})) avec p €]1,00[, la fonétion F définie sur R}

X
par F(x) = %J f(t)dt, vérifie 'inégalité suivante (appelée inégalité de Hardy): [|F||, < %Ilﬂlp.
. _

Corrigé:

1. Soit (X,),>; € XN une suite croissante telle que X = U,;5, X, et telle que p(X,,) < oo pour tout n > 1.
Onnote [, = X,, N{|F| < n}. On a:

j FPLpdy) < | [F@P (J |(p<x,y>|v<dy>)nrm<dx>
X Y

JX
(

= v(dy) (J |F(x)|p_1|(p(x,y)|]lrn/4(dx)) (Fubini-Tonnelli)
Jy X

< Pv(dy)(f |F(x)|pﬂr,,14(dx)) oGl (Holder)
Jy X

Or JX |F(x)[P1r, u(dx) < co. On en déduit que (on voit ici I'intérét d’introduire I}, sinon on n‘aurait
pas pu diviser par une quantitié pouvant étre infinie):

1/p
(J |P(x)|pﬂrn#(dx)) sf Y(d)g( e
X Y

Mais la suite de fonctions (1r,),», tend simplement en croissant vers la fonction constante égale a
un. D’apres le théoréme de convergence monotone, il vient:

1/p
(f IF(X)I”ﬂ(dx)) sf V(d)( )l
X Y

2. On remarque que
Fo =2 [ nde= | oy,

I1 e$t tentant de prendre ¢(x,y) = f(xy), mais cette fonétion n’est pas nécessairement intégrable. On
procede donc par approximation comme a la question précédente. Plus précisément, on applique
la ques$tion 1. aux fonctions

(;bn(xry) = ]1[1/n,n](x)|f(xy)|:

et G, = IIR* ¢.(x,v)dx. Vérifions pour cela que chaque ¢, est intégrable. D’apres le théoréme de
Fubini pour les fonétions positives:

fwml uteisiy = | /(; j | f(t)ldt)dx < L & f £ (0)ldt < oo

Ainsi, d’apres la question précédente,

||cn||,,sf[ ey

et

a9 < [ I epPa = JIFIE

5



On a donc
1

__ b
Sy =

Gall, < ||f||pf

[o,1

Puis, par le théoreme de convergence, on en déduit que
p
IGll, < Fllfllp,

ouG: x> %JOX |f (t)|dt. Enfin on remarque que [|F||, <||Gl|,, ce qui conclut. O

3 — Convolution, transformée de Fourier

‘Exercice 5. (Transformée de Fourier) Si f € L'(R) on note sa transformée de Fourier f(t) = J f(x)eiix’fdx.
R

1. Montrer que f € Cy(R).
2. Soient f,g € L'(R). Montrer que f/;g =f.g

3. En déduire que L' (RR) n’a pas d’élément neutre pour la convolution.

Corrigé:
1. Voir corrigé dans le Polycopié de J.F. Le Gall p 52.

2. Par définition on a

J——

Feal)= fmdxe—““ Lf(x—y)g(y)dy - dee‘“’“—y”e—i“Lf(x—y)g(y)dy.

Puisque ff If (x—v)llg(v)ldxdy <||fll,lIgll; <+, le théoréme de Fubini s’applique et le changement
de variable x —y = z donne le résultat escompté.

3. SieelL' e§t un élément neutre pour la convolution alors
Ve, VteR,fre(t) = fé(t) = f(t).

Or il n'et pas difficile de trouver une fon&ion f € IL*(R) telle que f(t) > o pour tout t € R (voir
par exemple l'exercice suivant). On en déduit donc que é(f) = 1 pour tout t € R. Ce qui e$t en
contradi¢tion avec la premiére question. ]

\ Q
R

‘Exercice 6. (Super Holder)
1. Soient p,q,r € [1,00] tels que ;—7+ % =1+ 7. Soient f € IL’(R) et g € L(R). Montrer que f * g est
définie presque partout et que |If *gl, <|If gl

Indication :

f(e=9)g@)l = (If (x=)PIg@)I)7 (f (=)D (g(p))s 7



2. Soit f €IL" et g€ ILP, p > 1. Montrer que pour tout |a| < ||f]|;* I’équation h—af = h = ¢ posséde une
unique solution dans IL?.

Corrigé:

1. On utilise I'inégalité généralisée de Holder

rss)< [T ([ ()

pour a, B,y €Jo,1[ tels que a + f+y = 1. Ici on pose a = 7, f = ;; —Tety= % — + alors I'indication
amene a
¥ PR it
[r-sigay <( [ir-seigwmay) ( [1r-pp) " [1swe)
D’ou

IIf*gII¥SJJIfx DPleldxdylF1 gl

<lIfI5 gl

ce qui permet de conclure.

2. On considére l'application @ : h € IL? > af = h+ g. Alors d’aprés la question précédente

1D (h) = (W), < allflll1h =11l

est une contraction de ILP. Cet espace est complet, donc @ admet un unique point fixe, ce qui
résoud la question. O

3 — Compléments (hors TD)

—_ T ==2=F > ——

Exercice 7. On définit une fon&ion p: P(RR) — [o,+00] par
e u(A) =osi A eSt une partie finie ou dénombrable,
e i(A) = +oo sinon.

Ay

Soit K ’espace triadique de Cantor défini par K = Z_” (ap)ns: € {0,2)N L. On rappelle que K e& un

n>1
compact de [o, 1], infini non-dénombrable et de mesure de Lebesgue nulle. On pose C = {(x,y) e RxR:

x—-yeK}
1. Vérifier que p e$t une mesure sur (R, P(RR)).

2. Montrer que C € B(R)® P(RR).

3. Calculer les intégrales J (J Ilc(x,y)y(dy)) dx et f (j ]lc(x,y)dx) u(dy). Conclure.
R\JR R\JR



Corrigé:

1. L'ensemble vide @ e$t considéré comme fini donc (@) = 0. Si (A,),>, €$t une suite de parties de R
disjointes finies ou dénombrables alors U,5,A,, est finie ou dénombrable et donc

wJAn|=0=) pay)

n=o n>o

Si (A,)ns € P(R)N e une suite dont au moins une des parties & infinie non-dénombrable alors
UnsoA, est infinie non-dénombrable et donc

2. Lensemble K est compact donc C e$t fermé. Ainsi C € B(Rx R) C B(R)® P(RR).

-LR(L{ ]lc(x,}?)]l(dy)) dx = LRy(x—K)dx = +00,

car x — K e§t non-dénombrable et

Lz(jm RC(X’y)dx) pdy) = JIRA(K ~y)dy = LA(K)@ =o.

On aici un exemple ot le théoreme de Fubini pour les fonétions positives s’applique pas, la mesure
p n'est pas o-finie. O
/05
Aot

3. Ona

Exercice 8. Soit A une tribu sur R et soit 4 une mesure de probabilité sur (IR,.A). Soient f et g deux fonc-
tions (R, A) — (R, B(R)) mesurables et monotones de méme sens. On suppose de plus que les fonctions

f, g et fgsont dans L' (R, A, u). Montrer que J fgdu> J fdyj gdp.
R R R
Indication : on pourra considérer la fonction F(x,y) = (f(x) — f(v))(g(x) — g(v)).

Corrigé: La fon&ion F et positive donc LRX]RF(x,y) du(x)du(y) > o. De plus, f,g € L'(R) donc d’apres
le théoreme de Fubini pour les fonltions positives,

f|f Mg du(x) du() Jlfldyflgldy<m

Ainsi, la fonéhon (x,v) f(x)g(y) e L'(R xR). De méme fg € L' (IR) et y est une mesure de probabilité,
donc (x,y) — f(x)g(x) e ILl(IR X IR) On peut donc écrire

J;R ]RF(X;}))dM(x) dp(y) =2 f(x)g(x)dpu(x)dp(y) -2 f(x)g(y)dp(x)dpu(y)-

RxR RxR

Et d’apres le théoréme de Fubini pour les fonctions intégrables (Fubini-Lebesgue), on a

| FrIgla) dp(x)dpty) = Lf(x)g(x) (fm dy(y)) du(x) = jmfg ap,
d d = d du,
P du dpty) = [ Fap | g

ce qui nous donne le résultat. O

et
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Exercice 9. Soient p et v deux mesures o-finies sur la tribu borélienne de IR.

1. Montrer que 'ensemble D), = {x € R: u({x}) > o} eét fini ou dénombrable.

2. Soit A = {(x,x) : x € R} la diagonale de R*>. Montrer que pQ® v(A) = Zﬂ({x})v({x})
xeR
Corrigé:

1. Soit (E;),>o une suite croissante de boréliens de IR telle que R = U,;5,E,, et telle que u(E,;) < co pour
tout n > 0. On note D,, = {x € E,; : u(x) > 1/n}. Si D,, et infini alors il contient une suite (v,,),;>, et

1
V(En)z,u(Dn) I‘( ym;m>1 Zﬂ })m ZZ;_OO

m>1 m>1
ce qui e$t impossible. On en déduit donc que D,, est fini. Puis D = U,;5,D,, e$t fini ou dénombrable.

2. D’apres le théoreme de Fubini pour les fonétions positives on a

Hev(A) Ia(x,p) pldx)v(dy)

e o

Pour l'exercice suivant on rappelle les deux théorémes classiques :

* TuEOREME D’AscoLr : Soit X et Y deux espaces métriques compacts, et A une partie de I’ensemble
C(X,Y) des fon&tions continues de X — Y muni de la convergence uniforme. Alors A e$t relative-
ment compacte dans C(X,Y) (i.e. sa fermeture e$t compacte) si elle e§t équi-continue i.e.

Ve>0,36>0,(dyx(x,x)) <5 = Yf €A dy(f(x), f(x) <é).

* PrE-compAcITE : Soit (E,d) un espace métrique complet. Les parties A C E relativement compacdtes
sont exactement les parties pré-compactes i.e.

Ve >o0,dn, € N,d un recouvrement de A par n, parties de diametre <e.



Pour h > o et une application f : R — R, on rappelle que 7, f désigne I'application 7;,f (x) = f(x—h), x € R.

Exercice 10. (Riesz-Fréchet-Kolmogorov : un critére de compacité dans IL”.) On veut montrer le
résultat suivant. Soit Q) un ouvert borné de R et soit F un sous-ensemble borné de ILP(Q)) (avec 1 < p < o0)
vérifiant :

(i) pour tout ¢ > o, il existe w cc Q) tel que SUpfer lfller@\w) < €

(ii) pour tout € > o et pour tout w CC Q, il existe o € Jo, dist(w, Q°)[ tel que |7, f — fllrr(w) < € pour tous

|lh|<oet feF;

alors F e$t relativement compact dans ILP(Q)) (c’e§t-a-dire d’adhérence compacte dans ILP(Q))). La nota-
tion w cC Q) signifie que w e$t un ouvert tel que w est compa&t et inclus dans Q.

1.

Fixons ¢ >0 et w CC Q. Soit (p;),>, une approximation de l'unité telle que chaque p,, est de classe
C® et de support inclus dans [-1/n,1/n]. Pour f € F, on note f la fonétion f prolongée a tout R
par o.

(a) Montrer en utilisant le théoréme d’Ascoli que pour tout n > 1, la famille 7, = {(f*p,)o : f € F)
et relativement compacte dans ILP (w).

(b) Montrer que pour tout n assez grand, sup||f *p,, — fllr(w) < e

feF
(c) En déduire que I'ensemble 7, peut étre recouvert par un nombre fini de boules de IL”(w) de
rayon 2¢.
2. Conclure.
Corrigé:

1.

On note M un majorant de F dans ILP(Q)).

(a) Soit n> 1 fixé. On note 7, = {(f * p,)jz : f € F} Tout d’abord on a ;, ¢ C(@,R). De plus, pour
tout x € w, d’apres I'inégalité de Jensen (appliquée a la mesure de probabilité p,(y)dy), on a

~ ~ /p
|f % pu(x)| (J}RIf(x—y)l”pn(y)dy)

(lpnlleo) Pl e )
(lpalleo) P M.

Donc F, e§t une famille bornée de C(w, R). Et pour x,x’ € @, on a

IA

IA

1 5 pul) — F o pul)] = fmf(y)(pn(x—y)—pn<x'—y>>dy|
< lehlleolx = x’ FldA
AN x|jm|f|
< lollol = M flren MQ) 7
= C,lx—x|.

Donc F, e§t une famille équicontinue de C(w,R). D’apres le théoréeme d’Ascoli, 7, eét rel-
ativement compacte dans C(w,R). Or pour g € C(w,R), on a g, € LP(w) et ||gyllir(w) <

(A(@))?|Iglleo- Donc 'injeGtion de C(@, R) dans ILP(w) eSt continue. Ainsi, 7, e§t relativement
compacdte dans ILP (w).

10



(b) Soit 6 associé a ¢ et w par la propriété (ii). Soit n, > 6. Pour n > n,, f € F et x € w, on a

|f *pu(x) = f ()|

~ p
J(Fe=-s)outras)
LRV(x—y)—f(x)lp pn(v)dy
hf If(x=) = f(X)Ppu(v)dy,

[-1/n,1/n]

IN

donc d’apres le théoréme de Fubini-Tonelli,

r

1 pu- ) < f[/ )= f ) dyd
'
- f 1 (=)~ F P dx pa(y) dy
J[-1/n1/n]Jw
= Ity f = FIE 0 (¥)dY
J[-1/n,1/n] Y L {w)
< Epf on(v)dy
[=1/n,1/n]

= &P,
On a donc montré que pour n > n,,

supllf = pu = fllLr(w) < &
feF

(c) Lafamille F;, estrelativement compacte dans ILP(w) donc on peut la recouvrir par un nombre
fini de boules de rayon ¢. D’apres la question (b), ces mémes boules de rayon 2¢ recouvrent
F.

2. Comme ILP(Q)) est complet, il suffit de montrer que F peut étre recouvert par un nombre fini de
boules de rayon € pour tout € > o. Soit € > 0. Alors il existe w cC Q) tel que SUpfer Ifllero\w) < €/2.
Et d’aprés la question (1), 7, peut étre recouvert par des boules B(g;,¢/2),i = 1,...,k (de ILP(w)).
On note G; les fon&tions g; prolongées a Q par o. Alors les boules B(G;,¢),i = 1,...,k (de LP(Q))
recouvrent F. O
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