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TD – Théorèmes de Fubini – Corrigé

 – Exercice ayant été préparé

Exercice 1. Soient r, s ∈ [,∞[ et g : R→R une fon�ion continue. On suppose qu’il exi
e c >  tel que:

∀y ∈R, |g(y)| ≤ c|y|r/s. ()

Soit Φ l’application de L
r(X,A,µ)→ L

s(X,A,µ) définie par Φ(f ) = g ◦ f .

. Vérifier que Φ(f ) ∈ Ls(X,A,µ).

. Montrer que Φ e
 continue.

. Que se passe-t-il si la condition () n’e
 plus satisfaite?

Corrigé:

. Par hypothèse, pour f ∈ Lr , |Φ(f )(x)|s = |g(f (x))|s ≤ cs|f (x)|r e
 intégrable.

. Soit (fn)n≥ une suite de fon�ions telle que fn
L
r

−→f . Montrons que Φ(fn)
L
s

−→Φ(f ). À cet effet,
on utilise le lemme des sous-sous-suites suivant (qui se démontre aisément en raisonnant par
l’absurde), et qui parfois de bien précieux services:

Lemme des sous-sous suites. Soit (E,d) un espace métrique. Une suite (xn)n≥ d’éléments de
E converge vers x ∈ E si et seulement de toute suite extraite (xφ(n))n≥ on peut ré-extraire une
sous-suite ψ telle que (xφ(ψ(n)))n≥ converge vers x.

Soit donc φ une extra�rice fixée. Comme fφ(n)
L
r

−→f , il exi
e une extra�rice ψ et h ∈ Lr tels que

fφ(ψ(n))
µ p.p.
−→ f et |fφ(ψ(n))| ≤ |h| pour tout n ≥ . Mais alors:∣∣∣g(fφ(ψ(n)))− g(f )

∣∣∣s µ p.p.
−→ 

par continuité de g, et∣∣∣g(fφ(ψ(n)))− g(f )
∣∣∣s ≤ s(|g(fφ(ψ(n)))|s + |g(f )|s) ≤ (c)s(|h(x)|r + |f (x)|r ) ∈ L

.

Le théorème de convergence implique:∫ ∣∣∣g(fφ(ψ(n)))− g(f )
∣∣∣s dµ −→

n→∞
,

ce qui revient à dire que g(fφ(ψ(n)))
L
s

−→g(f ), et conclut la que
ion.

Pour des que
ions, demande de précisions ou explications, n’hésitez pas à m’envoyer un mail à
igor.kortchemski@ens.fr , ou bien à venir me voir au bureau V.





. Alors on n’a pas forcément Φ(f ) ∈ L
s. En effet, considérons une suite (yn)n≥ telle que |g(yn)| >

n|yn|r/s. Définissons alors la fon�ion étagée f comme suit:

f =
∑
n≥

yn1An ,

où les (An)n≥ sont des boréliens disjoints tels que µ(An) = /(n+s · |yn|r ). Alors

||f ||rr =
∑
n≥
|yn|rµ(An) =

∑
n≥


n+s

<∞,

mais
||g ◦ f ||ss =

∑
n≥
|g(yn)|sµ(An) >

∑
n≥

ns|yn|rµ(An) =
∑
n≥


n

=∞.

�

 – Petits calculs

0) Expliquer pourquoi il n’y a pas de faute d’orthographe dans le titre du TD.

Corrigé: deux théorèmes de Fubini ont été vus en cours, dont l’un spécifique aux fon�ions à valeurs
positives. �

1) Soit f la fon�ion définie sur [,] par f (x,y) =
x − y

(x + y)
(x,y),(,) et  si x = y = .

Calculer alors
∫ 

dx

∫ 

dyf (x,y) et

∫ 

dy

∫ 

dxf (x,y). Diabolique, non ?

Corrigé: À x fixé, en remarquant que y/(x + y) e
 une primitive de (x − y)/(x + y), il vient:∫ 

dyf (x,y) =

[
y

x + y

]


=

+ x

.

Donc
∫ 
 dx

∫ 
 dyf (x,y) = π

 et par symétrie
∫ 
 dy

∫ 
 dxf (x,y) = −π . De ce fait le théorème de Fubini ne

s’applique pas, car f n’e
 pas dans L([,]). �

2) En considérant l’intégrale
∫
R

+


(+ y)(+ xy)

dxdy, calculer
∫ +∞



ln(x)
x − 

dx.

Corrigé: Notons F(x,y) =


(+ y)(+ xy)
pour tout x,y ≥ . On a, d’après le théorème de Fubini pour

les fon�ions positives,∫
R

+

F(x,y)dxdy =
∫
R+

dy

+ y

(∫
R+

dx

+ xy

)
=

∫
R+

dy

(+ y)
π

√
y

=
π


∫
R+

du
+u

=
π


,

et ∫
R

+

F(x,y)dxdy =
∫
R+

(∫
R+

F(x,y)dy
)
dx.





Or pour tout x > , ∫
R+

F(x,y)dy =


x − 

∫
R+

(
x

+ xy
− 
+ y

)
dy =

 ln(x)
x − 

.

Donc ∫ +∞



ln(x)
x − 

dx =
π


.

�

3) En remarquant que x− sin(x) =
∫ 
 cos(xy)dy, calculer pour tout t >  l’intégrale suivante∫ +∞


x− sin(x)e−tx dx.

Corrigé: Posons G(x,y) = cos(xy)exp(−tx) pour x ≥ , y ∈ [,] et t > . On a |G(x,y)| ≤ exp(−tx) et
(x,y) 7→ exp(−tx) e
 intégrable sur R+ × [,] d’après le théorème de Fubini pour les fon�ions positives.
Donc G e
 intégrable sur R+ × [,] et d’après le théorème de Fubini pour les fon�ions intégrables,∫

R+

sin(x)
x

e−xt dx =
∫
R+×[,]

G(x,y)dxdy

=
∫ 


(∫
R+

cos(xy)e−tx dx
)
dy

=
∫ 


t

y + t
dy

= ar�an
(
t

)
. �

2 – Théorèmes de Fubini

Exercice 2. (Truc de ouf) Soit f : R→R une fon�ion borélienne. Montrer que

pour λ presque tout y ∈R, λ ({x ∈R; f (x) = y}) = .

Corrigé: On écrit, en utilisant le théorème de Fubini pour les fon�ions positives:∫
R

dyλ ({x ∈R; f (x) = y}) =
∫
R×R

dxdy1{f (x)=y} =
∫
R

dxλ ({y ∈R; f (x) = y}) =
∫
R

 · dx = .

Le résultat en découle, car une fon�ion positive d’intégrale nulle e
 presque partout nulle.

Autre solution (due à Jaouad Mourtada): Pour m,n ≥ , on note

Am,n =
{
y ∈R; λ ({f −({y})∩ [−m,m]}) > 

n

}
.

Il e
 facile de voir que Am,n e
 fini. Ainsi:

{y ∈R; λ ({x ∈R; f (x) = y}) > } =
⋃
m,n≥

Am,n

e
 dénombrable, donc de mesure de Lebesgue nulle. Ceci conclut.
�





Exercice 3. (Quelque chose d’utile) Sur un espace mesuré σ -fini (E,A,µ), on considère f : (E,A,µ)→
(R+,B(R+)) une fon�ion mesurable

. Soit g : R+→R+ une fon�ion croissante de classe C telle que g() = . Montrer que∫
E
g ◦ f dµ =

∫ +∞


g ′(t)µ({f ≥ t})dt.

Indication: On pourra écrire g(f (t)) comme une intégrale.

. Montrer que
∫
E
f dµ =

∫ ∞

µ{f ≥ t}dt.

. On suppose que µ e
 finie et qu’il exi
e p ≥  et c >  tels que pour tout t > , µ({|f | > t}) ≤ ct−p.
Montrer que f ∈ Lq(E,A,µ) pour tout q ∈ [,p[. A-t-on forcément f ∈ Lp(E,A,µ)?

Corrigé:

. La fon�ion g : R+→R+ e
 de classe C et g() =  donc pour tout x ∈ E on a

g(f (x)) =
∫ f (x)


g ′(s)ds.

On a donc ∫
E
g ◦ f dµ =

∫
E

∫
R+

g ′(s)1{s≤f (x)}dsdµ(x).

Et la fon�ion F : (x,s) ∈ E ×R+ 7→ g ′(s)1{s≤f (x)} e
 positive. Donc d’après le théorème de Fubini
pour les fon�ions positives (Fubini-Tonelli), on a∫

E
g ◦ f dµ =

∫
R+

g ′(s)
∫
E
1{s≤f (x)}dµ(x)ds =

∫
R+

g ′(s)µ({f ≥ s})ds.

. Application immédiate de la que
ion précédente en prenant g(x) = x.

. On applique la que
ion . avec |f | et g(x) = xq (pour passer de µ({|f | > t}) à µ({|f | ≥ t}), on remarque
qu’on peut remplacer {s ≤ f (x)} par {s < f (x)} dans la solution de la que
ion ):∫

E
|f |qdµ = q

∫ ∞

tq−µ({|f | ≥ t})dt ≤ qµ(E) + cq

∫ ∞

tq−p−dt <∞,

car q−p− < −. En revanche, on n’a pas forchément f ∈ Lp(E,A,µ): prendre par exemple f = t−/p

sur ],].

Remarque. Si f ∈ Lp(E,A,µ), l’inégalité de Markov implique qu’il exi
e c >  telsque pour tout
t > , µ({|f | > t}) ≤ ct−p.

Exercice 4. (Inégalité de Hardy) Soient (X,X ,µ) et (Y ,Y ,ν) deux espaces mesurés σ -finis. On considère
ϕ : (X×Y ,X ⊗Y )→ (R,B(R)) une fon�ion mesurable et intégrable par rapport à la mesure produit µ⊗ν,

et F la fon�ion définie pour µ-p.t. x ∈ X par F(x) =
∫
Y
ϕ(x,y)ν(dy).





. Montrer que F vérifie l’inégalité ‖F‖
L
p(µ) ≤

∫
Y
‖ϕ(., y)‖

L
p(µ)ν(dy).

. En déduire que pour toute fon�ion f ∈ Lp(R∗+,B(R∗+)) avec p ∈],∞[, la fon�ion F définie sur R
∗
+

par F(x) =

x

∫ x


f (t)dt, vérifie l’inégalité suivante (appelée inégalité de Hardy): ‖F‖p ≤

p

p − 
‖f ‖p.

Corrigé:

. Soit (Xn)n≥ ∈ XN une suite croissante telle que X = ∪n≥Xn et telle que µ(Xn) <∞ pour tout n ≥ .
On note Γn = Xn ∩ {|F| ≤ n}. On a:∫

X
|F(x)|p1Γnµ(dx) ≤

∫
X
|F(x)|p−

(∫
Y
|ϕ(x,y)|ν(dy)

)
1Γn
µ(dx)

=
∫
Y
ν(dy)

(∫
X
|F(x)|p−|ϕ(x,y)|1Γnµ(dx)

)
(Fubini-Tonnelli)

≤
∫
Y
ν(dy)

(∫
X
|F(x)|p1Γnµ(dx)

)− p
‖ϕ(., y)‖

L
p(µ) (Hölder).

Or
∫
X
|F(x)|p1Γnµ(dx) <∞. On en déduit que (on voit ici l’intérêt d’introduire Γn, sinon on n’aurait

pas pu diviser par une quantitié pouvant être infinie):(∫
X
|F(x)|p1Γnµ(dx)

)/p
≤

∫
Y
ν(dy)ϕ(·, y)‖

L
p(µ).

Mais la suite de fon�ions (1Γn)n≥ tend simplement en croissant vers la fon�ion con
ante égale à
un. D’après le théorème de convergence monotone, il vient:(∫

X
|F(x)|pµ(dx)

)/p
≤

∫
Y
ν(dy)ϕ(·, y)‖

L
p(µ).

. On remarque que

F(x) =

x

∫ x


f (t)dt =

∫ 

f (xy)dy.

Il e
 tentant de prendreφ(x,y) = f (xy), mais cette fon�ion n’e
 pas nécessairement intégrable. On
procède donc par approximation comme à la que
ion précédente. Plus précisément, on applique
la que
ion . aux fon�ions

φn(x,y) = 1[/n,n](x)|f (xy)|,

et Gn =
∫
R
∗
+
φn(x,y)dx. Vérifions pour cela que chaque φn e
 intégrable. D’après le théorème de

Fubini pour les fon�ions positives:∫
R
∗
+×[,]

φn(x,y)dxdy =
∫ n

/n

(

x

∫ x


|f (t)|dt

)
dx ≤

∫ n

/n

dx
x

∫ n


|f (t)|dt <∞.

Ainsi, d’après la que
ion précédente,

‖Gn‖p ≤
∫

[,]
‖φn(·, y)‖pdy,

et

‖φn(·, y)‖pp ≤
∫
R
∗
+

|f (xy)|pdx =

y
‖f ‖pp.





On a donc

Gn‖p ≤ ‖f ‖p
∫

[,]



y/p
dy =

p

p − 
‖f ‖p.

Puis, par le théorème de convergence, on en déduit que

‖G‖p ≤
p

p − 
‖f ‖p,

où G : x 7→ 
x

∫ x
 |f (t)|dt. Enfin on remarque que ‖F‖p ≤ ‖G‖p, ce qui conclut. �

3 – Convolution, transformée de Fourier

Exercice 5. (Transformée de Fourier) Si f ∈ L(R) on note sa transformée de Fourier f̂ (t) =
∫
R

f (x)e−ixtdx.

. Montrer que f̂ ∈ C(R).

. Soient f ,g ∈ L(R). Montrer que f̂ ∗ g = f̂ .ĝ .

. En déduire que L
(R) n’a pas d’élément neutre pour la convolution.

Corrigé:

. Voir corrigé dans le Polycopié de J.F. Le Gall p .

. Par définition on a

f̂ ∗ g(t) =
∫
R

dxe−ixt
∫
R

f (x − y)g(y)dy =
∫
R

dxe−i(x−y)te−iyt
∫
R

f (x − y)g(y)dy.

Puisque
∫ ∫
|f (x−y)||g(y)|dxdy ≤ ‖f ‖‖g‖ < +∞, le théorème de Fubini s’applique et le changement

de variable x − y = z donne le résultat escompté.

. Si e ∈ L e
 un élément neutre pour la convolution alors

∀f ∈ L,∀t ∈R, f̂ ∗ e(t) = f̂ ê(t) = f̂ (t).

Or il n’e
 pas difficile de trouver une fon�ion f ∈ L(R) telle que f̂ (t) >  pour tout t ∈ R (voir
par exemple l’exercice suivant). On en déduit donc que ê(t) =  pour tout t ∈ R. Ce qui e
 en
contradi�ion avec la première que
ion. �

Exercice 6. (Super Hölder)

. Soient p,q, r ∈ [,∞] tels que p + q =  + r . Soient f ∈ Lp(R) et g ∈ Lq(R). Montrer que f ∗ g e

définie presque partout et que ‖f ∗ g‖r ≤ ‖f ‖p‖g‖q.
Indication :

|f (x − y)g(y)| = (|f (x − y)|p|g(y)|q)

r (|f (x − y)p|)


p−

r (|g(y)|q)


q−

r





. Soit f ∈ L et g ∈ Lp, p ≥ . Montrer que pour tout |a| < ‖f ‖− l’équation h− af ∗ h = g possède une
unique solution dans Lp.

Corrigé:

. On utilise l’inégalité généralisée de Hölder(∫
fff

)
≤

(∫
f /α

)α (∫
f
/β


)β (∫
f
/γ


)γ
,

pour α,β,γ ∈],[ tels que α + β +γ = . Ici on pose α = r ,β = 
p −


r et γ = q −


r alors l’indication

amène à ∫
|f (x − y)g(y)|dy ≤

(∫
|f (x − y)|p|g(y)|qdy

) 
r
(∫
|f (x − y)|p

) 
p−

r
(∫
|g(y)|q

) 
q−

r

.

D’où

‖f ∗ g‖rr ≤
∫ ∫

|f (x − y)|p|g(y)|qdxdy︸                            ︷︷                            ︸
≤‖f ‖pp‖g‖

q
q

‖f ‖r−pp ‖g‖
r−q
q ,

ce qui permet de conclure.

. On considère l’application Φ : h ∈ Lp 7→ af ∗ h+ g. Alors d’après la que
ion précédente

‖Φ(h)−Φ(h′)‖p ≤ a‖f ‖‖h− h′‖p,

e
 une contra�ion de L
p. Cet espace e
 complet, donc Φ admet un unique point fixe, ce qui

résoud la que
ion. �

 – Compléments (hors TD)

Exercice 7. On définit une fon�ion µ : P (R)→ [,+∞] par

• µ(A) =  si A e
 une partie finie ou dénombrable,

• µ(A) = +∞ sinon.

Soit K l’espace triadique de Cantor défini par K =

∑
n≥

an
n

: (an)n≥ ∈ {,}N
. On rappelle que K e
 un

compa� de [,], infini non-dénombrable et de mesure de Lebesgue nulle. On pose C = {(x,y) ∈ R×R :
x − y ∈ K}.

. Vérifier que µ e
 une mesure sur (R,P (R)).

. Montrer que C ∈ B(R)⊗P (R).

. Calculer les intégrales
∫
R

(∫
R

1C(x,y)µ(dy)
)
dx et

∫
R

(∫
R

1C(x,y)dx
)
µ(dy). Conclure.





Corrigé:

. L’ensemble vide ∅ e
 considéré comme fini donc µ(∅) = . Si (An)n≥ e
 une suite de parties de R

disjointes finies ou dénombrables alors ∪n≥An e
 finie ou dénombrable et donc

µ

⋃
n≥

An

 =  =
∑
n≥

µ(An).

Si (An)n≥ ∈ P (R)N e
 une suite dont au moins une des parties e
 infinie non-dénombrable alors
∪n≥An e
 infinie non-dénombrable et donc

µ

⋃
n≥

An

 = +∞ =
∑
n≥

µ(An).

. L’ensemble K e
 compa� donc C e
 fermé. Ainsi C ∈ B(R×R) ⊂ B(R)⊗P (R).

. On a ∫
R

(∫
R

1C(x,y)µ(dy)
)
dx =

∫
R

µ(x −K)dx = +∞,

car x −K e
 non-dénombrable et∫
R

(∫
R

1C(x,y)dx
)
µ(dy) =

∫
R

λ(K − y)dy =
∫
R

λ(K)dy = .

On a ici un exemple où le théorème de Fubini pour les fon�ions positives s’applique pas, la mesure
µ n’e
 pas σ -finie. �

Exercice 8. SoitA une tribu sur R et soit µ une mesure de probabilité sur (R,A). Soient f et g deux fonc-
tions (R,A)→ (R,B(R)) mesurables et monotones de même sens. On suppose de plus que les fon�ions

f , g et f g sont dans L(R,A,µ). Montrer que
∫
R

f g dµ ≥
∫
R

f dµ

∫
R

g dµ.

Indication : on pourra considérer la fon�ion F(x,y) = (f (x)− f (y))(g(x)− g(y)).

Corrigé: La fon�ion F e
 positive donc
∫
R×RF(x,y)dµ(x)dµ(y) ≥ . De plus, f ,g ∈ L(R) donc d’après

le théorème de Fubini pour les fon�ions positives,∫
R

|f (x)||g(y)|dµ(x)dµ(y) =

∫
R

|f |dµ
∫
R

|g |dµ <∞.

Ainsi, la fon�ion (x,y) 7→ f (x)g(y) ∈ L(R×R). De même f g ∈ L(R) et µ e
 une mesure de probabilité,
donc (x,y) 7→ f (x)g(x) ∈ L(R×R). On peut donc écrire∫

R×R
F(x,y)dµ(x)dµ(y) = 

∫
R×R

f (x)g(x)dµ(x)dµ(y)− 
∫
R×R

f (x)g(y)dµ(x)dµ(y).

Et d’après le théorème de Fubini pour les fon�ions intégrables (Fubini-Lebesgue), on a∫
R×R

f (x)g(x)dµ(x)dµ(y) =
∫
R

f (x)g(x)
(∫

R

dµ(y)
)
dµ(x) =

∫
R

f g dµ,

et ∫
R×R

f (x)g(y)dµ(x)dµ(y) =
∫
R

f dµ

∫
R

g dµ,

ce qui nous donne le résultat. �





Exercice 9. Soient µ et ν deux mesures σ -finies sur la tribu borélienne de R.

. Montrer que l’ensemble Dµ = {x ∈R : µ({x}) > } e
 fini ou dénombrable.

. Soit ∆ = {(x,x) : x ∈R} la diagonale de R
. Montrer que µ⊗ ν(∆) =

∑
x∈R

µ({x})ν({x}).

Corrigé:

. Soit (En)n≥ une suite croissante de boréliens de R telle que R = ∪n≥En et telle que µ(En) <∞ pour
tout n ≥ . On note Dn =

{
x ∈ En : µ(x) ≥ /n

}
. Si Dn e
 infini alors il contient une suite (ym)m≥ et

µ (En) ≥ µ (Dn) ≥ µ({ym,m ≥ }) =
∑
m≥

µ({ym}) ≥
∑
m≥


n

=∞,

ce qui e
 impossible. On en déduit donc que Dn e
 fini. Puis D = ∪n≥Dn e
 fini ou dénombrable.

. D’après le théorème de Fubini pour les fon�ions positives on a

µ⊗ ν(∆) =
∫
R×R

1∆(x,y)µ(dx)ν(dy)

=
∫
R

µ({y})ν(dy)

=
∫
R

∑
x∈Dµ

µ({x})1{x=y}ν(dy)

=
∑
x∈Dµ

∫
R

µ({x})1{x=y}ν(dy)

=
∑

x∈Dµ∩Dν

µ({x})ν({x})

=
∑
x∈R

µ({x})ν({x}).

�

Pour l’exercice suivant on rappelle les deux théorèmes classiques :

• Théorème d’Ascoli : Soit X et Y deux espaces métriques compa�s, et A une partie de l’ensemble
C(X,Y ) des fon�ions continues de X −→ Y muni de la convergence uniforme. Alors A e
 relative-
ment compa�e dans C(X,Y ) (i.e. sa fermeture e
 compa�e) si elle e
 équi-continue i.e.

∀ε > ,∃δ > , (dX(x,x′) ≤ δ⇒∀f ∈ A,dY (f (x), f (x′)) ≤ ε) .

• Pré-compacité : Soit (E,d) un espace métrique complet. Les parties A ⊂ E relativement compa�es
sont exa�ement les parties pré-compa�es i.e.

∀ε > ,∃nε ∈N,∃ un recouvrement de A par nε parties de diamètre ≤ ε.





Pour h >  et une application f : R→R, on rappelle que τhf désigne l’application τhf (x) = f (x−h), x ∈R.

Exercice 10. (Riesz-Fréchet-Kolmogorov : un critère de compacité dans L
p.) On veut montrer le

résultat suivant. Soit Ω un ouvert borné de R et soit F un sous-ensemble borné de Lp(Ω) (avec  ≤ p <∞)
vérifiant :

(i) pour tout ε > , il exi
e ω ⊂⊂Ω tel que supf ∈F ‖f ‖Lp(Ω\ω) ≤ ε,

(ii) pour tout ε >  et pour tout ω ⊂⊂Ω, il exi
e δ ∈ ],di
(ω,Ωc)[ tel que ‖τhf − f ‖Lp(ω) < ε pour tous
|h| < δ et f ∈ F ;

alors F e
 relativement compa� dans Lp(Ω) (c’e
-à-dire d’adhérence compa�e dans Lp(Ω)). La nota-
tion ω ⊂⊂Ω signifie que ω e
 un ouvert tel que ω e
 compa� et inclus dans Ω.

. Fixons ε >  et ω ⊂⊂Ω. Soit (ρn)n≥ une approximation de l’unité telle que chaque ρn e
 de classe
C∞ et de support inclus dans [−/n,/n]. Pour f ∈ F , on note f̃ la fon�ion f prolongée à tout R
par .

(a) Montrer en utilisant le théorème d’Ascoli que pour tout n ≥ , la famille Fn = {(f̃ ∗ρn)|ω : f ∈ F }
e
 relativement compa�e dans Lp(ω).

(b) Montrer que pour tout n assez grand, sup
f ∈F
‖f̃ ∗ ρn − f ‖Lp(ω) ≤ ε.

(c) En déduire que l’ensemble F|ω peut être recouvert par un nombre fini de boules de L
p(ω) de

rayon ε.

. Conclure.

Corrigé:

. On note M un majorant de F dans Lp(Ω).

(a) Soit n ≥  fixé. On note F ′n = {(f̃ ∗ ρn)|ω : f ∈ F } Tout d’abord on a F ′n ⊂ C(ω,R). De plus, pour
tout x ∈ω, d’après l’inégalité de Jensen (appliquée à la mesure de probabilité ρn(y)dy), on a

∣∣∣f̃ ∗ ρn(x)
∣∣∣ =

(∫
R

|f̃ (x − y)|pρn(y)dy
)/p

≤ (‖ρn‖∞)/p‖f ‖
L
p(Ω)

≤ (‖ρn‖∞)/pM.

Donc F ′n e
 une famille bornée de C(ω,R). Et pour x,x′ ∈ω, on a

|f̃ ∗ ρn(x)− f̃ ∗ ρn(x′)| =
∣∣∣∣∣∫

R

f̃ (y)(ρn(x − y)− ρn(x′ − y))dy
∣∣∣∣∣

≤ ‖ρ′n‖∞|x − x′ |
∫
R

|f̃ |dλ

≤ ‖ρ′n‖∞|x − x′ |‖f ‖Lp(Ω)λ(Ω)−/p

= Cn|x − x′ |.

Donc F ′n e
 une famille équicontinue de C(ω,R). D’après le théorème d’Ascoli, F ′n e
 rel-
ativement compa�e dans C(ω,R). Or pour g ∈ C(ω,R), on a g|ω ∈ L

p(ω) et ‖g|ω‖Lp(ω) ≤
(λ(ω))/p‖g‖∞. Donc l’inje�ion de C(ω,R) dans Lp(ω) e
 continue. Ainsi, Fn e
 relativement
compa�e dans Lp(ω).





(b) Soit δ associé à ε et ω par la propriété (ii). Soit n ≥ δ−. Pour n ≥ n, f ∈ F et x ∈ω, on a∣∣∣f̃ ∗ ρn(x)− f (x)
∣∣∣p =

∣∣∣∣∣∫
R

(
f̃ (x − y)− f (x)

)
ρn(y)dy

∣∣∣∣∣p
≤

∫
R

∣∣∣f̃ (x − y)− f (x)
∣∣∣p ρn(y)dy

=
∫

[−/n,/n]
|f (x − y)− f (x)|pρn(y)dy,

donc d’après le théorème de Fubini-Tonelli,

‖f̃ ∗ ρn − f ‖
p
L
p(ω) ≤

∫
ω

∫
[−/n,/n]

|f (x − y)− f (x)|pρn(y)dy dx

=
∫

[−/n,/n]

∫
ω
|f (x − y)− f (x)|p dxρn(y)dy

=
∫

[−/n,/n]
‖τyf − f ‖

p
L
p(ω)ρn(y)dy

≤ εp
∫

[−/n,/n]
ρn(y)dy

= εp.

On a donc montré que pour n ≥ n,

sup
f ∈F
‖f̃ ∗ ρn − f ‖Lp(ω) ≤ ε.

(c) La famille Fn e
 relativement compa�e dans Lp(ω) donc on peut la recouvrir par un nombre
fini de boules de rayon ε. D’après la que
ion (b), ces mêmes boules de rayon ε recouvrent
F .

. Comme L
p(Ω) e
 complet, il suffit de montrer que F peut être recouvert par un nombre fini de

boules de rayon ε pour tout ε > . Soit ε > . Alors il exi
eω ⊂⊂Ω tel que supf ∈F ‖f ‖Lp(Ω\ω) ≤ ε/.
Et d’après la que
ion (), F|ω peut être recouvert par des boules B(gi , ε/), i = , . . . , k (de L

p(ω)).
On note Gi les fon�ions gi prolongées à Ω par . Alors les boules B(Gi , ε), i = , . . . , k (de L

p(Ω))
recouvrent F . �

Fin




