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TD1 - Espaces mesurés — Corrige
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1 — Petites questions
T e N T —

1) Est-ce que I’ensemble des ouverts de R est une tribu ?
Réponse : Non, car le complémentaire de |—oo, 0 n’est pas ouvert.
2) Si JF et G sont deux tribus, est-ce que F U G est toujours une tribu ?

Réponse : Non, pas toujours. Par exemple si, en notant Q = {1, 2, 3}, on prend F = {(),{1},{2,3}, Q}et G =
{0,{2},{1, 3}, Q} ? En effet, on a alors FU G = {(), {1}, {2}, O}, qui n’est pas stable par union ({1}U{2} & FU9).

3) Si on note A la mesure de Lebesgue, on sait que A ({x}) = 0 pour tout x € R. Donc :

A(R) :7\<U{x}> => AP =) 0=0.

x€ER x€R x€R

0_0O ! Ou est le probleme ? ?

Réponse : [’égalité A (UX ER{x}) =2 .erA({x}) n’est pas vérifiée car R n’est pas dénombrable.

2 — Tribus, mesures
N N

Exercice 1 (Préliminaires). Soit (a, )n>o une suite de réels. On définit les deux nombres suivants dans
R=RU{*o0}:

limsup a,, = lim (sup ak) et liminfa, = lim <inf ak).
n—o00 n—00 \ k>n n—oo n—oo \ k>n

1. Vérifier que ces deux définitions ont bien un sens.

2. Vérifier les assertions suivantes :
— limsupap, < x=In>0,Vk > n, a < «.

n—oo .

- n>20,Vk 2 n,ax < = limsupa,, < «.
n—oo

— limsupa, >x=vn>0,Fk > n, ax > «.

n—oo
-Vn>0,dk >n,ax > «x = limsupa, > «.
. n—oo
Ecrire des assertions similaires faisant intervenir lim inf a,,.

n—oo

3. Vérifier que a, converge vers | € R si et seulement si limsup a,, = liminf a, = L.
n—00 n—00

Pour des questions, demande de précisions ou explications, n’hésitez pas a m’envoyer un mail a
igor.kortchemski@ens.fr , ou bien a venir me voir au bureau V4.
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Corrigé :
1. La suite de terme général supy ,, ax est décroissante, donc elle a bien une limite dans R. De méme pour
la lim inf et la limite croissante.

2. Vérifions la premiere assertion :

limsupa, <& = In>0,sup ax < «
n—oo k>2n

= dn>0,Vk>n, a < .

Le reste des assertions se démontre de la méme fac con.

3. On remarque tout d’abord que supy.,, ax = an > infy>, . La suite a, est encadrée par une suite

décroissante et une croissante et si limsup a,, = liminf a, =1 € R alors par le principe des gendarmes
n—o0 n—00
la suite a,, converge vers l. Le cas | = 0o est similaire. Prouvons maintenant 1’autre sens : si lim a,, =

L € R alors pour tout ¢ > 0 il existe N tel que pour tout n > N, a,, € [l — ¢, 1+ €]. On a donc aussi
pour tout 1 = N, supy>,, Qx, infysn ax € [l — ¢, 1+ €], et le résultat s’ensuit. Encore une fois, le cas
infini se fait de la méme maniére.

—>0C—=—"D0<—

Exercice 2 (liminf et lim sup de suites d’ensembles mesurables).

1. On considere un ensemble E, et (A, ) >1 une suite de sous-ensembles de E. Si A C E, on note
1 sa fonction caractéristique (1o (x) = 1six € A et 1a(x) = 0 sinon).

(a) Que représentent les ensembles suivants,

U NAc U A

nzlk>2n n=>lk>n
Le premier est noté lim inf,, _,., Ay, le second lim sup,, _,, An. Relier les fonctions caractéristiques
Liiminfp o0 An> Limsup,, . A, aux fonctions 1 ,n > 1.
(b) Calculer liminf A,, et limsup A, lorsque A, = [sin(n) — 1,sin(n) + 1J.
On suppose dans les questions (b) et (c) que (E, A, n) est un espace mesuré (p est une mesure
positive) et que (A )n>1 est une suite d’éléments de A .

(c) Montrer que
" (hm inf An> < liminf p(A,)

n—oo n—oo

et que si u(Un>1A4) < 0o, alors

u (lim sup An) > limsup w(Ay) .

n—oo n—oo

Qu’est-ce qui se passe si i(Un>1An) =007
(d) (Lemme de Borel-Cantelli.) On suppose que } | -, i(An) < co. Montrer que

18 (lim sup An) =0.

n—oo



2. (Une application du lemme de Borel-Cantelli.) Soit ¢ > 0. Montrer que pour presque-tout x €
[0, 1] (pour la mesure de Lebesgue), il n’existe qu'un nombre fini de rationnels p/q avec p et q

premiers entre eux tels que
1

q2+€ ’

x— 2l <

q
i.e. presque tout x est “mal approchable par des rationnels a ’ordre 2 + ¢”.

Corrigé :

1. L’ensemble lim inf,, ,,, A, est ’ensemble des éléments qui appartiennent a tous les A, a partir d’un
certain rang et I’ensemble lim sup,, ., A, est I’ensemble des éléments qui appartiennent a une infinité
de A,,. On aI’égalité

:H-lim infnoe An — lim inf ]lAn. (1)
n—o0

En effet,

x € liminfA,, & dngeN: x € A,,,Vn > ny,

n—oo

& dngeN:inf 1a (x) =1,

n>ng

< liminf 14 (x) = 1.
n—oo

L égalité

ILlim sup, An — lim sup ILAn
n

se démontre de fagon similaire a (??) ou en passant au complémentaire dans (??) en remarquant que

C
(lim sup An) = liminf(A,,)°.

n—oo0 n—oo

2. On alimsup A, =] —2,2[ et liminf A,, = {0}. En effet, (sin(n)),en est dense dans | — 1, 1[ (pour
le voir, utiliser par exemple le fait que le sous-groupe additif Z + 27tZ de R n’est pas monogene car
7t est irrationel, donc dense dans R), donc pour tout 0 < x < 2, il existe une infinité d’entiers n tels
que sin(n) > x — 1 et aussi une infinité de n tels que sin(n) < x — 1. La premiére famille montre
que x € limsup A,, et la deuxieme famille que x ¢ liminf A,,. Il est ensuite facile de vérifier que
+2 ¢ lim sup A,, (car 7t est irrationnel) et 0 € liminf A,,.

3. On remarque que, pour tout n > 0 et pour tout k > n,

p ( M Ap> < plAx).

pz2n
Ainsi,

n ( N Ak> < nf w(A). (2)

k>n

Or la suite (Nk>nAk)n >0 est croissante. Le résultat s’obtient donc en passant a la limite quand n — +o0

dans (??). De méme, on a
n (U Ak) > sup p(Ay). (3)

k>n kzn



Or la suite (Uyx>nAx)n>o est décroissante et 1(Un>9An) < 4o00. Le résultat s’obtient donc en passant
a la limite quand n — 400 dans (??). On peut aussi utiliser le résultat précédent et raisonner en passant
au complémentaire. En effet, posons F = U, >9An. On a alors

F\ limsup A,, = liminf(F\ A,,).
n—oo

n—,oo
Donc,

u (F \ lim sup An) < liminf w(F\ An),
n—oo

n—oo

c’est-a-dire,
w(F) —p (hm sup An> < p(F) — limsup p(Ay).

n—oo n—o0
Comme p(F) < oo, cela implique le résultat.
4. On a, pour toutn > 0,
H(U Ak) < Z (Ay).
k>2n k>2n

Or p(limsupy_,o Ak) < 1 (UksnAx) pour tout n > 0 et Zk>n i(Ay) est le reste d’une série conver-
gente et donc tend vers 0 quand n — +4-0o0. On obtient ainsi le résultat.

5. Pour tout q > 1, on note

q
P 1 p 1
Ao=onU[B- o e ]
q pL_JO q q2+£ q q2+£

Ainsi, A(A4) < 2/q'*¢. Par conséquent,

D AAq) < +oo.
q>1

D’apres le lemme de Borel-Cantelli, A(limsup,_,,, Aq) = 0, or 'ensemble limsup_,., A4 contient
I’ensemble des réels bien approchables par des rationnels a I’ordre 2 + €. Voir

http://en.wikipedia.org/wiki/Thue-Siegel-Roth_theorem

—>0C—"D0<—

Exercice 3 (Opérations sur les tribus).

— Soit F une tribu de Q et B un élément de J. Montrer que 'ensemble Jg := {A N B, A € F} est une
tribu de B.

— Soit (X x Y, J) un espace-produit mesuré et 7t : X x Y — X la projection canonique. L'ensemble
Fx :={n(F), F € F} est-il une tribu ?

— On considere sur N, pour chaque n > 0, la tribu F,, = o({0},{1},...,{n}). Montrer que la suite de
tribus (I, n > 0) est croissante mais que (J,, 5, In n’est pas une tribu.

— (Partiel 2010) Soit (E, A) un espace mesurable. Soit € une famille de parties de E, et soit B € o(C).
Michel dit : alors nécessairement, il existe une famille dénombrable D C C telle que B € o(D).
A-t-il raison ?

Corrigé :

I.-B=QnNB e Fs,
— Soit C=BND e JFgavecD € F. Alors D¢ € Fet C§ = BN D€ appartient a Fg.
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— Soit C;, = BN Dy € Fg avec D,, € F. Alors |, Dy, € Fet|J, Bn = BN, D appartient a Fp.
L’ensemble Fy est donc bien une tribu sur B.

2. On considere pour X =Y = {0, 1} la tribu F engendré par 1’élément (0,0) € X x Y. Il est clair que
F={2, X xY,{(0,0)}, X x Y\{(0,0)}}.

On vérifie que Fx = {&,{0}, X}, ce qui n’est pas une tribu.

F=J Fn,

neN

3. Posons

et supposons que J soit une tribu. On a

{2n} € Fon € F et 2N= | J{2n}.

n>0

Ainsi, 2N € J i.e. il existe ny € N tel que 2N € J,,,. Or, les seuls éléments de cardinal infini de J7,,
sont de la forme N \ A, ol A est une partie de {0, 1, ..., 1n0}. On obtient donc une contradiction.

4. Michel a raison. En effet, soit § = {B € 0(C); 3D C C dénombrable tel que B € o (D)}. Montrons
que G est une tribu.
Ilestclairque E € G. Si A € G, alors il existe D C € dénombrable tel que A € o (D), et donc
Acco(D):onaAc e 8.
Si (A,) C G, alors pour tout n il existe D,, C € dénombrable tel que A,, € o (D), et donc

UnAn € 0(D),ou D = U,D,, C C est dénombrable (étant une union dénombrable d’ensembles
dénombrables) : ona U, A, € G.

En conclusion, G est une tribu, c’est-a-dire § = o (C).

—> 00— 0<—

Exercice 4 (Mesure sur Z). Existe-t-il une mesure de masse finie sur (Z, P(Z)) invariante par transla-
tion?

Corrigé : Oui, mais seulement la mesure nulle. En effet, soit 1 une mesure non nulle de masse finie sur
(Z,P(7Z)) invariante par translation. Comme p est non nulle, il existe n € Z tel que ¢ := u({n}) > 0. Par
invariance par translation, il vient u ({k}) = c pour tout k € Z. Mais alors, comme Z est dénombrable :

H(Z)=p(Uezlk) =) n({k)=) c=o00
keZ kezZ

ce qui contredit le fait que p est de masse finie.
—>0C—"D0<—

Exercice 5.

1. Montrer que pour tout € > 0, il existe O, un ouvert dense de R de mesure (de Lebesgue)
A(O¢) < e

2. En déduire que pour tout € > 0, il existe F. un fermé d’intérieur vide tel que pour tout A €
B(R):
AMANTF) 2 A(A) —e.



Corrigé :

1. Soit € > 0. Notons Q = {qn,n > 1} les rationnels et posons :

0. = U lgn —e2 ™1 qn +e27 .

n>1

Alors O est un ouvert dense de R. De plus,

A (Oe) < Z A G qn — e2—n—1’ dn + e2 ! D = Z 27 "e < €.

n>l1 n-=l1
2. Posons F. = O¢. Alors F. est un fermé de R d’intérieur vide. De plus, pour tout A € B (R), on a
AMA)=AANF)+AANO) <KAANF) <KA(ANF.) +e.

—>0C—"D0<—

Exercice 6 (Ensembles de Cantor).

Soit (d,,,n > 0) une suite d’éléments de ]0, 1[, et soit Ko = [0, 1]. On définit une suite (K,,,n > 0) de la
facon suivante : connaissant K,,, qui est une réunion d’intervalles fermés disjoints, on définit K,, ., en
retirant dans chacun des intervalles de K,, un intervalle ouvert centré au centre de chaque intervalle,
de longueur d,, fois celle de I'intervalle. On pose K =, 5, Kx.

1. Montrer que K est un compact non dénombrable d’intérieur vide dont tous les points sont
d’accumulation.

2. Calculer la mesure de Lebesgue de K.
3. On note K3 I'ensemble de Cantor obtenu en posant d,, = 5 pour tout n. Vérifier que

K = {zg—:; (an) e{o,z}N}

n>1
et qu’il est mesure de Lebesgue nulle.

Corrigé :

1. Chaque ensemble K, est fermé donc K est fermé. De plus, K C [0, 1] donc K est compact. Montrons
que I’on peut construire une bijection ¢ : K — {0, 1}". Si x est dans K, alors x est dans un des deux
intervalles composant K;. On pose @(x)o = 0 si x est dans I’intervalle de gauche et @(x)y = 1 si x
est dans ’intervalle de droite. En répétant ce procédé, on construit une suite @ (x) € {0, 1}". On vérifie
facilement que ¢ est une bijection. Ainsi, K n’est pas dénombrable. Par construction de ¢, pour tous
x,y € Ketn > 0, x ety sont dans le méme intervalle composant K, ;; si et seulement si @ (x), = @ (y)x
pour tout k < n. Supposons qu’il existe un intervalle I de [0, 1] inclus dans K et non réduit a un point.
Soient x,y € I tels que x # y. Alors, pour tout 1 > 0, x et y sont dans le méme intervalle composant
Ky, donc @(x) = @(y) ce qui est absurde. Ainsi, K est d’intérieur vide. Enfin, soit x € K. L’ensemble

{y € K: oyl = o(x)x Vk < n} est infini et est constitué de points de K tous a distance au plus
1/2™*! de x. Donc x est un point d’accumulation.

2. On montre par récurrence que A(K,) = (1 — dp)...(1 — dn_1). Or A([0,1]) = 1 donc A(K) =
limp oo A(K,,). On a donc :

D du<oo = AMK)=]]01-dn),

n=>0 n=>0
Y dn=o00 = AK)=0.
n=>0



3. 11 suffit de regarder la bijection construite dans la question 1 entre K et {0, 1} et vérifier que si x =
@((bn)n), alorsx = 5 2%» Pour la mesure on utilise la question 2.

311
——>0C—D0<—

Exercice 7. Prouver que B(R?) = B(R) @ B(R).

Corrigé :
Montrons tout d’abord que B(R) @ B(R) C B(RR?). Pour tous ouverts O, O’ de R, O x O’ est un ouvert de R?,
etdonc O x O’ € B(R?). Onentire que F x § € B(R?) pour F, G € B(R), et donc B(R) ® B(R) C B(RR?).
En effet, rappelons que par définition :

B(R)®@B(R)=0(F x §;F,5 € B(R)).
Réciproquement, montrons que B(R?) € B(R) ® B(R). A cet effet, on aura besoin du lemme suivant, qui dit

que R x R est a base dénombrable d’ouverts (voir le cours de topologie pour une preuve) :

Lemme. Si O (R?) désigne 1’ensemble des ouverts de R?, on a :

O (RQ) = {U U; x Vi; Uy, Vi ouverts de R, I dénombrable.}

iel

Finissons maintenant I’exercice. D’aprés le lemme, comme B (R?) = o (O (R?)), il suffit de montrer que si I
est dénombrable et U;, V; (1 € R) sont des ouverts de R, alors

Ui x Vi € B(R) ® B(R).
iel
Ceci est clairement le cas, car U;, Vi € B(R) et I est dénombrable.

Remarque. Cette preuve montre que B(X x Y) = B(X) ® B(Y) lorsque X et Y sont deux espaces métriques a
base dénombrable d’ouverts (ou, de maniere équivalente, s’ils sont séparables).

4 — Compléments (hors TD)

’\W/—‘

Exercice 8 (“Cardinal” d'une tribu). Le but de I'exercice est de montrer qu’il n’existe pas de tribu A
infinie dénombrable. Soit (E, A) un espace mesurable. On définit, pour tout x € E, 'atome de la tribu

A engendré par x par,
x= (] A

{A€A:xeA)
1. Montrer que les atomes de A forment une partition de E.

2. Montrer que si A est au plus dénombrable alors A contient ses atomes et que chaque élément
de A s’écrit comme une réunion au plus dénombrable d’atomes.

3. Conclure.

4. Donner une nouvelle démonstration de la derniére question de 'exercice 4.

Corrigé :



1. On remarque que x € X pour tout x € E, donc

Jx=E

x€E

Montrons maintenant que

xNYy#0 = x=1.
Soient x,y, z € E tels que z € x N Y. Alors chaque ensemble A € A contenant x contient z. Supposons
qu’il existe B € A contenant z mais ne contenant pas x. Alors B¢ € A et contient x. Ainsi B€ contient z
ce qui est contradictoire. Donc x = z et de méme y = z. Donc x = y.

2. Supposons que A soit finie ou dénombrable. Alors chaque atome x s’écrit comme une réunion au plus
dénombrable d’éléments de A et donc appartient a A. De plus, si A € A, alors

et cette réunion est au plus dénombrable car les atomes appartiennent a A. De plus, les atomes formant
une partition de E, cette écriture est unique.

3. Soit B I’ensemble des atomes de A supposée finie ou dénombrable. D’apres la question 2., on définit une

bijection ¢ de P(B) dans A par,

@:BeP(B)— | Jx
x€B

Si B est fini, alors A est finie. Sinon, A ne peut pas étre dénombrable.
4. Les tribus J,, sont toutes finies donc Un>0 . est infinie dénombrable. D’apres la question précédente,

il n’existe pas de tribu infinie dénombrable, donc Un>0 F . n’est pas une tribu.

—>0C—=—D0<—

Exercice 9 (Support). Soit p une mesure borélienne sur R™ (ou plus généralement sur un espace
métrique séparable localement compact). On pose

S:={x € R", u(B(x,r)) > 0, pour tout r > 0}.

Montrer que S est fermé, que u(R™\S) = 0, et que p(S\F) = p(R™\F) > 0 pour tout fermé F stricte-
ment contenu dans S. (On appelle S le support de la mesure p.)

Corrigé : Soit x ¢ S, alors par définition il existe un r > 0 tel que p(B(x, 1)) = 0, a fortiori pour tout z
contenu dans la boule ouverte de centre x et de rayon 1y

B(z, v« —|z—x|) C B(x,7y) etdonc w(B(z,ry —|z—x|)) =0,

ce qui démontre que B(x, r,) est incluse dans S¢. L’ensemble F est donc fermé.
On sait que pour tout x ¢ S, il existe r, > 0 tel que u(B(x, 7)) = 0. Si K est un compact inclu dans S€ il
existe un recouvrement ouvert

K C U B(x,Ty),

xeK
duquel on peut extraire un recouvrement fini (Borel-Lebesgue). De plus S¢ peut étre vu comme une réunion
dénombrable de compacts, par exemple

?zU{wﬂmH>%M<n}

n,k

8



ainsi S¢ est une union dénombrable de boules ouvertes S¢ = (J; .y B(xi, T, ) et
u(s9) < Y u(Blxer)) = Y 0=0.
ieN

Si F est un fermé contenu dans S alors
R™\F = R™\S LI S\F,

et chacun de ces ensembles est mesurable, le résultat s’obtient en prenant la mesure de 1’égalité.
—> 00— 0<—

Exercice 10 (x — Mesure atomique). Soit (X, F, i) un espace mesuré. Un ensemble A € J est un atome
pour usi0 < u(A) < oo et pour tout B C A mesurable, pu(B) = 0 ou p(B) = u(A). Soit (X, F, u) un
espace mesuré avec [(X) = 1 et tel que u n’ait pas d’atomes. Montrer que 1'image de u est [0, 1]
(c’est-a-dire que pour tout t € [0, 1], il existe A € J tel que u(A) =1t).

Corrigé : 11 s’agit d’un treés bel exercice a zornette, voir
http://www.math.osu.edu/~leibman.1/6211/zorn.pdf
——>0C—"D0<—

Exercice 11 (Un probléme d’additivité).
On note 1° = {a = (an)ney € RY, [lal|o := sup, ey an < 00}, 'ensemble des suites réelles bornées.

1. Montrer que (1*°, ||.||) est un espace vectoriel normé complet.
On admet (théoréeme de Hahn-Banach) qu’il existe une forme linéaire F : 1 — R continue qui
satisfait les deux propriétés suivantes : Soit a = (an )nen € 1%
- F(a) < lallo,
— Silim,_,o a, = x existe alors F(a) = «.
1a(n)=1,sine€A,

0 sinon . SiP(A) = F(14), montrer que

2. Soit A C Net1a € 1 définie par {

~ P(2) =0,P(N) =1,
— P(A°) =1—P(A),
- P(AUB)=P(A)+P(B)siANB = o.

3. Montrer que P n’est pas une mesure.

Corrigé : Pour la premiére question, voir le cours de topologie. Pour la deuxi¢me question, exo :-). Pour la
troisieme question, il suffit de voir que :

1:P(N):P<U{i}> £ P({ih=) 0=0.

i>0 i>0 i>0
—>0C—"D0<—

Exercice 12 (x). Est-ce que B(X x Y) = B(X) ® B(Y) pour tous espaces métriques X, Y ?

Corrigé : la réponse est non. Prenons X = Y = (1% (R), || - ||o), ¢ est-a-dire 1’espace métrique des suites
bornées indexées par R muni de la norme infinie.

Lemme. Soit U un ensemble mesurable de B(X) @ B(X). Alors il existe des ensembles mesurables (Ai, Bi);
tels que
U=[JA:xBs.

ieR



Démonstration. D’apres la derniére question de I'exercice 3, il existe une suite (A, ), d’ensembles
mesurables tels que U € 0 ((Am X An),,150)- En effet, on se rappelle qu'on a B(X) ® B(X) =
o(A x A’; A,A’ € B(R)). Maintenant, pour une suite x = (x,,) € {0, 1}, posons

By =) Cn.

n>0

ou C, = Apsixy = letC,, = Ag six, = 0. Mais 'ensemble des élements qui s’écrivent comme
union des ensembles de la forme By x B, est une tribu (le vérifier !'!) contenant U (car il contient les
Ai X Aj). On en tire :

U = J{Bx x Bys; By x By C U}.

Ceci acheve la preuve du lemme, car {0, 1}" et R sont en bijection. O

Revenons a la preuve de I’exercice. Il est clair que la diagonale A = {(x,x);x € 1*(R)} € B(X x X).
Supposons par I’absurde que A € B(X) ® B(X). D’apres le lemme, il existe une suite (Ai, Bi);p telle que

A:UMX&
i€eR

Comme P (R) s’injecte dans 1%, il existe i € R et deux éléments distincts (u,u), (v,v) € A tels que
(w,u), (v,v) € A; x B (sinon, il existerait une injection de P (R) dans R).
Mais alors (u,v) € A; x By, ce qui implique (u,v) € A. Absurde car u # v.

Remarque. Cette preuve montre que si X, Y sont deux espaces métriques dont le cardinal est strictement plus
grand que celui de R, alors B(X x Y) # B(X) @ B(Y).
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