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TD 6 — Approximations @

1 — Petite question
N TN

Soit p une mesure positive sur (R, 3(IR)) et g : R — R, une fon¢tion mesurable.

1. On suppose que pour toute fonétion mesurable f : IR - R, on a

ff(x)y(dx) _ j Fo)g(dx.

Que dire de pu?
2. On suppose maintenant que y e$t finie et que pour toute fonction continue bornée f : IR — R, on
a
ff (x)p(dx) = f f(x)g(x)dx.
Que dire de p?

1 — Calculer en cent lecgns
T R N —

‘Exercice 1. (Formule des compléments) On note I' la fontion définie pour x > o par

I'(x)= J t* et dt.
(o]
1. Calculer la mesure image de la mesure
xﬂ—lyb—l e-(X-%—}’) H{x,yZO] dx dyl

par l'application (x,y) € (R;)* — (x + y,x/(x + p)).

2. En déduire la formule des compléments :

I'(a)l'(b) _ Jl $971 (1 — t)b_l dt.

Pour des queStions, demande de précisions ou explications, —n’hésitez pas a m'envoyer un mail a
igor.kortchemski@ens.fr , ou bien a venir me voir au bureau V4.



2 — Approximations
TN

Exercice 2. Soit f 1 (R,B(R)) — (R, B(R)) une fon&tion intégrable pour la mesure de Lebesgue. On sup-
pose que pour tous a < b,
f(x)A(dx) =o.
la,b[
Montrer que f =0 A-p.p.

—>0C—=0<—
‘Exercice 3. On se donne deux mesures positives boréliennes y et v sur IR, et on suppose que pour tout
choixdea<belR
p(1a,b) < v(la, b]) < oo.

Montrer alors que p(A) < v(A) pour tout borélien A.
—>0C—"D0<—
‘Fxercice 4. (Fon&tion de répartition d’un ensemble) Soit A un ensemble borélien de IR de mesure finie.
Montrer que la fonction f : R — R définie par f(x) = A(] — oo, x] N A) et continue.
—>0C—"D0<—
‘Exercice 5. (3% - Théoreme de Lusin) Soit f : [0, 1] — R une fon&ion borélienne. Montrer que pour tout
¢ > o il exi$te une fonétion continue g : [0,1] — R telle que

Allx, f(x) = g(x)}) s e

Indication. On pourra commencer par le cas ou f = 14 avec A borélien de [o, 1].

3 — A chercher pour la prochaine fois
NN

‘Exercice 6. (Spoiler : convolution inside) Soit K un compaé& de R? et Q un ouvert de RY avec K c Q.
Montrer qu’il exiSte f une fonction C* a valeurs dans [o, 1] telle que

f=1surK,f =osurQ°.

4 — Compléments (hors TD)
— TSN

Exercice 7. (%) Soit p une mesure positive sur (R, B(R)) et ¢ : R — R, une fonction mesurable. On
suppose que y e§t de masse infinie et que pour toute fonction continue bornée f : IR —» R, on a

ff (x)p(dx) = J- f(x)g(x)dx.

ESt-ce que forcément p(A) = IAg(x)dx pour tout borélien A € R?

—>0C—""D0<—
Fxercice 8. (%) Trouver un espace topologique 7 et une mesure y sur (T,B(T)) de masse totale 1 qui ne
soit pas tendue.




