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Résumé et travaux

Ce mémoire présente une partie de mes travaux effectués après la thèse [26,27,54,56,58,59,80,
89,90], qui concernent le comportement asymptotique de grandes structures discrètes aléatoires
dans lesquelles apparaissent des phénomènes de queues lourdes et dont des limites d’échelle
sont intimement reliées à des processus de Lévy.

Dans une première partie, nous étudions la géométrie de grands arbres de Bienaymé–Galton–
Watson critiques dont la loi de reproduction appartient au domaine d’attraction d’une loi stable,
vus soit comme graphes (travail [80]) soit à travers leur « arbre à boucles » associé ([58]). Nous
nous intéressons ensuite aux propriétés combinatoires et géométriques de différents modèles
de configurations planes non croisées aléatoires à la Boltzmann obtenues à partir des sommets
d’un polygone régulier, comme les dissections ([54,56]), les partitions non croisées ([89]) et les
arbres non croisés ([90]). Dans un troisième chapitre, nous donnons des conditions pour qu’une
chaîne de Markov sur les entiers positifs, convenablement renormalisée en espace et en temps,
converge au sens fonctionnel vers un processus de Markov positif auto-similaire et présentons
quelques applications ([27]). Finalement, nous présentons nos travaux qui touchent aux cartes
aléatoires : l’étude du bord de composantes connexes de percolation sur la triangulation aléa-
toire infinie uniforme du plan ([59]) (où la notion d’arbre à boucles joue un rôle particulier)
et une description du parcours en profondeur de grandes triangulations à bord ([59]) (où le
principe d’invariance fonctionnel pour les chaînes de Markov précédemment cité joue un rôle
particulier).

Les publications [87,88], quelque peu éloignées de la thématique principale de ce mémoire,
ne seront pas évoquées.
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CHAPITRE 1

Grands arbres aléatoires

Contenu de ce chapitre
1.1 Limites d’échelle d’arbres de Bienaymé–Galton–Watson . . . . . . . . . . . . . . 11

1.1.1 Définitions et codage d’arbres plans enracinés . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.1.2 Limites d’échelle de grands BGW arbres conditionnés par le nombre de
sommets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2 Géométrie de grands arbres de Bienaymé–Galton–Watson stables [80] . . . . . . 15

1.2.1 Contexte et résultats connus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.2.2 Bornes sous-exponentielles pour des BGW arbres stables . . . . . . . . . 16

1.2.3 Principales techniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.2.4 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.3 Arbres à boucles [54,58] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.3.1 Arbres à boucles stables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

1.3.2 Arbres à boucles et attachement préférentiel . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.3.3 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

Les arbres de Bienaymé–Galton–Watson sont des arbres (plans et enracinés) aléatoires, qui
tirent leur nom du processus éponyme étudié indépendamment par Bienaymé et Galton & Wat-
son (voir [78] pour un historique) afin d’estimer la probabilité d’extinction d’une population,
où à chaque génération les individus donnent naissance (de manière asexuée) à un nombre
aléatoire d’enfants de manière indépendante et homogène (le nombre d’enfants suit une même
loi, appelée loi de reproduction). Si ce modèle peut paraître simple au premier abord, sa ri-
chesse réside dans la diversité des comportements possibles en fonction de la loi de repro-
duction et des différents conditionnements, comme nous allons le voir. Par ailleurs, les arbres
de Bienaymé–Galton–Watson (abrégé en BGW par la suite) apparaissent comme des briques
de base de différents modèles de graphes aléatoires plus complexes (comme par exemple les
graphes d’Erdös–Rényi ou, comme nous le verrons plus tard, les cartes aléatoires).

Nous commençons par présenter le plan de cette partie, et décrivons de manière légèrement
informelle nos principales contributions.
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Chapitre 1. Grands arbres aléatoires

Section 1.1. Cette partie donne une définition formelle des arbres de BGW, et présente les
principaux résultats connus concernant les limites d’échelle de BGW arbres conditionnés à
avoir un nombre total fixe d’individus tendant vers l’infini, vus comme espaces métriques com-
pacts en équipant leurs sommets de la distance de graphe. Dans le cas critique, lorsque la loi de
reproduction a une variance finie non nulle, la limite d’échelle est l’arbre brownien d’Aldous
[6–8,65]. En revanche, lorsque la loi de reproduction est critique mais appartient au domaine
d’attraction d’une loi stable d’indice α ∈ (1, 2], Duquesne [64] a démontré que la limite d’échelle
est l’arbre α-stable, introduit Le Gall & Le Jan [103].

Section 1.2. Nous présentons dans cette Section notre contribution [80], dont le but est d’éta-
blir des bornes uniformes concernant la hauteur, la largeur et le degré maximal de BGW arbres
conditionnés (critiques et dont la loi de reproduction appartient au domaine d’attraction d’une
loi stable) qui soient uniformes en leur taille et qui généralisent les résultats obtenus par Addario-
Berry, Devroye & Janson [4] dans le cas de la variance finie. Des estimées fines de ce type sont
généralement délicates à établir en raison de deux principales difficultés : d’une part la perte
d’indépendance liée au conditionnement, et d’autre part la nature locale du conditionnement.
Outre le fait que ces estimées apportent des informations intéressantes sur la structure de ces
arbres, elles ont aussi été utilisées pour établir des théorèmes de limite d’échelle pour différentes
familles de graphes aléatoires, voir par exemple [41,56,121,124,132] dans le cas de la variance
finie, et [35] qui utilise notre Théorème 2 ci-dessous.

Section 1.3. Nous nous intéressons aux « arbres à boucles » associés à des arbres plans, qui
est une notion introduite dans l’article [58], écrit en collaboration avec Nicolas Curien. Plus
précisément, étant donné un arbre plan τ, son arbre à boucles (discret) associé Loop(τ) est le
graphe construit en remplaçant chaque sommet u ∈ τ par un cycle discret dont la longueur
est donnée par le degré de u, et en collant ces cycles suivant la structure d’arbre de τ (par
cycle de longueur k, on entend un graphe avec k sommets v1, . . . , vk et dont les arêtes sont
v1v2, . . . , vk−1vk, vkv1), voir Fig. 1.1.

FIGURE 1.1 – Un arbre plan τ et une représentation de son arbre à boucles associé
Loop(τ).

Voici quelques motivations qui ont amené à la définition et à l’étude d’arbres à boucles :
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1.1. Limites d’échelle d’arbres de Bienaymé–Galton–Watson

– Loop(τ) décrit la structure des sommets de grand degré dans τ (intuitivement, à un som-
met de grand degré dans τ correspond une grande boucle, et donc une grande distance
dans Loop(τ)).

– Lorsque tn est un BGWµ arbre conditionné à avoir n sommets, avec µ une loi de repro-
duction critique appartenant au domaine d’attraction d’une loi stable d’indice α ∈ (1, 2),
Loop(tn), convenablement renormalisé, possède une limite d’échelle non triviale, qui est
un espace métrique compact aléatoire fractal appelé arbre à boucles stable d’indice α, et noté
Lα (voir Section 1.3.1). En fait, les arbres à boucles discrets sont nés comme un modèle
simplifié permettant de montrer que les limites d’échelle de grandes dissections aléatoires
stables de Boltzmann sont les arbres à boucles stables (voir Section 2.1.1).

– Lorsque Tn est un arbre plan àn sommets construit par attachement préférentiel, Loop(Tn),
convenablement renormalisé, a une limite d’échelle non triviale et qui devrait par ailleurs
donner une informations sur l’évolution de ce processus (voir Section 1.3.2).

– L’arbre à boucles stable L3/2 d’indice α = 3/2 apparaît comme la limite d’échelle de bords
de composantes connexes de percolation critique par sites sur de grandes triangulations
aléatoires (voir Section 4.2).

1.1 Limites d’échelle d’arbres de Bienaymé–Galton–Watson

1.1.1 Définitions et codage d’arbres plans enracinés

Arbres de Bienaymé–Galton–Watson. Nous commençons par rappeler le formalisme intro-
duit par Neveu [118] pour définir les arbres plans enracinés. Soit N = {0, 1, . . .} l’ensemble des
entiers naturels, et N∗ = {1, . . .}. On désigne par U l’ensemble des étiquettes :

U =

∞⋃
n=0

(N∗)n,

où, par convention, (N∗)0 = {∅}. Ainsi, un élément de U est une suite u = u1 · · ·uj d’entiers
strictement positifs. Par définition, la longueur de u = u1 · · ·un, notée |u|, est l’entier n. Lorsque
u = u1 · · ·uj et v = v1 · · · vk sont des éléments de U, on note uv = u1 · · ·ujv1 · · · vk la concaténa-
tion de u et v. En particulier, on a u∅ = ∅u = u. Finalement, si u = u1 · · ·un et n > 1, on pose
pr(u) = (u1, . . . , un−1).

Un arbre plan enraciné fini est par définition un sous-ensemble fini non vide τ ⊂ U tel que :
(i) ∅ ∈ τ, (ii) si u ∈ τ avec |u| > 1, alors pr(u) ∈ τ, (iii) si u ∈ τ, alors il existe un entier ku > 0
tel que ui ∈ τ si et seulement si 1 6 i 6 ku. Dans la suite, par arbre nous entendrons toujours
arbre plan enraciné fini. On peut voir chaque sommet u d’un arbre τ comme un individu d’une
population dont l’arbre généalogique est τ. Le sommet ∅ est appelé racine de l’arbre, et pour
tout u ∈ τ, ku = ku(τ) est le nombre d’enfants (ou degré sortant) de u, |u| sa génération, pr(u) son
parent et plus généralement, les sommets u, pr(u), pr ◦ pr(u), . . . , pr|u|(u) = ∅ sont ses ancêtres.
Si u, v ∈ τ, on note Ju, vK le plus court chemin entre u et v. La taille d’un arbre τ est son nombre
total de sommets, noté |τ|. Pour un arbre τ et u ∈ τ, on définit l’arbre greffé sur u dans τ par
θuτ = {v ∈ U : uv ∈ τ}, qui est bien un arbre. Une forêt est par définition une suite finie d’arbres.
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Chapitre 1. Grands arbres aléatoires

Si τ est un arbre et k > 0, Zk(τ) = # {u ∈ τ : |u| = k} désigne le nombre de sommets qui ont
pour génération k. Finalement, on note respectivement

W(τ) = sup{Zk(τ) : k > 0}, H(τ) = sup{k : Zk(τ) > 0}, ∆(τ) = sup
u∈τ

ku(τ)

la largeur, hauteur et nombre maximal d’enfants d’un arbre τ.
Soit µ = (µ(j) : j > 0) une mesure de probabilité sur les entiers positifs, appelée loi de re-

production, telle que µ(1) < 1 et
∑
j>1 jµ(j) 6 1. La loi d’un arbre de Bienaymé–Galton–Watson

est l’unique mesure de probabilité Pµ sur l’ensemble des arbres telle que pour tout j > 0,
Pµ (k∅ = j) = µ(j), et pour tout j > 1 tel que µ(j) > 0, les arbres θ1τ, . . . , θjτ sont indépen-
dants sous la loi conditionnelle Pµ ( · |k∅ = j), et leur loi conditionnelle est Pµ (voir [100] pour
une construction formelle). Un arbre aléatoire de loi Pµ sera appelé un arbre de Bienaymé–Galton–
Watson de loi de reproduction µ (abrégé en BGWµ arbre). On note aussi Pµ,j la loi d’une forêt de
j BGWµ arbres indépendants. Le processus (Zk(τ) : k > 0) sous Pµ est appelé processus de
Bienaymé-Galton-Watson de loi de reproduction µ.

Nous verrons qu’un outil particulièrement important pour étudier un BGWµ arbre est une
marche aléatoire (Wn)n>0 sur Z, issue de 0, et dont la loi des sauts est donnée par P (W1 = i) =
ν(i+ 1) pour tout entier i > −1.

Arbres simplement générés. On fixe une suite de nombre réels positifs (w(k) : k > 1) et on
définit le poids d’un arbre plan τ par Ωw(τ) =

∏
u∈τw(ku). Ensuite, pour tout entier n > 1,

soit Tn l’ensemble des arbres plans n sommets, et Zwn =
∑
θ∈TnΩ

w(τ). Finalement, si Zwn > 0,
on peut définir une mesure de probabilité sur Tn en posant, pour tout τ ∈ Tn,

Pwn (τ) =
1
Zwn
Ωw(τ).

Un arbre aléatoire de loi Pwn est dit simplement généré (cette définition remonte à Meir & Moon
[111]), ou parfois « de Boltzmann ».

Ainsi, les BGW arbres conditionnés à avoir un nombre fixé de sommets sont des arbres sim-
plement générés. Nous renvoyons à [76] pour une étude détaillée des limites locales d’arbres
simplement générés, et de leurs liens avec les BGW arbres.

Codage d’arbres par des chemins. À n’importe quel ordre u(0) ≺ u(1) ≺ · · · ≺ u(|τ| − 1) sur
les sommets d’un arbre τ, on peut associer un chemin W(τ) = (Wn(τ), 0 6 n 6 |τ|) défini par
W0(τ) = 0 et pour 0 6 n 6 |τ|− 1 :

Wn+1(τ) = Wn(τ) + ku(n)(τ) − 1.

Il est aisé de voir qu’on a toujours W|τ|(τ) = −1. Trois ordres sont particulièrement intéressants
à considérer :

(i) l’ordre lexicographique, où v ≺ w s’il existe z ∈ U tel que v = z(v1, . . . , vn),w = z(w1, . . . , wm)
et v1 < w1 ;

(ii) l’ordre lexicographique inversé, où v ≺ w s’il existe z ∈ U tel que v = z(v1, . . . , vn),
w = z(w1, . . . , wm) et soit n = 0, soit n > 1,m > 1 et v1 > w1 ;

14



1.1. Limites d’échelle d’arbres de Bienaymé–Galton–Watson

(iii) l’ordre du parcours en largeur, où v ≺ w si |v| < |w|, ou si v = z(v1, . . . , vm) et w =
z(w1, . . . , wm) avec v1 < w1.

Pour chacun de ces ordres, on peut voir qu’on a également Wk > 0 pour tout 0 6 k < |τ|. On
note Wlex(τ),Winv(τ),Wlar(τ) les chemins obtenus en utilisant respectivement l’ordre lexicogra-
phique, l’ordre lexicographique inversé et l’ordre du parcours en largeur.

Le chemin Wlex(τ) est généralement appelé la marche de Łukasiewicz de l’arbre τ. Par
ailleurs, dans la suite, si l’ordre des sommets n’est par précisé, l’ordre lexicographique sera
toujours choisi par défaut. Ainsi, par W(τ) nous entendrons Wlex(τ).

Nous mentionnons maintenant quelques propriétés élémentaires de ces chemins, qui ex-
pliquent en particulier leur intérêt pour étudier la géométrie des arbres qu’ils codent.

Lemme 1.1.1. Soit τ un arbre de taille n.

(i) Pour tout 0 6 i 6 n − 1, Wlex
i (τ) est égal au nombre d’enfants des sommets de J∅, u(i)J qui sont

situés strictement à la droite de J∅, u(i)J.

(ii) Pour tout 0 6 i 6 n− 1, on a

|u(i)| = #
{

0 6 j 6 i− 1 : Wlex
j = min

[j,i]
Wlex
}

.

(iii) Pour tout 0 6 i 6 n − 1, Winv
i (τ) est égal au nombre d’enfants de sommets de J∅, u(i)J situés

strictement à la gauche de J∅, u(i)J.

(iv) Pour tout 1 6 i 6 n, si k = |u(i − 1)|, Wlar
i (τ) + 1 est égal au nombre total d’enfants de

sommets à la génération k qui sont situés avant (au sens large) u(i− 1) (pour l’ordre du parcours
en profondeur), auquel on ajoute le nombre de sommets à la génération k strictement plus grand
que u(i− 1) (pour l’ordre du parcours en profondeur).

En particulier, en rappelant que W(τ) désigne la largeur de τ,

W(τ) 6 maxWlar(τ) + 1 6 2W(τ). (1.1)

En effet, compte tenu du Lemme 1.1.1 (iv), si u(i) est le plus grand sommet (pour l’ordre du
parcours en profondeur) de génération k de τ, alors Wlar

i+1(τ)+1 = Zk+1(τ), et si |u(j)| = k, alors
Wlar
j+1(τ) + 1 6 Zk(τ) + Zk+1(τ).
Il est immédiat d’étendre ces codages à des forêts (qui sont, rappelons-le, des suites finies

d’arbres). Tout d’abord si F = (τ1, . . . , τk) est une forêt avec un ordre sur les sommets de chacun
des arbres qui la constituent, on étend cet ordre à F en posant u ≺ v si u ∈ τi, v ∈ τj et 1 6 i <

j 6 k. Le chemin codant W(F) est alors obtenu en concaténant les sauts de W(τ1), . . . ,W(τk).

Codage d’arbres de Bienaymé–Galton–Watson par des marches aléatoires conditionnées.
On considère la marche aléatoire (Wn)n>0 sur Z, issue de 0, et dont la loi des sauts est don-
née par P (W1 = i) = ν(i + 1) pour tout entier i > −1. Pour tout entier j > 1, on note ζj =
inf{n > 0 : Wn = −j} et on rappelle que Pµ,j désigne la loi d’une forêt de j BGWµ arbres
indépendants.

Un outil important pour l’étude de grands arbres de Bienaymé–Galton–Watson est le résul-
tat suivant, qui explique l’intérêt du codage de ces arbres par des chemins.
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Proposition 1.1.2. Soit 1 6 j 6 n. Pour tout ∗ ∈ {lex, inv, lar}, sous Pµ,j, W∗ a la même loi que
(W0,W1, . . . ,Wζj). En particulier, le nombre total de sommets d’une forêt aléatoire de loi Pµ,j a la
même loi que ζj.

On renvoie par exemple à [100, Proposition 1.5] pour une preuve (celle-ci traite le cas de
l’ordre lexicographique, mais reste la même dans le cas général).

Fonction de hauteur et de contour d’un arbre. Pour étudier la géométrie de grands arbres de
Bienaymé–Galton–Watson, il est parfois plus pratique d’utiliser des codages alternatifs par la
fonction de hauteur ou la fonction de contour. Si τ est un arbre, sa fonction de hauteur H(τ) =
(Hn(τ), 0 6 n < |τ|) est définie par Hn(τ) = |u(n)| pour 0 6 n < |τ|. On pose également
H|τ|(τ) = 0.

Pour définir la fonction de contour d’un arbre τ, imaginons une particule qui explore l’arbre
en partant de la racine à vitesse unité (on suppose que toutes les arêtes de l’arbre sont de lon-
gueur unité), de la façon suivante : lorsque la particule quitte un sommet u, celle-ci se dirige, si
possible, vers le premier enfant de u qu’elle n’a pas encore visité, sinon elle revient au parent de
u. Pour 0 6 t 6 2(|τ|− 1), Ct(τ) est alors défini comme étant égal à la distance entre la particule
et la racine de τ. Pour des raisons techniques, on pose Ct(τ) = 0 lorsque t ∈ [2(|τ|− 1), 2|τ|]. La
fonction C(τ) est appelée fonction de contour de l’arbre τ.

1.1.2 Limites d’échelle de grands BGW arbres conditionnés par le nombre
de sommets

Dans cette partie, nous fixons un paramètre α ∈ (1, 2]. On considère une mesure de proba-
bilité µ = (µ(j) : j > 0) sur les entiers positifs vérifiant les deux conditions suivantes :

(i) µ est critique, c’est-à-dire que
∞∑
i=0

iµ(i) = 1 ;

(ii) µ appartient au domaine d’attraction d’une loi stable d’indice α ∈ (1, 2].
D’après [69, Theorem XVII.5.2], la seconde assertion signifie que si X est une variable aléa-
toire de loi µ, alors Var(X · 1X6n) = n2−αL(n), où L : R+ → R+ est une fonction telle que
limx→∞ L(tx)/L(x) = 1 pour tout t > 0 (une telle fonction est dite à variation lente). De manière
équivalente, soit la variance de µ est finie, soit nαµ([n,∞)) est une (autre) fonction à variation
lente (voir [69, Eq. (5.16) et Théorème 2 dans Sec. XVII.5]).

Dans la suite, nous supposons toujours implicitement que µ(0) + µ(1) < 1 pour mettre
de côté les cas dégénérés, et supposons que µ est apériodique (c’est-à-dire que le sous-groupe
additif de Z engendré par {j : µ(j) 6= 0} est Z). Pour tout n > 1 tel que Pµ (|τ| = n) > 0, tn désigne
un BGWµ arbre conditionné à avoir n sommets. L’apériodicité de µ assure que Pµ (|τ| = n) > 0
pour tout n assez grand (les résultats qui suivent s’étendent tous au cas périodique avec des
modifications mineures, mais on se restreint au cas apériodique pour simplifier).

On note (Bn)n>1 une suite de nombre réels positifs tendant vers +∞ telle que si (Xi)i>1

est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi µ, alors (X1 + X2 + · · · + Xn − n)/Bn converge
en loi lorsque n → ∞ vers une variable aléatoire Yα dont l’exposant de Laplace et donné par
E [exp(−λYα)] = exp(λα) pour tout λ > 0 ([69, Sec. XVII.5] assure son existence). Notons que
Yα est une variable aléatoire strictement stable d’indice α et spectralement positive. La quantité

16



1.2. Géométrie de grands arbres de Bienaymé–Galton–Watson stables [80]

Bn est d’ordre n1/α (plus précisément, Bn/n1/α est à variation lente), et on peut prendre Bn =

σ
√
n/2 quand µ a une variance finie σ2.
Le comportement asymptotique de tn est bien compris grâce aux limites d’échelles de sa

marche de Łukasiewicz, de sa fonction de hauteur et de sa fonction de contour. Plus précisé-
ment, Duquesne [64] (voir aussi [84]) a prouvé que la convergence(

1
Bn
·Wbntc(tn),

n

Bn
·Hbntc(tn),

n

Bn
· C2nt(tn)

)
06t61

(d)−→
n→∞ (Xexc

t , H
exc
t , H

exc
t )06t61 (1.2)

a lieu en loi dans D([0, 1],R)3, où D([0, 1],R) est l’espace des fonctions càdlàg sur [0, 1] à va-
leurs réelles muni de la topologie de Skorokhod J1 (voir [75, Chap. VI] pour des précisions à ce
sujet), où Xexc est l’excursion normalisée d’un processus de Lévy spectralement positif stricte-
ment stable d’indice α et Hexc sa fonction de hauteur associée (nous renvoyons à [48,64] pour
leur construction). Dans le cas où µ est de variance finie, le principe d’invariance fonctionnel
concernant la fonction de contour remonte à Aldous [8] (voir aussi [107]).

Les deux fonctions Xexc et Hexc codent l’arbre de Lévy α-stable Tα introduit par Le Gall & Le
Jan [103], qui est un R-arbre réel compact. Dans le cas α = 2, Tα est un multiple de l’arbre brow-
nien d’Aldous [6–8] codé par l’excursion brownienne. Une conséquence intéressante de (1.2) est
la convergence renormalisée de tn vers Tα. En effet, munissons les classes d’isométrie des es-
paces métriques compacts de la distance de Gromov–Hausdorff (voir [45] pour des précisions à
ce sujet), et considérons tn comme un espace métrique compact en munissant l’ensemble (fini)
de ses sommets de la distance de graphe. Finalement, si X = (X, d) est un espace métrique, pour
tout λ > 0, λ · X est par définition l’espace métrique (X, λd). Alors la convergence n

Bn
· tn → Tα

a lieu en loi lorsque n→∞ pour la topologie de Gromov–Hausdorff [65].
Dans le cas particulier α = 2, mentionnons que (Xexc, Hexc) = (

√
2 · e,

√
2 · e), où e est

l’excursion brownienne normalisée. Par ailleurs, plus loin dans ce manuscrit, nous utiliserons
la notation Te pour l’arbre brownien codé par l’excursion brownienne normalisée, de sorte que
T2 =

√
2 · Te (mentionnons que l’arbre brownien TAldous considéré par Aldous est TAldous =

2 · Te =
√

2 · T2).

1.2 Géométrie de grands arbres de Bienaymé–Galton–Watson
stables [80]

Comme dans la Section 1.1.2, ici µ est une loi de reproduction critique, appartient au do-
maine d’attraction d’une loi stable d’indice α ∈ (1, 2], et tn est un BGW arbre de loi de repro-
duction µ conditionné à avoir n sommets.

1.2.1 Contexte et résultats connus

Rappelons que W(τ), H(τ) et ∆(τ) désignent respectivement la largeur, la hauteur et le
nombre maximal d’enfants d’un arbre τ.

Le but de l’article [80] est d’étudier les déviations de W(tn), H(tn) et ∆(tn) par rapport à
leurs ordres de grandeur typiques. Pour trouver ces ordres de grandeur, notons que par des
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propriétés usuelles de continuité pour topologie de Skorokhod J1, la convergence (1.2) implique
que (

1
Bn
· ∆(tn),

n

Bn
· H(tn)

)
(d)−→
n→∞ (∆∗(Xexc), supHexc),

où ∆∗(Xexc) = sup0<s61(X
exc
s − Xexc

s−) est le plus grand saut de Xexc. De plus, il est vraisemblable
que cette convergence ait lieu conjointement avec celle de W(tn)/Bn vers une variable aléatoire
positive [79] (mais il ne semble pas y avoir de référence publiée prouvant ceci). Par consé-
quent, pour tout u > 0, les quantités P (H(tn) > un/Bn), P (W(tn) > uBn) et P (∆(tn) > uBn)
devraient converger lorsque n → ∞ vers des fonctions dépendant du u, qui convergent à leur
tour vers 0 quand u → ∞. Il est ainsi naturel de se demander s’il est possible de majorer les
quantités P (H(tn) > un/Bn), P (W(tn) > uBn) et P (∆(tn) > uBn) par des fonctions dépendant
de umais que ne dépendent pas de n.

Dans le cas où µ est critique et a une variance finie, de telles bornes ont été obtenues par
Addario-Berry, Devroye & Janson [4, Theorems 1.1 and 1.2], qui ont prouve l’existence de
constantes C1, c1 > 0 (qui ne dépendent que de µ) telles que les inégalités

P
(
H(tn) > u

√
n
)
6 C1e

−c1u
2
, P

(
W(tn) > u

√
n
)
6 C1e

−c1u
2

soient vérifiées pour tout n > 1 et u > 0. Addario-Berry [2] a obtenu des bornes similaires pour
des arbres aléatoires uniformes avec une suite de degrés prescrite satisfaisant à une condition
de type « variance finie ». Dans le cas général (mais toujours quand µ est critique et appartient
au domaine d’attraction d’une loi stable d’indice α), une conséquence de Haas & Miermont
[74, Lemma 33] est l’existence, pour tout p > 0, d’une constante Cp > 0 telle que

P
(

H(tn) >
un

Bn

)
6
Cp

up

pour tout n > 1 et u > 1 (ce résultat s’applique en fait plus généralement aux arbres aléatoires
de type « Markov branchants »).

1.2.2 Bornes sous-exponentielles pour des BGW arbres stables

Nous présentons et commentons maintenant les principaux résultats de [80].

Pour tout γ ∈ (0, α/(α − 1)), il existe des constantes C1, C2 > 0 telles que pour tout
u > 0 et n > 1 :

P (W(tn) > uBn) 6 C1 exp(−C2u
γ).

Théorème 1 (Borne pour la largeur, Theorem 1 dans [80]).

L’exposant α/(α − 1) est optimal. En effet, pour le voir, nous calculons un équivalent de
la queue du supremum du pont de Lévy α-stable spectralement positif Xbr lorsque α ∈ (1, 2)
(Corollary 13 dans [80]) :

P
(

sup
06s61

Xbr
s > u

)
∼

u→∞
|Γ(−1/α)|
Γ(−α)

· α
(4α−1)/(2α−2)√

2π(α− 1)
· u−

(2+α)(2α−1)
2(α−1) · e−(α−1)α−α/(α−1)uα/(α−1)

.
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En utilisant la transformée de Vervaat, on peut voir que P
(
supXbr > u

)
6 P (supXexc > u) pour

tout u > 0. Or, W(tn)/Bn > sup(Wlar(tn)+ 1)/Bn d’après (1.1), et sup(Wlar(tn)+ 1)/Bn converge
en loi vers supXexc d’après la Proposition (1.1.2) et (1.2). Il s’ensuit queα/(α−1) est bien optimal.

Pour tout δ ∈ (0, α), il existe des constantes C1, C2 > 0 telles que pour tout u > 0 et
n > 1 :

P
(

H(tn) > u ·
n

Bn

)
6 C1 exp(−C2u

δ).

Théorème 2 (Borne pour la hauteur, Theorem 2 dans [80]).

L’exposant α est optimal. En effet, pour tout u > 0, on a P (H(tn) > un/Bn) → P (Hexc > u)
lorsque n→∞ par (1.2), et d’après [66, Theorem 1.5] on a

P (supHexc > u) ∼
u→∞ β · u1+α

2 e−(α−1)
1
α−1uα ,

où β > 0 est une constante strictement positive qui ne dépend que de α.
En remarquant que supW(tn) > ∆(tn), le Théorème 1 donne alors un contrôle du degré

maximal de tn :

Pour tout δ ∈ (0, α/(α − 1)), il existe des constantes C1, C2 > 0 telles que pour tout
u > 0 et n > 1 :

P (∆(tn) > uBn) 6 C1 exp(−C2u
δ).

Théorème 3 (Borne pour le degré maximal, Theorem 3 dans [80]).

Nous pensons que l’exposant α/(α− 1) est optimal ici aussi. Une conséquence intéressante
de ce résultat est la convergence suivante pour tout α ∈ (1, 2) et p > 1 :

E
[
∆(tn)

p

Bpn

]
−→
n→∞ E [∆∗(Xexc)p] .

Par ailleurs, le Théorème 3, ainsi que les techniques utilisées dans sa preuve, permet d’obtenir
des bornes sur le degré maximal de grands arbres non croisés uniformes (voir Section 2.3 pour
une définition) qui généralisent celles obtenues par Deutsch & Noy [61]. Finalement, notons
que ∆(tn) est la longueur de plus longue boucle de l’arbre à boucles codé par tn (voir Section
1.3).

Le Théorème 2 estime la probabilité que tn ait une grande hauteur d’ordre un/Bn. On peut
alors se demander quel est le nombre d’individus à la génération un/Bn, sur l’évènement où
tn a une hauteur au moins un/Bn. Dans cet esprit, nous prouvons le résultat suivant.
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Pour tout γ ∈ (0, α − 1) et η > 0, il existe une constante C1 > 0 telle que pour tout
u > η, v > 0 et n > 1 on ait :

P
(
0 < Zu n

Bn
(tn) < vBn

)
6 C1v

γ.

Théorème 4 (Borne pour les générations, Theorem 5 dans [80]).

Lorsque u varie dans un sous-ensemble compact de (0,∞), on peut voir que l’exposant
α − 1 est optimal. Pour prouver le Théorème 4, une étape clé est l’estimée uniforme suivante,
concernant la taille Z∗n de la n-ième génération d’un BGWµ arbre conditionné à survivre, et qui
forme un résultat intéressant en soi ([80, Proposition 6]). Notons pn = Pµ (Zn > 0). Alors pour
tout β ∈ (0, α), il existe une constante C > 0 telle que pour tout n > 1 et x > 0 on ait

P (pnZ
∗
n 6 x) 6 C · xβ.

Mentionnons ici qu’en utilisant une approche différente Croydon & Kumagai [51, Proposition
2.6] prouvent cette inégalité lorsque β ∈ (0, α − 1). Cependant, pour établir le Théorème 4,
il est important de pouvoir prendre β > α − 1. De plus l’exposant α est optimal, car d’après
[120, Theorem 4], pnZ∗n converge en loi vers une variable aléatoire Z∗ dont la transformée de
Laplace est donnée par

E
[
e−λZ

∗]
=

1
(1 + λα−1)

α
α−1
, λ > 0,

ce qui implique en particulier l’existence, pour tout ε > 0, d’une constante C > 0 telle que
P (Z∗ 6 x) > Cxα+ε pour tout 0 6 x 6 1.

1.2.3 Principales techniques

Nous donnons ici les principales idées et techniques utilisées dans la preuve des théorèmes
1 et 2 présentés dans la Section 1.2.2, qui sont le coeur de [80]. La preuve du Théorème 1 repose
sur une majoration de la quantité P (maxW(tn) > uBn). Pour cela, nous prouvons que pour
tout δ ∈ (0, α/(α− 1)), il existe C1, C2 > 0 telle que pour tout u > 0 et n > 1 :

P
(

max
16i6n

Wi > uBn
∣∣ ζ1 = n

)
6 C1 exp(−C2u

δ).

Comme dans [4], l’idée est que comme la marche aléatoire (Wn) ne peut faire que des sauts
négatifs bornés, le coût pour atteindre des grandes valeurs puis revenir près de l’origine est
exponentiel. Cependant, pour mettre cette idée en pratique, nous utilisons une approche dif-
férente, car [4] utilise une inégalité relative à la marche aléatoire non conditionnée qui n’est
connue que dans le cas de la variance finie (voir la discussion après le Theorem 9 dans [80]).

Précisons maintenant les principales étapes de la preuve du Théorème 2. On fixe δ ∈ (0, α).
Tout d’abord, on suit [4] : en notantM(z) le nombre de sommets qui se greffent sur J∅, zJ lorsque
z ∈ τ, on montre, en utilisant le Théorème 1 avec l’inégalité M(z) 6 maxWlex(τ) + maxWinv(τ)
valable pour tout z ∈ τ,

P
(

max
z∈tn

M(z) > uδ−1Bn

)
6 C1 exp(−C2u

δ)
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pour tout n > 1 et 2 6 u 6 Bn. Il suffit donc de prouver que

P
(

H(tn) > u ·
n

Bn
et max

z∈tn
M(z) 6 uδ−1Bn

)
6 C1 exp(−C2u

δ) (1.3)

pour tout n > 1 et 2 6 u 6 Bn. Dans [4], cette inégalité est prouvée en utilisant que la largeur
et la hauteur de tn sont du même ordre

√
n dans le cas où µ est de variance finie. Cependant,

dans le cas de la variance infinie, la largeur et la hauteur de tn ne sont plus du même ordre de
grandeur, et l’argument de [4] ne fonctionne plus. Pour obtenir (1.3) dans le cas de la variance
infinie, nous montrons que

P
(

H(tn) > u ·
n

Bn
and max

z∈tn
M(z) 6 uδ−1Bn

)
6

1
Pµ (|τ| = n)

· E
[

1
Z∗un/(2Bn)

]
· E
[

1
B ′M∗

un/(2Bn)

1M∗
un/(2Bn)

6uδ−1Bn

]
, (1.4)

toujours pour tout n > 1 et 2 6 u 6 Bn, où M∗k désigne le nombre de sommets se greffant sur
les k − 1 première générations de l’épine dorsale du BGW arbre conditionné à survivre, et B ′n
est une suite telle que B ′Bn ∼ n lorsque n → ∞. L’inégalité (1.4) provient d’une relation entre
la loi d’un BGW arbre coupé à la génération k avec un point uniforme marqué à la génération
k et la loi du BGW arbre conditionné à survivre coupé à la k-ième génération (parfois appelée
argument de biaisage), combinée avec un argument de troncature pour séparer les sommets qui
ont un ancêtre sur la partie basse du spine (les un/(2Bn) premières générations) et les autres,
ce qui permet d’obtenir de l’indépendance. La décroissance exponentielle voulue provient de
la dernière espérance apparaissant dans (1.4), car M∗n/Bn/Bn converge en loi vers une variable
aléatoire dont la densité décroît exponentiellement vite en 0. Ce point se révèle être assez déli-
cat, car à chaque étape les estimées doivent être vraies pour tout n > 1 et 2 6 u 6 Bn, et donc
en particulier pour différentes échelles de u.

1.2.4 Perspectives

Compte tenu des résultats de [80], plusieurs questions naturelles apparaissent : quel est le
comportement asymptotique des quantités P

(
supXbr 6 1/u

)
, P (supXexc > u), P (supXexc 6 1/u),

P (∆(X∗) > u) et P (∆(X∗) 6 1/u) quand u → ∞? Comme mentionné précédemment, le com-
portement asymptotique de P (supHexc > u) (et de P (supHexc < 1/u)) lorsque u→∞ a été dé-
crit avec précision dans [66]. Peut-on trouver une formule explicite pour les quantités E

[
(supXbr)p

]
,

E [(supXexc)p] et E [∆(X∗)p] lorsque p > 1? Dans le cas α = 2, la réponse est positive, car Xexc et
Hexc sont alors des multiples de l’excursion brownienne normalisée, (voir par exemple Eq. (5)
et Section 1.1 dans [4]). Il semble aussi y avoir une dualité entre le comportement de supXexc

au voisinage de ∞ (resp. 0) et le comportement de supHexc au voisinage de 0 (resp. ∞) : en
effet, l’exposant intervenant dans la décroissance exponentielle devrait être α/(α − 1) pour
P (supXexc > u) et P (supHexc 6 1/u), et devrait êtreα pour P (supXexc 6 1/u) et P (supHexc > u).
Peut-on expliquer ceci directement dans le monde continu?

Par ailleurs, dans quelle mesure ces résultats s’étendent-ils dans le cas d’une loi de repro-
duction critique de variance infinie (mais n’appartenant pas nécessairement au domaine d’at-
traction d’une loi stable) ?
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1.3 Arbres à boucles [54,58]

1.3.1 Arbres à boucles stables

L’étude des arbres à boucles associés à de grands BGW arbres stables est l’objet de l’ar-
ticle [58], écrit en collaboration avec Nicolas Curien. On fixe une loi de reproduction critique
µ appartenant au domaine d’attraction d’une loi stable d’indice α ∈ (1, 2) (notons que nous
excluons le cas α = 2). Rappelons que tn est un BGWµ arbre conditionné à avoir n sommets, et
que Loop(tn) désigne son arbre à boucles discret associé, défini au début de ce chapitre.

Il existe un espace métrique compact aléatoire Lα, dont la loi ne dépend que de α, tel
que la convergence

1
Bn
· Loop(tn)

(d)−→
n→∞ Lα.

ait lieu en loi pour la topologie de Gromov–Hausdorff.

Théorème 5 (Limite d’échelle des arbres à boucles discrets, Theorem 3 dans [58]).

FIGURE 1.2 – À gauche, un arbre stable d’indice α = 1.1 et à droite son arbre à
boucles associé L1.1, plongé non isométriquement dans le plan (ce plongement de
L1.1 contient des boucles qui se croisent, même si elles sont disjointes dans l’espace
métrique).

Le facteur de normalisation Bn est naturel, car nous avons déjà vu que le degré maximal de
tn, et donc la longueur de la plus longue boucle de Loop(tn), est d’ordre Bn. Pour démontrer le
Théorème 5, il est important de définir directement Lα dans le monde continu. Intuitivement,
Lα est obtenu à partir de l’arbre stable Tα en replaçant chaque point de branchement par un
cercle de longueur aléatoire dépendant de son « degré » et en recollant ces boucles suivant
la structure d’arbre de Tα (voir Fig. 1.2). Cette heuristique soulève plusieurs problèmes, car
d’une part tous les points de branchement de Tα sont de degré infini et, d’autre part, deux
points de branchement sont toujours séparés par une infinité de points de branchement. Ainsi,
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plutôt que de définir Lα à partir de Tα (ce qui serait possible), nous préférons définir Lα à
partir de Xexc, qui code également Tα. En effet, si on note Tα l’arbre réel compact codé par Xexc

(plus précisément, Tα s’obtient comme un quotient de [0, 1] par une pseudo-distance définie en
utilisant Xexc), les points de branchement de Tα sont en bijection avec les sauts de Xexc, et les
éléments nécessaires pour définir Lα se lisent aisément sur Xexc, à savoir la généalogie de Tα et
le « degré » d’un point de branchement de Tα, qui est interprété comme étant l’amplitude du
saut de Xexc qui y est associé. Nous renvoyons à [58] pour une définition précise.

En somme, le Théorème 5 est un principe d’invariance déterministe : nous prouvons es-
sentiellement que si les marches de Łukasiewicz convenablement renormalisées d’une suite
d’arbres convergent (au sens de la topologie J1 de Skorokhod) vers Xexc et que leur hauteur
est négligeable par rapport au supremum de leur marche de Łukasiewicz, alors leurs arbres à
boucles associés ont pour limite d’échelle l’arbre à boucles continu codé par Xexc. Cette dernière
assertion explique pourquoi le cas α = 2 est exclu dans le Théorème 5 : si µ a une variance finie,
la hauteur de tn et maxW(tn) sont tous les deux d’ordre

√
n. En revanche, on s’attend à ce que

la conclusion du Théorème 5 demeure si α = 2 et si la variance de µ est infinie.
Nous étudions également quelques propriétés de Lα :

(i) Presque sûrement, la dimension de Hausdorff de Lα vaut α.

(ii) Les deux convergences suivantes ont lieu au sens de Gromov–Hausdorff :

Lα
(d)−−→
α↓1

C1, Lα
(d)−−→
α↑2

1
2
· T2,

où C1 := (2π)−1 · S1 est un cercle de longueur unité et T2 est l’arbre brownien
d’Aldous (à une constante multiplicative près).

Théorème 6 (Propriétés de Lα, Theorem 1 et Theorem 2 dans [58]).

La première assertion est obtenue en analysant des propriétés fines de Xexc grâce à des re-
lations d’absolue continuité par rapport à la loi de (Xt)t>0 et la structure des excursions de
(Xt)t>0 en dessous de son supremum courant. Par ailleurs, comprendre le comportement de
Lα lorsque α ↓ 1 et α ↑ 2 revient à comprendre le comportement de Xexc lorsque α ↓ 1 et
α ↑ 2. Dans le cas α ↓ 1, Xexc converge (en un certain sens) vers t 7→ 10<t61(1 − t), et dans
le cas α ↑ 2, Xexc converge vers T2. L’apparition du facteur 1/2 s’explique par le fait que lors-
qu’une géodésique relie un point à un autre point éloigné dans Lα et qu’elle « entre » dans une
boucle, la géodésique a le « choix » d’aller soit vers la droite soit vers la gauche pour minimiser
la longueur passée à traverser cette boucle, et par un phénomène ergodique de loi des grands
nombres sa longueur sera asymptotiquement deux fois plus petite que la somme des longueurs
de toutes les boucles qu’elle aura empruntées. Nous renvoyons à [58] pour les assertions pré-
cises et détails.

1.3.2 Arbres à boucles et attachement préférentiel

Dans l’article [54], écrit en collaboration avec Nicolas Curien, Thomas Duquesne et Ioan
Manolescu, nous nous intéressons aux arbres aléatoires construits récursivement par attache-
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ment préférentiel. Ce modèle a été introduit par Szymánski [133], puis généralisé et popularisé
par Albert & Barabási [18] et Bollobás, Riordan, Spencer & Tusnády [37]. Afin de considérer
leurs arbres à boucles associés, nous considérons une variante planaire. Plus précisément, étant
donné un arbre plan S avec n0 sommets, la suite d’arbres plans aléatoires (T (S)n )n>n0 est définie
par T (S)n0 = S et, pour n > n0, conditionnellement à T (S)n0 , . . . , T

(S)
n , l’arbre plan T (S)n+1 est obtenu en

ajoutant une arête à l’intérieur d’un coin choisi uniformément au hasard de T (S)n (par définition,
un coin est un secteur angulaire du plan formé par deux demi-arêtes consécutives adjacentes
à un même sommet). Comme le nombre de coins adjacents à un sommet est égal à son degré,
la suite d’arbres obtenue en oubliant les plongements planaires est celle construite par attache-
ment préférentiel classique où, à chaque étape, une arête est reliée à un sommet existant choisi
au hasard proportionnellement à son degré.

FIGURE 1.3 – Simulations de gauche à droite : T (()
20000, où la taille des sommets est

proportionnelle à leur degré, et son arbre à boucles associé. Les sommets de grand
degré ont tendance à être adjacents, ce qui se traduit par le fait que de grandes
boucles sont adjacentes dans son arbre à boucles.

Il est bien connu que le diamètre de T (S)n est d’ordre log(n) (voir [136, Sec. 11]), mais que la
suite (log(n))−1 · T (S)n ne converge malheureusement pas en loi pour la topologie de Gromov–
Hausdorff. En revanche, nous prouvons que leurs arbres à boucles associés ont une limite
d’échelle :
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Pour tout arbre plan S, il existe un espace métrique compact aléatoire L(S) tel que la
convergence

1√
n
· Loop(T (S)n )

p.s.−−−→
n→∞ 2

√
2 · L(S)

ait lieu presque sûrement pour la topologie de Gromov–Hausdorff.

Théorème 7 (Corollary 3 dans [54]).

L’espace métrique compact L((), où ( est l’arbre planté constitué d’un sommet et d’une
demi-arête (voir [54] pour les détails), joue le rôle d’une brique de base, car l’espace métrique
compact L(S) peut être construit à partir de la donnée d’une collection i.i.d. d’instances de L((),
collées à l’intérieur des coins de S et en étant convenablement mis à l’échelle (nous renvoyons
à [54] pour les détails).

Le point crucial de la preuve du Théorème 7 est un couplage, remarqué dans [122], entre
(T(n ) et l’algorithme de Rémy [125], qui produit récursivement une suite d’arbres binaires qui,
convenablement renormalisés, convergent presque sûrement vers l’arbre brownien [55].

L’espace métrique compact L(() est appelé arbre à boucles brownien. Il peut être construit à
partir de l’arbre brownien en identifiant une infinité dénombrable de paires de points (ce qui
crée une infinité dénombrable de boucles). Nous donnons ici une définition alternative peut-
être plus simple, dans l’esprit de la construction de l’arbre brownien par agrégation proposée
par Aldous (voir [123, Theorem 7.6]). On note 0 < θ1 < θ2 < · · · les atomes d’un processus
de Poisson sur R+ d’intensité t/2 · dt. On découpe la demi-droite [0,∞) aux points θk pour
créer des segments de longueurs θ1, θ2 − θ1, . . . . On colle ensuite les extrémités de chacun des
segments pour créer des cercles métriques C1,C2, . . . de périmètres θ1, θ2 − θ1, . . . . Ensuite, on
construit récursivement les espaces métriques G1,G2, . . . en posant G1 = C1 puis, pour chaque
k > 1, en collant Ck+1 sur un point choisi uniformément au hasard de Gk. L’arbre à boucles
brownien est alors la complétion de ∪k>1Gk.

Il faut noter que la géométrie de l’arbre à boucles brownien, où des boucles sont adjacentes,
est très différente de celle des arbres à boucles stables introduits précédemment, où des boucles
ne sont jamais adjacentes.

Nous calculons également la dimension de Hausdorff de l’arbre à boucles brownien, qui se
révèle être la même que celle de l’arbre brownien.

Presque sûrement, la dimension de Hausdorff de L(() est 2.

Proposition 8 (Proposition 4 dans [54]).

Finalement, nous conjecturons que L(S) contient toute l’information asymptotique contenue
dans la chaîne de Markov (T

(S)
n )n>n0 , autrement dit que les évènements asymptotiques pour

cette chaine de Markov sont mesurables par rapport à L(S). En particulier, nous conjecturons
que si S1 et S2 sont deux arbres planaires,

lim
n→∞ dTV(T

(S1)
n , T (S2)

n ) = dTV(L
(S1),L(S2)), (1.5)
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où dTV désigne la distance en variation totale.
Bubeck, Mossel & Rácz [42] ont prouvé l’existence de la limite apparaissant dans (1.5), et se

sont intéressés à la question de savoir si sa valeur est strictement positive. En notant d(S1, S2)
la valeur de cette limite, ces auteurs ont démontré que d(S1, S2) > 0 dès que S1 et S2 sont deux
arbres ayant des suites de degrés différentes, et ont conjecturé que d(S1, S2) > 0 si S1 et S2

sont deux arbres ayant au moins 3 sommets non isomorphes. Une autre contribution de [54]
(Theorem 1 dans [54]) consiste à prouver cette conjecture. Les arguments sont indépendants de
l’étude des limites d’échelles des arbres à boucles d’arbres construits par attachement préféren-
tiel. L’idée principale repose sur des martingales construites en utilisant la structure des grands
degrés.

1.3.3 Perspectives

Lorsque tn est un BGWµ arbre conditionné à avoir n sommets, avec µ une loi de repro-
duction critique appartenant au domaine d’attraction d’une loi stable d’indice α ∈ (1, 2), nous
avons vu que le diamètre de tn est d’ordre n/Bn, qui est négligeable par rapport au diamètre
de Loop(tn) qui est d’ordre Bn. En un certain sens, la structure métrique de tn est donc perdue
dans la limite d’échelle de Loop(tn). Pour la préserver, on pourrait alors modifier la définition
de Bn−1 · Loop(tn) en attribuant toujours une longueur B−1

n aux arêtes constituant les boucles
de Bn−1 · Loop(tn), mais au lieu de coller ces boucles par leurs sommets, on pourrait les coller
par une arête à laquelle on attribue une longueur c · Bn/n, et se demander quelle est la limite
d’échelle des espaces métriques compacts aléatoires ainsi construits.

Une autre question naturelle concernant le modèle des arbres construits par attachement
préférentiel serait d’étudier les limites d’échelle d’arbres à boucles d’un modèle plus général,
comme celui d’arbres construits récursivement en reliant un sommet à un sommet proportion-
nellement à son degré auquel on ajoute δ, avec un paramètre δ > −1 fixé. Cependant, ces arbres
n’ont pas une structure planaire, une manière de définir leur arbre à boucle serait de considérer
un ordre uniforme parmi les voisins d’un sommet. On pourrait aussi rajouter plus d’une arête à
chaque étape (on n’aurait alors plus nécessairement des arbres), et se demander si cela modifie
l’échelle des distances de l’arbre à boucles associé grâce à d’éventuels « raccourcis ».
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CHAPITRE 2

Configurations planes non croisées de Boltzmann
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Ce chapitre est consacré à l’étude de différentes familles de configurations planes non croi-
sées aléatoires. Ce sont des objets obtenus à partir des racines n-ièmes complexes de l’unité
en les reliant par des segments qui ne peuvent pas se couper. Si différentes statistiques combi-
natoires ont été étudiées pour de nombreuses familles de configurations non croisées choisies
uniformément au hasard parmi plusieurs classes, nous nous intéressons plus particulièrement
à leur géométrie globale en les considérant soit comme sous-ensembles compacts du disque,
soit comme espaces métriques compacts.

FIGURE 2.1 – Simulations de gauche à droite : la triangulation brownienne, une
lamination stable d’indice α = 1.1, et la même lamination avec ses faces triangulées
« uniformément ».

Notons Pn le polygone formé par les racines n-ièmes complexes de l’unité. L’idée d’étudier
les triangulations de Pn comme sous-ensembles compacts du disque unité fermé D du plan
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complexe remonte à Aldous [9], qui a prouvé qu’une triangulation aléatoire uniforme de Pn
converge en loi lorsque n → ∞, au sens de la distance de Hausdorff sur l’ensemble des sous-
ensembles compacts du disque unité fermé, vers un sous-ensemble compact aléatoire L2 appelé
la triangulation brownienne. Cet ensemble est une triangulation, en ce sens que son complémen-
taire à l’intérieur du disque unité fermé est une union disjointe de triangles, et peut être codé
par l’excursion brownienne. Il a ensuite été montré [57] que la triangulation brownienne est une
limite universelle de différentes configurations non croisées aléatoires, choisies uniformément
au hasard parmi différentes classes comme les dissections (obtenues à partir de Pn en traçant
des diagonales qui ne peuvent pas se couper), partitions non croisées ou arbres non croisés. Par
ailleurs, l’article [85] construit une famille à un paramètre (Lα : α ∈ (1, 2)) de sous-ensembles
compacts aléatoires de D, appelées laminations stables, et qui sont la limite en loi du modèle plus
général des dissections aléatoires de Boltzmann, choisies au hasard grâce à une suite de poids
à queue lourde favorisant l’émergence de grandes faces. Les laminations stables peuvent être
codées par des excursions de processus de Lévy stables spectralement positifs, et leurs faces
sont toutes bordées par une infinité de cordes.

Nous commençons par présenter le plan de cette partie, et décrivons de manière légèrement
informelle nos principales contributions.

Section 2.1. L’idée de [58] (écrit en collaboration avec Nicolas Curien) et de [56] (écrit en col-
laboration avec Nicolas Curien et Bénédicte Haas) est de considérer les dissections comme
espaces métriques compacts, en munissant l’ensemble des sommets de Pn de la distance de
graphe, et d’étudier les limites d’échelle de grandes dissections aléatoires de Boltzmann au
sens de la distance de Gromov–Hausdorff. Le cas où la suite de poids est essentiellement à
queue lourde est traité par [58] (voir Sec. 2.1.1). La limite d’échelle est alors un arbre à boucles
stable introduit dans la Section 1.3.1 (les boucles correspondant aux faces de grand degré y sont
de taille comparable au diamètre des dissections).

En revanche, lorsque la suite de poids vérifie essentiellement une condition de variance finie
(ce qui englobe le cas des dissections uniformes), le degré des faces devient petit par rapport
au diamètre des dissections, et [56] prouve que la limite d’échelle est un multiple de l’arbre
brownien d’Aldous (voir Sec. 2.1.2). Ceci donne une justification précise à l’observation de [63]
disant que les dissections uniformes « ressemblent » à des arbres.

Ceci complète la famille de classes de graphes aléatoires qui ne sont pas des arbres mais
dont la limite d’échelle est l’arbre brownien, comme les triangulations en pile [5], les cartes
aléatoires avec une face de degré macroscopique [77], les quadrangulations avec un grand bord
[31], les cartes planaires extérieures [46] ou les graphes aléatoires sous-critiques [121].

Section 2.2. Le but de [89], écrit en collaboration avec Cyril Marzouk, est de généraliser les
résultats obtenus pour les partitions non croisées uniformes dans [57] en introduisant le modèle
des partitions non croisées de Boltzmann. Ce modèle trouve une application en probabilités
non-commutatives, car les moments d’une mesure à support compact sur R sont donnés par
la fonction de partition du modèle des partitions non croisées de Boltzmann avec des poids
judicieusement choisis. Nos résultats permettent ainsi d’obtenir une formule explicite pour le
maximum du support d’une mesure à support compact sur R en fonction de ses cumulants
libres. Une autre motivation consiste à étudier la structure des partitions non croisées avec des
contraintes sur les tailles des blocs.
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Section 2.3. L’article [90], écrit en collaboration avec Cyril Marzouk, généralise les résultats
obtenus pour les arbres non croisés uniformes dans [57] en introduisant le modèle des arbres
non croisés de Boltzmann. Lorsque la suite de poids est essentiellement à queue lourde, ces
arbres non croisés aléatoires convergent en loi, au sens de la distance de Hausdorff, vers une
nouvelle lamination, qui est intuitivement obtenue à partir d’une lamination stable en trian-
gulant chacune de ses faces depuis des points choisis uniformément sur leurs bords (voir la
simulation la plus à droite de la Figure 2.1).

2.1 Dissections aléatoires [56,58]
Pour tout entier n > 3, on rappelle que Pn est le polygone formé par les racines n-ièmes

complexes de l’unité. Par définition, une dissection de Pn est l’union des côtés de Pn et d’une
collection de diagonales dont deux quelconques ne peuvent pas se croiser intérieurement. On
note Dn l’ensemble de toutes les dissections de Pn.

Rappelons le modèle des dissections aléatoires de Boltzmann introduit dans [85]. Soit w =
(w(i) : i > 2) une suite de nombres réels positifs. Soit n > 3 un entier. À chaque dissection
D ∈ Dn on associe un poidsΩw(D) défini par

Ωw(D) =
∏

f face interne de P

w(deg(f) − 1).

où deg(f) est le degré de la face f, c’est-à-dire le nombre d’arêtes qui la bordent. On définit
ensuite une mesure de probabilité Pwn sur Dn en posant, pour tout D ∈ Dn,

Pwn (D) =
Ωw(D)∑

D ′∈DnΩ
w(D ′)

(on se restreint toujours implicitement aux valeurs de n telles que
∑
D ′∈DnΩ

w(D ′) > 0). Une
dissection aléatoire de Pn de loi Pwn est dite simplement générée ou de Boltzmann.

Si c > 0 est fixé et si on pose w̃(i) = ci−1w(i) pour i > 2, il est facile de vérifier que Pwn = Pw̃n .
Dans la suite, on se restreint aux suites de poids w, dites critiques, pour lesquelles la série
entière F(z) =

∑
i>2 iw(i)z

i−1 vérifie F(R) > 1 où R est le rayon de convergence de F. Dans ce
cas, il existe une suite (µi : i > 2) telle que∑

i>2

iµi = 1

et Pwn = Pµn pour tout n > 3 (il suffit de poser µi = ci−1w(i) avec c tel que F(c) = 1). L’intérêt est
qu’en posant µ1 = 0 et µ0 = 1−

∑
i>2 iµi, l’arbre dual (voir Fig. 2.2) d’une dissection aléatoire de

loi Pµn est alors un BGWµ arbre conditionné à avoir n−1 feuilles, avec µ une loi de reproduction
critique.

Pour n > 3 tel que Zµn > 0, on note Dµn une dissection aléatoire de loi Pµn. On considère Dµn
comme un espace métrique compact (en équipant les sommets de Dµn de la distance de graphe,
chaque arête ayant longueur unité), et on s’intéresse aux limites d’échelle de Dµn lorsquen→∞,
au sens de Gromov–Hausdorff.
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FIGURE 2.2 – L’arbre dual d’une dissection de P8, qui a 7 feuilles.

2.1.1 Dissections stables

Soit µ une loi de reproduction critique appartenant au domaine d’attraction d’une loi stable
d’indice α ∈ (1, 2). On note Lα l’arbre à boucles stable d’indice α défini dans la Section 1.3.1.
Soit finalement (Bn)n>1 la suite introduite dans la Section 1.1.2.

La convergence
1
Bn
·Dµn

(d)−→
n→∞ µ

−1/α
0 ·Lα

a lieu en loi au sens de la topologie de Gromov–Hausdorff.

Théorème 9 (Corollary 1 dans [58]).

Décrivons rapidement la stratégie de la preuve. Tout d’abord l’arbre dual de Dµn est un
BGWµ arbre conditionné à avoir n− 1 feuilles. D’après [83], sa marche de Łukasiewicz, conve-
nablement renormalisée, converge vers l’excursion normalisée d’un processus de Lévy α-stable
spectralement positif. On montre ensuite que la distance de Gromov–Hausdorff entre Dµn et
l’arbre à boucles associé à son arbre dual est négligeable par rapport à Bn, ce qui permet d’uti-
liser le Théorème 5 pour conclure.

2.1.2 Dissections browniennes

Soit maintenant µ une loi de reproduction critique à variance finie non nulle. On suppose
qu’il existe λ > 0 tel que

∑
i>0 e

λiµi < ∞ (cette hypothèse de moment exponentiel est tech-
nique, et le résultat principal devrait être vrai sans cette hypothèse). Alors le degré des faces de
Dµn devient négligeable par rapport au diamètre de Dµn : les faces dégénèrent lorsque n → ∞,
et la limite d’échelle se révèle être un multiple de l’arbre brownien d’Aldous Te codé par l’ex-
cursion brownienne normalisée e.

Cette constante multiplicative dépend de manière intéressante et non triviale de la loi de
reproduction µ. On pose µ2Z+

= µ0 + µ2 + µ4 + · · · et on note σ2 ∈ (0,∞) la variance de µ. On
pose finalement c(µ) = carbre(µ) · cgeo(µ), où

carbre(µ) :=
2

σ
√
µ0
, cgeo(µ) :=

1
4

(
σ2 +

µ0µ2Z+

2µ2Z+
− µ0

)
.
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La convergence
1√
n
·Dµn

(d)−→
n→∞ c(µ) · Te

a lieu en loi au sens de la topologie de Gromov–Hausdorff.

Théorème 10 (Theorem 1 dans [56]).

Le fait que la constante c(µ) soit définie comme le produit de deux termes reflète la stra-
tégie de la preuve, qui est en deux étapes. Tout d’abord, comme dans la Section 2.1.1, l’arbre
dual de Dµn est un BGWµ arbre conditionné à avoir n − 1 feuilles, avec µ une loi de reproduc-
tion critique de variance finie. D’après [83,129], l’arbre dual de Dµn, renormalisé par un facteur
n−1/2, converge en loi vers ctree(µ) ·Te. La seconde étape consiste à montrer que Dµn et son arbre
dual, vus comme espaces métriques, sont essentiellement proportionnels, la constante de pro-
portionnalité étant précisément cgeo(µ). Pour cela, on montre que la longueur d’une géodésique
de Dµn, partant de la racine et visant un point typique, est obtenue à partir d’un algorithme
d’exploration local, indexé par la géodésique correspondante dans l’arbre dual. Pour étudier
cet algorithme, on commence par analyser son comportement sur le BGWµ arbre conditionné
à survivre (dans ce cas, on obtient une chaine de Markov). Pour chaque pas le long de la géo-
désique de l’arbre, l’incrément moyen (par rapport à la mesure stationnaire de la chaine de
Markov) est exactement cgeo(µ). Finalement, pour passer du BGWµ arbre conditionné à sur-
vivre à l’arbre dual de Dµn on utilise des arguments de grandes déviations pour cette chaîne de
Markov.

Applications et exemples. Mentionnons tout d’abord quelques cas particuliers intéressants
de classes de dissections aléatoires uniformes obtenues en choisissant les poids de manière
judicieuse. Si p > 3 est un entier, on pose µ(p)

0 = 1 − 1/(p − 1), µ(p)
p−1 = 1/(p − 1) et µ(p)

i = 0
sinon. Alors Pµ(p)

n est la loi uniforme sur l’ensemble des p-angulations de Pn (dans ce cas, n− 2
est un multiple de p− 2). Dans ce cas,

c(µ(p)) =
p

2
√
p− 1

pour p pair (p > 4) et c(µ(p)) =
(p+ 1)

√
p− 1

2p
pour p impair (p > 3).

Si µ0 = 2 −
√

2, µ1 = 0 et µi = ((2 −
√

2)/2)i−1 pour tout i > 2, alors Pµn est la loi uniforme sur
l’ensemble des dissections de Pn, et dans ce cas

c(µ) =
1
7
(3 +

√
2)23/4 ' 1.0605.

Le Théorème 10 implique que E
[
F(Dµn/

√
n)
]
→ E [F(c(µ) · Te)] lorsque n → ∞ pour toute

fonction réelle continue bornée F (définie sur les classes d’isométries d’espaces métriques com-
pacts). En contrôlant la vitesse de convergence du Théorème 10, il est possible que cette dernière
convergence ait lieu plus généralement pour des fonctions F telles que F(M) 6 C · Diam(M)p

pour tout espace métrique M avec C, p > 0 fixés et où Diam(·) désigne le diamètre, qui est par
définition la distance maximale entre deux points d’un espace métrique compact. Par consé-
quent, nous obtenons des équivalents des moments de tous ordres de différentes statistiques
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de Dµn, telles que le rayon, la hauteur d’un point typique ou le diamètre. Par exemple, dans le
cas des dissections uniformes, on obtient

E
[
Diam(Dµn)

]
∼

n→∞
1
21

(3 +
√

2)29/4 √πn ' 1.7723
√
n.

Ceci améliore un résultat de [63, Section 5].

2.1.3 Perspectives

On peut penser à de multiples prolongements ou généralisations. Par exemple, que se passe-
t-il si on remplace les racines n-ièmes de l’unité par n points aléatoires sur le cercle unité? Que
se passe-t-il si on autorise un certain de nombres de croisements?

2.2 Partitions non croisées aléatoires [89]
Une partition de [n] := {1, 2, . . . , n} est une collection de sous-ensembles deux à deux dis-

joints, appelés blocs, dont l’union est [n]. La taille d’un bloc est son cardinal. Une partition non
croisée de [n] est une partition des sommets de Pn telle que les enveloppes convexes de ses
blocs sont deux à deux disjoints. Pour tout entier n > 1, on note NCn l’ensemble des parti-
tions non croisées de [n]. Les partitions non croisées ont été introduites par Kreweras [91], et
sont devenues un object combinatoire standard. Elles apparaissent dans beaucoup de contextes
différents, comme en topologie en basses dimensions, théorie géométrique des groupes et en
probabilités libres (voir l’article de survol [110]).

Dans l’article [89], écrit en collaboration avec Cyril Marzouk, nous nous intéressons à la
structure de partitions non croisées aléatoires de Boltzmann. Plus précisément, étant donnée
une suite de nombres réels positifs w = (w(i) : i > 1), on associe à chaque partition P ∈ NCn
un poidsΩw(P) défini par :

Ωw(P) =
∏

B bloc de P

w(taille de B).

Puis, pour tout P ∈ NCn, on pose

Pwn (P) =
Ωw(P)∑

Q∈NCnΩ
w(Q)

.

Comme pour les dissections, on se restreint toujours implicitement aux valeurs de n telles que∑
P∈NCnΩ

w(P) > 0. Une partition non croisée aléatoire de [n] de loi Pwn est dite simplement
générée ou de Boltzmann.

Une motivation pour considérer ce modèle est qu’il permet d’englober le cas de partitions
non croisées avec des contraintes sur les tailles des blocs. En effet, tout d’abord, en prenant
w(i) = 1 pour tout i > 1, Pwn est la loi uniforme sur NCn ; plus généralement, si A est un
sous-ensemble non vide de {1, 2, 3, . . .}, wA(i) = 1 si i ∈ A et wA(i) = 0 si i 6∈ A, alors PwA

n

est la loi uniforme sur l’ensemble des partitions non croisées de [n] dont les blocs ont tous une
taille appartenant à A. On dira que PAn est une partition non croisée A-contrainte. Par exemple,
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2.2. Partitions non croisées aléatoires [89]

en prenant A = {k}, on obtient la loi uniforme sur l’ensemble des partitions non croisées de
[n] n’ayant que des blocs de taille k. Ce type de partitions non croisées a en particulier été
étudié dans [17,67]. De même, en prenant A = kN on obtient la loi uniforme sur l’ensemble des
partitions non croisées de [n] n’ayant que des blocs dont la taille est un multiple de k. Ce type
de partitions non croisées a été étudié dans [17].

Une bijection très utile. Pour étudier les partitions non croisées simplement générées, nous
utilisons une bijection entre partitions non croisées de [n] et arbres plans à n sommets, qui
transforment une partition non croisée simplement générée en un arbre simplement généré,
avec la propriété additionnelle que les blocs de taille k sont en bijection avec les sommets ayant
k enfants. Ceci permet de reformuler les questions concernant les tailles des blocs en termes de
degrés dans les arbres simplement générés, qui est un domaine bien connu.

Mentionnons que pour étudier les partitions non croisées uniformes, [57] utilise l’arbre dual,
comme pour les dissections, qui est en quelque sorte un arbre uniforme. Cependant, dans le cas
plus général des partitions non croisées simplement générées, cet arbre dual devient un arbre
simplement généré à deux types qui est plus compliqué à étudier, ce qui explique pourquoi
nous préférons utiliser une autre bijection.

Propriétés combinatoires des partitions non croisées. Comme mentionné précédemment,
nous pouvons obtenir de nombreuses propriétés concernant les tailles des blocs de partitions
non croisées simplement générées. Pour simplifier, nous citons les résultats dans le cas des
partitions non croisées A-contraintes, et renvoyons à [89] pour des énoncés plus généraux.

Soit A un sous-ensemble non vide de N∗ avec A 6= {1}, et soit PA
n une partition non croisée

aléatoire de [n] choisie uniformément au hasard parmi celles dont tous les blocs ont une taille
appartenant à A (on se restreint aux valeurs den pour lesquelles de telles partitions non croisées
existent). Soit πA la mesure de probabilité sur N définie par

πA(k) =
ξkA

1+
∑
i∈A ξ

i
A

1k∈{0}∪A, où ξA > 0 est tel que 1 +
∑
i∈A

ξiA =
∑
i∈A

i · ξiA.

Par exemple, si k > 1, on a πkN(i) = k
(1+k)1+i/k1i∈kN pour i > 0.

Les assertions suivantes sont vérifiées.

(i) Soit S1(P
A
n) la taille du bloc contenant 1 dans PA

n. Alors, pour tout entier k > 1,
P
(
S1(P

A
n) = k

)
→ kπA(k) quand n→∞.

(ii) Soit Bn un bloc choisi uniformément au hasard dans PA
n. Alors, pour tout entier

k > 1, P (|Bn| = k)→ πA(k)/(1 − πA(0)) lorsque n→∞.

(iii) Soit C un sous-ensemble non vide de N∗. On note ζC(PA
n) le nombre de blocs de

PA
n dont la taille appartient à C. Lorsque n → ∞, la convergence ζC(PA

n)/n →
πA(C) a lieu en probabilité, et, de plus, E

[
ζC(P

A
n)
]
/n→ πA(C).

Théorème 11 (Theorem 1 dans [89]).
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Dans le cas particulier A = kN, le Théorème 11 (ii,iii) a été prouvé par Ortmann [119, Sec. 2.3].
Arizmendi [16] a aussi obtenu par des arguments combinatoires des formules explicites pour
le nombre moyen de blocs de taille fixée dans le cas A = kN.

Application en probabilités libres. Si µ est une mesure de probabilité à support compact sur
R, il est connu que pour tout entier n > 1∫

R
tnµ(dt) =

∑
P∈NCn

∏
B bloc de P

κtaille(B)(µ),

où (κi(µ))i>0 est la suite des cumulants libres de µ (nous renvoyons à [89] pour leur définition
et les détails). En utilisant cette égalité et la bijection décrite précédemment, nous obtenons une
formule explicite pour le maximum du support de µ en fonction de ses cumulants libres, et qui
simplifie celle obtenue par Ortmann [119, Thm. 5.4].

Propriétés géométriques des partitions non croisées. Comme pour les dissections, nous étu-
dions les partitions non croisées à la Boltzmann en les voyant comme sous-ensembles compacts
du disque unité. Essentiellement, lorsque la suite de poids est critique et de variance finie non
nulle (ce qui inclut le cas des partitions non croisées A-contraintes), PA

n converge en loi vers
la triangulation brownienne, alors que lorsque la suite de poids est critique est appartient au
domaine d’attraction d’une loi stable d’indice α ∈ (1, 2), PA

n converge en loi vers la lamination
α stable.

Citons une conséquence intéressante de ceci concernant la longueur de la plus longue corde
des partitions non croisées A-contraintes. Par définition, la longueur (angulaire) d’une corde
[e−2iπs, e−2iπt] avec 0 6 s 6 t 6 1 est min(t − s, 1 − t + s). Si P est une partition non croisée,
on note C(P) la longueur de la plus longue corde de P. Lorsque A ⊂ N∗ est un ensemble non
vide tel que A 6= {1}, un cas particulier des résultats de [89] est la convergence en loi de PA

n vers
la triangulation brownienne, ce qui implique en particulier que C(PAn) converge en loi vers la
longueur de plus longue corde de la triangulation brownienne. D’après [9,62], sa loi est donnée
par

1
π

3x− 1
x2(1 − x)2

√
1 − 2x

1 1
36x6

1
2
dx. (2.1)

Il est remarquable que cette loi limite ne dépende pas du sous-ensemble A considéré.

Perspectives. Après avoir étudié la longueur de la plus longue corde, il peut être intéressant
d’étudier l’aire du bloc de plus grande aire d’une partition non croisée P. En ce sens, une ques-
tion naturelle est d’étudier P•, qui est par définition l’union des enveloppes convexes des blocs
de P (voir Fig. 2.3 pour un exemple).

Dans le cas où Pn est une partition non croisée de [n] codée par un BGW arbre critique et
de variance finie, est-ce que P•n converge en loi lorsque n → ∞ vers un sous-ensemble com-
pact du disque? Le cas échéant, cet ensemble limite serait obtenu à partir de la triangulation
brownienne en « complétant » quelques triangles, et l’aire du bloc de plus grande aire de Pn
convergerait en loi vers l’aire du triangle complété de plus grande aire.
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FIGURE 2.3 – De la gauche vers la droite : P50, P
•
50, P500, P

•
500, où P50 (resp. P500) est

une partition non croisée uniforme de [50] (resp. [500]).

Dans le cas des partitions non croisées A-contraintes, des simulations numériques concer-
nant l’aire totale de PA,•

n semblent indiquer que la loi de la limite éventuelle, et en particulier
du triangle de plus grande aire, dépendrait de A (alors que ce n’est pas le cas de C(PA

n)).

2.3 Arbres non croisés aléatoires [90]
L’article [90], écrit en collaboration avec Cyril Marzouk, s’intéresse aux propriétés d’arbres

non croisés aléatoires. Par définition, un arbre non croisé à n sommets est un arbre dont les som-
mets sont les racines n-ièmes de l’unité et dont les arêtes sont des segments qui ne se coupent
pas intérieurement. À un arbre non croisé, on peut associer de manière naturelle un arbre plan,
appelé sa forme (voir Fig. 2.4). Marckert & Panholzer [109] ont prouvé que la forme d’un arbre
non croisé uniforme à n sommets est un BGW arbre conditionné à avoir n sommets, mais lé-
gèrement modifié (la racine a une loi de reproduction différente), ce qui a permis d’étudier les
arbres non croisés uniformes grâce aux techniques des BGW arbres conditionnés. Ce résultat
a été utilisé dans [57] pour prouver que, lorsque n → ∞, les arbres non croisés uniformes à n
sommets convergent en loi pour la distance de Hausdorff vers la triangulation brownienne.
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FIGURE 2.4 – Un arbre non croisé (avec ses sommets numérotés dans l’ordre ho-
raire) et sa forme, qui est son arbre plan associé (avec ses sommets numérotés
dans l’ordre lexicographique).

L’objet de l’article [90], dans l’esprit de l’étude des dissections de Boltzmann, est de consi-
dérer la classe plus générale d’arbres non croisés aléatoires de Boltzmann, et d’étudier les diffé-
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rents types de comportements possibles. De manière similaire à précédemment, étant donnée
une suite de nombre réels positifs (w(k) : k > 1), on définit le poids d’un arbre non croisé θ
par Ωw(θ) =

∏
u∈θw(degu). Ensuite, pour tout entier n > 1, soit An l’ensembles des arbres

non croisés à n sommets. On définit une mesure de probabilité Pwn sur An en posant, pour tout
θ ∈ An,

Pwn (θ) =
Ωw(θ)∑

θ ′∈AnΩ
w(θ ′)

.

Comme d’habitude, on se restreint toujours implicitement aux valeurs de n pour lesquelles∑
θ ′∈AnΩ

w(θ ′) > 0. Un arbre non croisé aléatoire de loi Pwn est dit simplement généré ou de
Boltzmann.

Soit α ∈ (1, 2]. Il existe un sous-ensemble compact aléatoire du disque unité fermé,
noté LUα , dont la dimension de Hausdorff vaut 1 + 1

α
presque sûrement et tel que

l’assertion suivante soit vérifiée. Soit (w(k) : k > 1) une suite de nombres réels positifs
telle qu’il existe b > 0 avec

∞∑
k=0

(k+ 1)(k− 1)w(k+ 1)bk = 0,

et, de plus, telle que la mesure de probabilité

µ(k) =
(k+ 1)w(k+ 1)bk∑∞̀
=0(`+ 1)w(`+ 1)b`

(k > 0)

appartient au domaine d’attraction d’une loi stable d’indice α. Si Θn est un arbre
aléatoire non croisé de loi Pµn, alors la convergence en loi

Θn
(d)−→
n→∞ LUα

a lieu pour la distance de Hausdorff au sein des sous-ensembles compacts du disque
unité fermé.

Théorème 12 (Theorem 1.1 dans [90]).

Donnons une description rapide de LUα . Dans le cas α = 2, LU2 = L2 est simplement la tri-
angulation brownienne, alors que pour α ∈ (1, 2), LUα est une triangulation qui contient stricte-
ment la lamination α-stable Lα. Intuitivement, LUα est construit à partir de Lα en « triangulant »
chaque face de Lα depuis un sommet uniforme, c’est-à-dire en joignant ce sommet à chaque
autre sommet de la face par une corde (voir l’image la plus à droite de la Figure 2.1 pour une
simulation de LU1.1). L’ensemble compact aléatoire LUα est appelé triangulation α-stable uniforme.
Par ailleurs, il se trouve qu’il n’est pas possible de coder LUα par une fonction comme la trian-
gulation brownienne ou une lamination stable.

Une conséquence intéressante du Théorème 12 est que la géométrie de grands arbres non
croisés simplement générés peut être très différente de la géométrie de grands arbres plans
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simplement générés avec les mêmes poids. Une autre conséquence du Théorème 12 concerne la
longueur du plus long segment d’un arbre non croisé : si les hypothèses du Théorème 12 sont
satisfaites, la longueur de la plus longue corde de Θn converge alors en loi vers la longueur de
la plus longue corde de Λ(LUα ). Dans le cas α = 2, rappelons que la loi de la plus longue corde
de LU2 a une densité explicite donnée par (2.1).

Application aux arbres non croisés à degrés contraints. Comme pour les partitions non croi-
sées, le modèle des arbres non croisés simplement générés englobe celui des arbres non croisés
uniformes avec des contraintes sur les degrés. Plus précisément, soit A ⊂ N∗ avec 1, 2 ∈ A.
En posant w(k) = 1k∈A, si ΘA

n est un arbre non croisé aléatoire de loi Pwn , ΘA
n est uniforme

sur l’ensemble des arbres non croisés à n sommets et dont tous les degrés appartiennent à A.
Le Théorème 12 s’applique alors avec α = 2, de sorte que ΘA

n converge vers la triangulation
brownienne. En particulier, la longueur de la plus longue corde de ΘA

n converge en loi vers
une variable aléatoire dont la loi est donnée par (2.1). Il est remarquable que cette loi limite ne
dépende pas de A.

Perspectives. La triangulation LUα est construite à partir de Lα en « triangulant » chaque face
de Lα depuis un sommet uniforme. On pourrait imaginer « remplir » les faces de Lα d’une autre
manière, par exemple en les remplissant par des laminations β-stables indépendantes, et ainsi
de suite. Il serait alors intéressant de calculer leur dimension de Hausdorff, et de voir si leurs
lois sont singulières les unes par rapport aux autres.
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CHAPITRE 3

Limites d’échelle de chaînes de Markov sur les entiers
positifs [27]
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Dans ce chapitre, nous présentons les résultats de l’article [27], écrit en collaboration avec
Jean Bertoin. Le but de ce travail est d’étudier des chaînes de Markov sur les entiers posi-
tifs pour lesquelles, essentiellement, des sauts d’amplitude macroscopique sont rares et sur-
viennent à un taux qui est une puissance négative de la position de la chaîne et pour lesquelles
les petits sauts positifs et négatifs se « compensent ». Si Xn est une telle chaîne de Markov issue
de n, nous donnons des conditions explicites sur ses probabilités de transitions qui garantissent
une convergence fonctionnelle du processus 1

n
Xn, convenablement mis à l’échelle en temps,

vers un processus de Markov auto-similaire positif, et nous identifions trois régimes distincts
(voir Fig. 3.1).
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FIGURE 3.1 – Trois différents régimes asymptotiques pour le processus Xn/n avec
probabilité tendant vers 1 lorsque n → ∞ : dans le premier cas, celui-ci ne touche
pas la frontière (cas transient), dans le second cas il s’approche de la frontière et y
reste un temps macroscopique (cas récurrent positif), et dans le dernier cas il s’ap-
proche de la frontière une infinité de fois et faisant des excursions macroscopiques
en dehors (car récurrent nul).
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Plusieurs motivations sont sous-jacentes à ce travail. Tout d’abord, ceci étend les résultats
de Haas & Miermont [73], qui se sont intéressés au cas des chaînes de Markov décroissantes.
D’autre part, des chaînes de Markov satisfaisant à nos conditions modélisent l’évolution de la
« taille » d’une composante dans plusieurs processus stochastiques combinatoires (en particu-
lier en cartes aléatoires, voir Sec. 4.3.3).

3.1 Notations et hypothèses principales
Pour tout entier n > 1, soit (pn,k : k > 1) une suite de nombres réels positifs tels que∑
k>1 pn,k = 1 pour tout n > 1, et soit (Xn(k) : k > 0) la chaîne de Markov homogène en temps

discret partant de n telle que la probabilité de transition de i vers j est pi,j pour tous i, j ∈ N∗.
Plus précisément, Xn(0) = n et P (Xn(k+ 1) = j | Xn(k) = i) = pi,j pour tous i, j > 1 et k > 0.

Pour n > 1, soit Π∗n la mesure de probabilité sur R définie par

Π∗n(dx) =
∑
k>1

pn,k · δln(k)−ln(n)(dx),

qui est la loi de ln(Xn(1)/n). Nous préférons considérer la loi de ln(Xn(1)/n) au lieu de la loi
de Xn(1)/n simplement pour des raisons techniques. Soit (an)n>0 une suite de nombres réels
strictement positifs à variation régulière d’indice γ > 0 (c’est-à-dire abxnc/an → xγ lorsque
n → ∞ pour tout x > 0 fixé, où bxc désigne la partie entière de x). Soit Π une mesure positive
sur R\{0} telle que Π({−1, 1}) = 0 et∫∞

−∞(1 ∧ x2) Π(dx) <∞.

Finalement, on pose R = [−∞,∞].
Nos deux hypothèses principales sont les suivantes :

(H1) Lorsque n → ∞, la convergence suivante a lieu au sens de la convergence vague des
mesures sur R\{0} :

an · Π∗n(dx)
(v)−→
n→∞ Π(dx).

En d’autres termes, an ·E [f (Xn(1)/n)] −→
n→∞

∫
R
f(ex) Π(dx) pour toute fonction continue

f : R→ R à support compact inclus dans [0,∞]\{1}.

(H2) On a

an ·
∫ 1

−1
x Π∗n(dx) −→

n→∞ b, an ·
∫ 1

−1
x2 Π∗n(dx) −→

n→∞ σ2 +

∫ 1

−1
x2 Π(dx),

pour certaines constantes b ∈ R et σ2 > 0.
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Intuitivement, l’hypothèse (H1) traduit le fait que les grands sauts sont rares et surviennent
à un taux qui est une puissance négative de la position de la chaîne (si la chaîne est en n, les
sauts d’amplitude au moins εn surviennent à un taux qui est d’ordre n−γ ) et l’hypothèse (H2)
traduit le fait que les petits sauts positifs et négatifs se « compensent ».

3.2 Description et définition du processus limite
Dans notre cas, les processus stochastiques apparaissant dans la limite d’échelle seront des

processus de Markov auto-similaires sur R+. Intuitivement, cela peut s’expliquer par les tra-
vaux de Lamperti [96], qui montre que les processus stochastiques auto-similaires sont les li-
mites d’échelle de processus stochastiques généraux ; par ailleurs, dans le cas des chaînes de
Markov, il est naturel de s’attendre à ce que le processus limite soit markovien. Or Lamperti
[98] a également démontré que les processus de Markov auto-similaires sur R+ sont étroite-
ment reliés à des exponentielles de processus de Lévy changés de temps. Cette correspondance
s’appelle la transformation de Lamperti, et nous commençons par la présenter.

Soit (ξ(t))t>0 le processus de Lévy dont l’exposant de Laplace est donné par la formule de
Lévy–Khintchine

Φ(λ) = −
1
2
σ2λ2 + ibλ+

∫∞
−∞
(
eiλx − 1 − iλx1|x|61

)
Π(dx), λ ∈ R.

Cela signifie que E
[
eiλξ(t)

]
= etΦ(λ) pour t > 0, λ ∈ R. On pose alors

I∞ =

∫∞
0
eγξ(s) ds ∈ (0,∞].

Il est connu que I∞ < ∞ p.s. si ξ dérive vers −∞ (c’est-à-dire limt→∞ ξ(t) = −∞ p.s.), et
I∞ = ∞ p.s. si ξ dérive vers +∞ ou oscille, voir [28, Theorem 1] (cette référence donne aussi
des conditions nécessaires et suffisantes sur les caractéristiques du processus de Lévy ξ qui
garantissent que ξ dérive vers −∞ presque sûrement). Pour tout t > 0, on pose alors

τ(t) = inf
{
u > 0 :

∫u
0
eγξ(s)ds > t

}
avec la convention habituelle inf ∅ = ∞. Finalement, on définit la transformation de Lamperti
[98] de ξ par

Y(t) = eξ(τ(t)) pour 0 6 t < I∞, Y(t) = 0 pour t > I∞.

Ainsi, Y touche 0 (et est absorbé) en temps fini presque sûrement si, et seulement si, ξ dérive
vers −∞.

Par construction, le processus Y est un processus de Markov auto-similaire d’indice 1/γ issu
de 1. Rappelons que si Px désigne la loi d’un processus de Markov (Mt)t>0 issu de x > 0, alors
M est dit auto-similaire d’indice α > 0 si la loi de (r−αMrt)t>0 sous Px est Pr−αx pour tout r > 0
et x > 0. Lamperti [98] a introduit et étudié les processus de Markov auto-similaires positifs, et
a prouvé que, réciproquement, tout processus de Markov auto-similaire positif qui ne touche
pas 0 et∞, ou les atteint continûment (c’est-à-dire qu’il n’y a pas de meurtre dans (0,∞)) avec
absorption en 0 peut être construit en utilisant la transformation précédente.
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3.3 Techniques utilisées
Compte tenu de la diversité des techniques existantes pour établir des convergences fonc-

tionnelles de processus de Markov (voir en particulier Ethier & Kurtz [68] et Jacod & Shiryaev
[75]), on pourrait s’attendre à ce que l’étude des limites d’échelle de chaînes de Markov sur N∗
devrait faire partie du folklore : en effet, il est bien connu que la convergence faible de processus
de Feller est équivalente à la convergence de générateurs infinitésimaux (en un certain sens).

Cependant, dans notre cas, une difficulté majeure apparaît concernant l’existence d’une
frontière pour des processus de Markov auto-similaires sur [0,∞). En effet, 0 peut par exemple
être absorbant, ou réfléchissant (avec une réflection continue, ou bien par un saut) : voir en par-
ticulier [21,49,70,127,128]. D’un point de vue analytique, cela revient à trouver un noyau d’un
processus de Markov auto-similaire positif et d’identifier l’action de son générateur infinitési-
mal sur ce noyau, en particulier au voisinage de 0 où une singularité apparaît. En général, ces
questions sont ouvertes et semblent assez délicates.

Pour éviter la singularité en 0, nous étudions un nouveau processus obtenu à partir de la
chaîne de Markov initiale, plongée en temps continu, par changement de temps. Celui-ci est
effectué de sorte que la limite d’échelle du nouveau processus est l’exponentielle d’un proces-
sus de Lévy. Cette convergence est obtenue en utilisant la caractérisation de la convergence
fonctionnelle par des générateurs. L’idée est que le comportement des noyaux et générateurs
sont mieux connus pour des processus de Lévy et leurs exponentielles que pour les processus
de Markov auto-similaires sur [0,∞). Pour revenir à la chaîne de Markov initiale à partir de ce
nouveau processus, il reste alors à effectuer le changement de temps inverse (qui est étroitement
relié à la transformation de Lamperti).

Finalement, notre approche présente quelques similarités avec celle de Haas & Miermont
[73], qui se sont intéressés au cas des chaînes de Markov décroissantes, mais aussi quelques
différences. En particulier, Haas & Miermont prouvent d’abord un résultat de tension, puis
identifient la loi des limites possibles en utilisant des problèmes de martingales, alors que nous
travaillons plutôt avec des générateurs infinitésimaux de processus de Lévy.

3.4 Résultats principaux

3.4.1 Régime « transient »

On note D(R+,R) l’espace des fonctions càdlàg définies sur R+ à valeurs réelles, muni de la
topologie J1 de Skorokhod.

On suppose que les hypothèses (H1) et (H2) sont vérifiées, et que le processus de Lévy
ξ ne dérive pas vers −∞. Alors la convergence(

Xn(bantc)
n

: t > 0
)

(d)−→
n→∞ (Y(t) : t > 0)

a lieu en loi dans D(R+,R).

Théorème 13 (Theorem 1 dans [27]).
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Dans ce cas, d’après la construction de Y dans la Section 3.2, presque sûrement on a Yt > 0
pour tout t > 0, et nous renvoyons à la simulation la plus à gauche de la Figure 3.1 pour une
illustration.

Comme mentionné dans la Section 3.3, l’idée principale consiste à plonger Xn en temps
continu en considérant un processus de Poisson indépendant Nn de paramètre an, ce qui per-
met la construction d’un processus de Markov Ln à temps continu et à valeurs dans R tel qu’on
ait l’égalité en loi (

1
n
Xn(Nn(t)) : t > 0

)
(d)
= (exp(Ln(τn(t))) : t > 0) ,

où τn est un changement de temps obtenu à partir de Ln « à la Lamperti ». Pour prouver le
Théorème 13, on montre que Ln converge faiblement vers ξ (en utilisant les générateurs infi-
nitésimaux) et que τn converge faiblement vers τ. On en déduit le résultat en composant ces
deux convergences. Le point crucial est que comme Y reste strictement positif, ces changements
des temps n’explosent pas, de sorte que la composition par ce changement de temps inverse ne
pose pas de problème.

3.4.2 Régime « récurrent »

Dans le cas où I∞ <∞, c’est-à-dire lorsque ξ dérive vers −∞ et que Y est absorbé en temps
fini en 0, nous n’obtenons un principe d’invariance fonctionnel que pour la chaîne de Markov
arrêtée lorsqu’elle s’approche de petites valeurs. Plus précisément, pour tous n,K > 1 on pose
A

(K)
n = inf{i > 1 : Xn(i) 6 K}. On supposera toujours que K est choisi tel que P(A(K)

n < ∞) > 0
pour tout n > 1 (on peut vérifier qu’un tel entier K existe toujours lorsque les hypothèses (H1)
et (H2) sont vérifiées et que le processus de Lévy ξ dérive vers −∞). Dans le cas particulier
d’une chaîne de Markov irréductible, on peut bien entendu prendre K = 1. On définit alors
X†n comme étant la chaîne de Markov Xn arrêtée à son premier retour dans {1, 2, . . . , K}. Plus
précisément, X†n(·) = Xn(·∧A(K)

n ).

On suppose que les hypothèses (H1) et (H2) sont vérifiées et que le processus de Lévy
ξ dérive vers −∞. On suppose en outre qu’il existe β > 0 tel que

lim sup
n→∞ an ·

∫∞
1
eβx Π∗n(dx) <∞. (3.1)

Alors la convergence(
X†n(bantc)

n
: t > 0

)
(d)−→
n→∞ (Y(t) : t > 0)

a lieu en loi dans D(R+,R).

Théorème 14 (Theorem 2 dans [27]).
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Nous disons que le régime est récurrent car alors P(A(K)
n <∞) = 1 pour tout entier n > 1. Il

est important de voir que le Théorème 14 ne décrit le comportant de Xn que jusqu’à son entrée
dans {1, 2, . . . , K}.

Le début de la preuve est similaire à celle du Théorème 13, mais ici une difficulté survient
quand la chaîne de Markov s’approche des « petites » valeurs pour effectuer le changement
de temps inverse, qui explose alors. Pour y faire face, nous utilisons des estimées de type
Foster-Lyapounov pour prouver que lorsque la chaîne de Markov part d’un entier K ′ fixé (avec
K ′ > K), alors avec probabilité tendant vers 1 lorsque n → ∞, la chaîne de Markov va at-
teindre {1, 2, . . . , K} avant de dépasser la valeur n, et ceci en un temps plus petit que an. Intui-
tivement, les hypothèses du Théorème 14 impliquent que ξ est « poussé vers le bas », et que∫∞

1 e
βx Π(dx) <∞, de sorte que Xn/n n’effectue pas de « trop grands » sauts positifs.

Par ailleurs, ces considérations permettent également de démontrer que la convergence
A

(K)
n /an → I∞ a lieu en loi conjointement avec celle du Théorème 14 (voir [27, Theorem 3]).

3.4.3 Régime « récurrent positif »

Soit Ψ l’exposant de Laplace associé à ξ, qui est défini par la formule

Ψ(λ) = Φ(−iλ) =
1
2
σ2λ2 + bλ+

∫∞
−∞
(
eλx − 1 − λx1|x|61

)
Π(dx), λ ∈ R.

Ainsi, si λ ∈ R et si Ψ(λ) est bien défini, on a E
[
eλξ(t)

]
= etΨ(λ).

On suppose que les hypothèses (H1) et (H2) sont vérifiées et que le processus de Lévy
ξ dérive vers −∞. On suppose en outre qu’il existe β > γ tel que

Ψ(β) < 0 et E
[
Xn(1)β

]
<∞ pour tout entier n > 1. (3.2)

Alors la convergence(
Xn(bantc)

n
: t > 0

)
(d)−→
n→∞ (Y(t) : t > 0)

a lieu en loi dans D(R+,R).

Théorème 15 (Theorem 4 dans [27]).

Nous disons que le régime est récurrent car alors E[A(K)
n ] < ∞ pour tout entier n > 1. La

différence majeure avec le Théorème 14 est qu’ici la chaîne de Markov Xn n’est plus arrêtée.
Le Théorème 15 signifie ainsi qu’avec probabilité tendant vers 1 lorsque n → ∞, pour tout i ∈
{1, 2, . . . , K}, Xi prend des valeurs négligeables par rapport à n sur des échelles de temps d’ordre
an. La preuve du Théorème 15 utilise également des arguments de type Foster–Lyapounov, et
montre que la convergence en loi A(K)

n /an → I∞ a lieu conjointement avec celle du Théorème
14 (la convergence de certains moments a également lieu, voir [27, Theorem 3]).
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3.4.4 Exemples d’application

Mentionnons rapidement quelques situations où les Théorèmes 13, 14, 15 s’appliquent, et
nous renvoyons à [27, Sec. 5] pour des détails. Tout d’abord, le Théorème 15 permet de re-
trouver les résultats de Haas & Miermont [73]. Nos résultats s’appliquent à une large classe de
chaînes de Markov à dérive asymptotiquement nulle (cette classe a été étudiée par Lamperti,
[94,95,97] et depuis par de nombreux auteurs, voir par exemple [10]), où des processus de Bessel
apparaissent à la limite. Nos résultats s’appliquent également pour étudier le nombre de frag-
ments dans un certain processus de fragmentation-coagulation. Enfin, l’application à l’étude de
la géométrie de grandes cartes aléatoires à bord sera développée dans la Section 4.3.

3.4.5 Perspectives

De multiples questions restent en suspens compte tenu des résultats précédents. Par exemple,
est-ce que la conclusion du Théorème 14 reste vraie si on remplace (3.1) par l’hypothèse que
P(A(K)

n < ∞) = 1 pour tout entier n > 1? De même, est-ce que la conclusion du Théorème
15 reste vraie si on remplace (3.2) par l’hypothèse que E[A(K)

n ] < ∞ pour tout entier n > 1?
Enfin, sous les hypothèses du Théorème 14, que se passe-t-il une fois que Xn atteint {1, 2, . . . , K}
(voir Fig. 3.2) ? Ceci est bien sûr étroitement relié aux extensions récurrentes du processus Y
considérées dans [70,128].
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FIGURE 3.2 – De gauche à droite, différents comportements près de la frontière :
absorption, réflection continue et réflection discontinue.
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CHAPITRE 4

Géométrie de grandes cartes aléatoires

Contenu de ce chapitre
4.1 Cartes aléatoires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.1.1 Grandes cartes planaires aléatoires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
4.1.2 Cas particulier des triangulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4.2 Percolation sur l’UIPT [59] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.3 Parcours en profondeur de triangulations à bord [26] . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.3.1 Résultat principal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
4.3.2 Épluchage branchant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.3.3 Étapes principales de la preuve du Théorème 18 . . . . . . . . . . . . . . 58
4.3.4 Perspectives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

Dans ce chapitre, nous présentons nos contributions [26,59] qui s’inscrivent dans la théorie
des grandes cartes planaires aléatoires. Celle-ci est en plein essor depuis une vingtaine d’an-
nées, à l’intersection de plusieurs domaines comme la combinatoire, la théorie des probabilités,
la mécanique statistique et la physique théorique. Voici un plan rapide de ce chapitre :

Section 4.1. Nous commençons par dresser un bref panorama de différentes directions de
recherche dans le domaine des cartes aléatoires, avec quelques motivations.

Section 4.2. Nous étudions la percolation par sites sur la triangulation aléatoire infinie uni-
forme du plan (UIPT) d’Angel & Schramm [15] et exposons les résultats principaux de l’article
[59], écrit en collaboration avec Nicolas Curien. Informellement, il s’agit de calculer l’exposant
critique relié à la longueur d’une interface de percolation, et d’identifier la limite d’échelle des
bords de grandes composantes connexes. Dans le cas d’une percolation critique, cette limite
d’échelle est L3/2, l’arbre à boucles stable d’indice 3/2 introduit dans la Section 1.3.1. Ainsi, le
bord d’une grande composante connexe de percolation critique ressemble intuitivement à des
cycles reliés par des points de pincement suivant une structure d’arbre 3/2 stable. L’outil prin-
cipal consiste à utiliser une technique chirurgicale due à Borot, Bouttier & Guitter [38,39] ainsi
qu’une décomposition arborescente de triangulations à bord non simple.
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FIGURE 4.1 – Un triangulation percolée par sites, où les différentes interfaces de
percolation sont représentées.

Section 4.3. Dans cette partie, nous nous intéressons aux cycles obtenus en coupant à des
hauteurs fixes des triangulations aléatoires de Boltzmann à bord simple. Nous y exposons le
résultat principal de l’article [26], écrit en collaboration avec Jean Bertoin et Nicolas Curien,
qui établit un principe d’invariance fonctionnel pour les périmètres de ces cycles, convenable-
ment mis à l’échelle, lorsque la taille du bord augmente. Le processus limite faite partie de
la classe des processus de croissance-fragmentation auto-similaires récemment introduits par
Bertoin [23,25]. L’idée principale consiste à utiliser une exploration des triangulations depuis
leur bord par épluchage « branchant » et d’utiliser le Théorème 15. Une motivation consiste à
pouvoir donner une construction alternative de la carte brownienne à l’aide d’un processus de
croissance-fragmentation.

4.1 Cartes aléatoires

4.1.1 Grandes cartes planaires aléatoires

Par définition, une carte planaire finie est un plongement propre d’un multigraphe fini connexe
(les boucles et arêtes multiples sont autorisées) dans la sphère deux dimensionnelle, considéré
à homéomorphismes près de la sphère préservant son orientation. Toutes les cartes considérées
seront enracinées, c’est-à-dire qu’elles portent une arête orientée distinguée, appelée arête racine
(l’enracinement est utile pour briser des symétries). Les faces sont les composantes connexes du
complémentaire de la carte, et le degré (ou périmètre) d’une face est le nombre de demi-arêtes
qui la bordent. Lorsque toutes les faces d’une carte ont degré p, on dit que c’est une p-angulation
(ou plus simplement triangulation dans le cas p = 3 et quadrangulation dans le cas p = 4).

L’étude de l’énumération des cartes a été initiée par Tutte [134] dans les années 60, moti-
vée par le théorème des quatre couleurs. Depuis une vingtaine d’années, l’étude des cartes, et
en particulier des cartes aléatoires, est en plein essor, à l’intersection de plusieurs disciplines.
En effet, l’énumération bijective de différentes familles de cartes est un domaine très actif en
combinatoire ; en théorie des probabilités les limites d’échelle de grandes cartes aléatoires sont
en particulier étudiées afin de donner un sens à la notion de « surface aléatoire deux dimen-
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sionnelle uniforme », connue en physique mathématique sous le nom de « gravité quantique de
Liouville deux dimensionnelle » et qui possède de liens étroits avec le chaos multiplicatif gaus-
sien. Nous renvoyons à [99,105,113] pour des détails, références, liens et conjectures concernant
l’enchevêtrement de ces sujets.

Nous présentons brièvement quelques grands axes d’étude des cartes planaires aléatoires.

Limites d’échelle. Si Mn désigne une carte planaire aléatoire de « taille » n (nous restons
ici assez informels, mais on peut penser par exemple au nombre de sommets, d’arêtes ou de
faces), étudier sa limite d’échelle consiste à voir Mn comme un espace métrique compact (en
équipant ses sommets de la distance de graphe) et à s’intéresser à la convergence en loi deMn,
convenablement renormalisé, au sens de la distance de Gromov–Hausdorff. Dans le cas des tri-
angulations, ce problème a été formulé par Schramm à l’ICM en 2006 [130], et a été récemment
résolu indépendamment par Le Gall et Miermont :

Théorème 4.1.1 (Le Gall [102] pour p = 3 ou p > 4 pair, Miermont [116] pour p = 4). Il
existe un espace métrique compact aléatoire (m∞, D∗) vérifiant la propriété suivante. Soit M(p)

n une
carte aléatoire choisie uniformément au hasard parmi toutes les p-angulations à n sommets. Il existe une
constante explicite cp > 0 telle que la convergence

cp · n−1/4 ·M(p)
n

(d)−→
n→∞ (m∞, D∗)

ait lieu en loi pour la topologie de Gromov–Hausdorff.

FIGURE 4.2 – Une simulation d’une grande triangulation aléatoire.

Dans le cas des quadrangulations, Chassaing & Schaeffer [47] avaient identifié la croissance
en n1/4, et Marckert & Mokkadem [108] avaient proposé le nom de carte brownienne pour sa
limite d’échelle. L’étude des propriétés de la carte brownienne est également un domaine actif.
Il est par exemple connu que, presque sûrement, (m∞, D∗) est de dimension de Hausdorff 4
[101] et homéomorphe à la sphère [106,115] (voir Fig. 4.2 pour une simulation). Par ailleurs, par
passage du discret au continu, le Théorème 4.1.1 implique que la carte brownienne vérifie une
propriété d’invariance par réenracinement uniforme, ce qui a permis de montrer que (m∞, D∗)
est la limite d’échelle de diverses autres familles de cartes aléatoires, comme les cartes biparties
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à nombre d’arêtes fixé [1], les cartes générales à nombre d’arêtes fixé [33], les triangulations et
quadrangulations simples [3] (c’est-à-dire sans boucles ni arêtes multiples), les quadrangula-
tions sans sommet de degré 1 [19].

Depuis, une partie de ces résultats ont été étendus pour des cartes à bord ou en genre supé-
rieur [29,30,32,34].

Mentionnons également qu’une autre classe d’universalité a été identifiée par Le Gall &
Miermont [104] pour des cartes aléatoires appelées cartes stables, qui sont choisies au hasard
avec des poids de Boltzmann favorisant l’apparition de grandes faces (le degré d’une face ty-
pique y appartient essentiellement au domaine d’attraction d’une loi stable), et dont le dual
possède des propriétés géométriques intéressantes [44].

Limites locales. Au lieu de s’intéresser à la géométrie d’une grande carte aléatoire dans sa
« globalité », il peut être pertinent de ne regarder qu’à horizon fini de la racine. Plus précisé-
ment, si M est une carte et si pour tout entier r > 0 on note Br(M) la carte formée par toutes
les faces de M qui ont au moins un sommet à distance de graphe au plus r − 1 de l’origine de
l’arête racine de M. Angel & Schramm [15] ont prouvé qu’il existe une triangulation aléatoire
infinie du plan T∞ (abrégé en UIPT) telle que si Tn est une carte aléatoire choisie uniformément
parmi toutes les triangulations à n sommets, alors pour tout entier r > 1,

Br(Tn)
(d)−−−→
n→∞ Br(T∞). (4.1)

On dit que T∞ est la limite locale de Tn (en toute rigueur, pour le résultat d’Angel & Schramm il
faut se restreindre aux triangulations qui n’ont pas de boucles). Cette convergence a été étendue
par Krikun [92] pour les quadrangulations, par Björnberg & Stefánsson [36] pour les cartes aléa-
toires biparties de Boltzmann et par Stephenson [131] dans le cas général des cartes aléatoires
de Boltzmann.

On peut donc voir l’UIPT comme un réseau infini aléatoire, et étudier sa géométrie. Men-
tionnons par exemple le résultat frappant de Gurel-Gurevich & Nachmias [72], qui prouvent
que T∞ est presque sûrement récurrent pour la marche aléatoire simple.

Principales techniques. Pour étudier les limites d’échelle, de multiples bijections entre cartes
et objets plus simples jouent un rôle clé, voir par exemple [40,47,50] pour des bijections entre
cartes et arbres étiquetés, et [71] pour un aperçu d’autres types de bijections entre cartes et
arbres bourgeonnants. Pour étudier les limites locales de cartes aléatoires, l’épluchage, intro-
duit dans [12,137] (voir aussi [43] pour une variante), joue également un rôle crucial. L’éplu-
chage permet essentiellement d’explorer de manière markovienne une grande carte aléatoire,
en découvrant ses faces une à une de manière algorithmique. Il s’est imposé comme un ou-
til important pour étudier la géométrie de grandes cartes aléatoires, voir par exemple [11–13,
20,52,60,112,126]. L’épluchage a aussi permis de définir des cartes aléatoires « hyperboliques »
[14,53], et a été une inspiration pour l’introduction du QLE [117].

4.1.2 Cas particulier des triangulations

Comme nos travaux [26,59] s’intéressent principalement aux grandes triangulations (éven-
tuellement à bord), nous présentons ici quelques éléments bien connus qui concernent leur
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énumération.
Pour p > 1, une triangulation du p-gone est par définition une carte planaire (finie ou infinie)

dont toutes les faces sont des triangles, sauf éventuellement celle à la droite de l’arête racine,
appelée face externe, qui est une face simple (sans points de pincement) de périmètre p. On note
Tn,p l’ensemble des triangulations du p-gone avec n sommets internes. Donnons maintenant
quelques résultats concernant leur énumération qui jouent un rôle important dans les travaux
[26,59] (voir [60, Section 6.1] et [93] pour des preuves). Tout d’abord, pour n > 0, p > 1 avec
(n, p) 6= (0, 1) :

#Tn,p = 4n−1p (2p)! (2p+ 3n− 5)!!
(p!)2 n! (2p+ n− 1)!!

∼
n→∞ C(p) (12

√
3)n n−5/2, (4.2)

où

C(p) =
3p−2 p (2p)!
4
√

2π (p!)2
∼

p→∞
1

36π
√

2
√
p 12p.

On peut remarquer que #T0,1 = 0. D’autre part, pour (n, p) = (0, 2), la formule exacte (4.2)
donne #T0,2 = 1. Ceci est correct à condition de décréter que, par convention, le seul élément de
T0,2 est la carte planaire enracinée qui consiste d’une seule arête orientée entre deux sommets,
qu’on voit comme triangulation du 2-gone. Cette carte particulière est appelée triangulation
triviale. Par ailleurs, il existe une bijection naturelle entre les triangulations à n sommets et les
triangulations du 1-gone avec n− 1 sommets internes (qui consiste essentiellement à dupliquer
l’arête racine, voir [93, Section 1.3]). Dans la suite, on pourra donc identifier les triangulations
avec les des triangulations du 1-gone.

L’exposant 5/2 apparaissant dans (4.2) est typique dans l’énumération des cartes planaires.
En particulier,

Z(p) :=

∞∑
n=0

( 1
12
√

3

)n
#Tn,p <∞, p > 1.

L’expression de Z(p) est également explicite. En effet, Z(p) = 6p (2p−5)!!
8
√

3p! si p > 2 et Z(1) = 2−
√

3
4 .

De plus, ∞∑
p=0

Z(p+ 1) xp =
1
2
+

(1 − 12x)3/2 − 1
24
√

3x
, x ∈ [0, 1/12]. (4.3)

Triangulations aléatoires du p-gone. Pour p > 1, la loi de Boltzmann (critique) du p-gone
(aussi appelée distribution libre dans [15]) est par définition la mesure de probabilité sur l’en-
semble

⋃
n>0 Tn,p qui assigne une probabilité (12

√
3)−nZ(p)−1 à chaque triangulation de Tn,p.

Ainsi, la quantité Z(p) peut être vue comme la fonction de partition associée. Par ailleurs,
comme les triangulations du 1-gone sont en bijection avec les triangulations planaires, la loi de
Boltzmann du 1-gone se transporte en une loi de Boltzmann sur les triangulation planaires. De
manière équivalente, cette mesure de probabilité assigne une masse (12

√
3)1−nZ(1)−1 à chaque

triangulation planaire avec n sommets.
Il est également possible de définir l’équivalent de l’UIPT pour des triangulations du p-

gone. Plus précisément, pour tout p > 1, il existe une carte aléatoire infinie T (p)∞ telle que si T (p)n
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est une carte aléatoire choisie uniformément au hasard dans Tn,p, alors la convergence

T (p)n

(d)−−−→
n→∞ T (p)∞

a lieu en loi pour la topologie locale. La carte aléatoire infinie T (p)∞ est appelée UIPT du p-gone.
Comme précédemment, pour p = 1, T (1)∞ peut être vue comme l’UIPT introduite précédemment.

Rigidité. Un des avantages à travailler avec des triangulations réside dans leur rigidité. Pour
énoncer cette propriété, nous avons d’abord besoin de définir la notion de triangulation à trous.
Par définition, une triangulation à trous est une carte où toutes les faces sont des triangles,
sauf éventuellement la face externe (celle située immédiatement à droite de l’arête racine) et
d’autres faces distinguées (possiblement aucune), appelées trous, et dont les bords sont des
cycles simples qui n’ont pas d’arêtes en commun (mais peuvent avoir des sommets en com-
mun, ainsi que des arêtes en commun avec la face externe). Par convention, la face externe n’est
pas un trou. Les bords des trous d’une triangulation à trous sont appelés cycles et on parlera
indifféremment de la longueur ou du périmètre d’un cycle. Implicitement, une arête orientée est
distinguée sur chaque cycle, ce qui permet de coller une triangulation à trous h dont la face
externe a périmètre p à l’intérieur d’un cycle C de périmètre p de manière canonique en collant
la face externe de h sur C en identifiant leurs racines.

Si h et h ′ sont deux triangulations à trous, on dit que h est une sous-triangulation de h ′, et on
note h ⊂ h ′, si h ′ peut être obtenue à partir de h en collant des triangulations à trous à l’intérieur
de certains trous de h (avec la convention que coller la triangulation triviale à l’intérieur d’un
2-gone revient à refermer le 2-gone). On parlera de manière équivalente de « collage » ou de
« remplissage ».

Il est facile de voir que deux manières différentes de remplir les trous d’une triangulation à
trous (par d’autres triangulations à trous) donne toujours des triangulations à trous différentes
(voir [15, Definition 4.7]). Ainsi, si h et h ′ sont deux triangulations à trous telles que h ⊂ h ′, alors
h ′ est obtenu en remplissant certains trous de h de manière unique. On dit que les triangulations
à trous sont rigides.

4.2 Percolation sur l’UIPT [59]

Dans l’article [59], écrit en collaboration avec Nicolas Curien, nous nous intéressons à la
géométrie des bords de composantes connexes de percolation par sites sur l’UIPT. Une motiva-
tion provient du fait qu’une manière de comprendre la structure d’un graphe aléatoire consiste
à l’étudier décoré par un modèle de physique statistique (par exemple une marche aléatoire
auto-évitante, un modèle de percolation, un modèle d’Ising, un modèle de Potts, etc.). En gra-
vité quantique, on parle de couplage entre la gravité (matérialisée par la surface, ou une carte
dans notre cas) et la matière (matérialisée par le modèle de physique statistique).

Plus précisément, conditionnellement à l’UIPT, on considère une percolation par sites en
coloriant ses sommets indépendamment en blanc avec probabilité a ∈ (0, 1) et en noir avec
probabilité 1−a. Ce modèle a été étudié par Angel [12], qui a en particulier prouvé que presque
sûrement (en l’aléa de l’UIPT), le paramètre critique vaut ac = 1/2 en utilisant l’exploration par
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épluchage de l’UIPT (voir aussi [13,52,112,126] pour d’autres travaux qui étudient différents
modèles de percolation sur des cartes aléatoires en utilisant l’épluchage).

On conditionnera toujours l’arête racine de l’UIPT à être de la forme ◦ → •, ce qui per-
met de considérer l’interface de percolation passant à travers la racine. La composante connexe
(blanche) de la racine est par définition l’ensemble de tous les sommets blancs (et des arêtes qui
les relient) auxquels on peut arriver depuis l’origine de l’arête racine en n’empruntant que des
sommets blancs. On note H◦a sa boule complétée, qui est obtenu en complétant ses « trous »,
à l’exception de celui qui contient la cible de l’arête racine (voir Fig. 4.3). Ce dernier trou est
appelé l’extérieur de la composante connexe de la racine. Finalement, on note ∂H◦a le bord de
H◦a, qui est par définition le graphe formé par les sommets et arêtes de H◦a adjacents à son
extérieur, voir Fig. 4.3 (ainsi, ∂H◦a est formé de cycles discrets reliés par des points de pince-
ment). Le périmètre (ou longueur) de ∂H◦a, noté #∂H◦a, est le nombre de demi-arêtes de ∂H◦a
appartenant à son extérieur. Angel [12] a prouvé que pour tout a ∈ (0, 1), le périmètre de ∂H◦a
est toujours fini presque sûrement (intuitivement, s’il était infini, cela impliquerait la coexis-
tence d’une composante connexe blanche et d’une composante connexe noire, ce qui n’est pas
possible).

FIGURE 4.3 – À gauche, une partie de l’UIPT avec une percolation par sites, avec
une représentation de l’interface de percolation traversant l’arête racine ainsi que la
boule complétée de la composante connexe de la racine. À droite, le bord de cette
boule complétée est représenté en gras et a pour périmètre 16.

Une des contributions de [59] est d’obtenir un équivalent asymptotique explicite de la pro-
babilité que l’interface de percolation traversant l’arête racine ait un grand périmètre fixé dans
le cas critique.

Pour a = ac = 1/2, on a

P (#∂H◦1⁄2 = n) ∼
n→∞

3
2 · |Γ(−2/3)|3

· n−4/3,

où Γ est la fonction Gamma d’Euler.

Théorème 16 (Theorem 1.1. dans [59]).
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L’idée principale consiste à utiliser une opération chirurgicale inspirée de Borot, Bouttier &
Guitter [38,39], qui permet de représenter l’UIPT comme deux deux triangulations à bords non
simples, l’une avec des sommets noirs sur le bord et l’autre avec des sommets blancs sur le
bord, collés ensemble grâce à un « collier » (voir Fig. 4.4).

FIGURE 4.4 – À gauche, une partie de l’UIPT avec une percolation par sites, où
est représentée l’interface de percolation traversant l’arête racine. À droite, les deux
triangulations à bords non simples (représentées en gris) sont collées ensemble
grâce au collier (représenté en hachuré).

Nous utilisons ensuite une représentation arborescente des composantes 2-connexes de ∂H◦a
(voir Fig. 4.5) en identifiant la loi de l’arbre dual de ∂H◦a comme étant celle d’un loi d’un BGW
arbre à deux types. Ici, les formules explicites des fonctions génératrices de la Section 4.1.2, et
en particulier (4.3), jouent un rôle crucial. Pour étudier cet arbre à deux types, nous utilisons
une bijection due à Janson & Stefánsson [77] qui nous permet de nous ramener à l’étude d’un
BGW arbre à un type.

FIGURE 4.5 – De gauche à droite : une triangulation à bord non simple, son bord et
son arbre dual à deux types.

Cette approche nous donne également la possibilité de comprendre la structure probabi-
liste du bord ∂H◦a de la composante connexe de l’origine et d’identifier ses limites d’échelle
vue comme espace métrique compact (pour la topologie de Gromov–Hausdorff) lorsque son
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périmètre tend vers l’infini. En particulier, dans le cas critique a = 1/2, cette limite d’échelle
est L3/2, l’arbre à boucles stable d’indice 3/2 introduit dans la Section 1.3.1. Dans le cas sous-
critique a < 1/2, la limite est un multiple de l’arbre brownien d’Aldous Te, et dans le cas
sur-critique a > 1/2 la limite est un multiple du cercle unité C1 :=

1
2π · S1.

Pour tout a ∈ (0, 1) et n > 1, on note ∂H◦a(n) le bord ∂H◦a(n), conditionnellement à ce que
H◦a soit fini et à ce que le périmètre de ∂H◦a soit n.

Il existe une constante Ca > 0 telle que les convergences suivantes aient lieu en loi
pour la topologie de Gromov–Hausdorff :

(i) si 1/2 < a < 1, n−1 · ∂H◦a(n)
(d)−−−→
n→∞ Ca · C1,

(ii) si a = ac = 1/2, n−2/3 · ∂H◦a(n)
(d)−−−→
n→∞ 31/3 ·L3/2,

(iii) si 0 < a < 1/2, n−1/2 · ∂H◦a(n)
(d)−−−→
n→∞ Ca · Te.

Théorème 17 (Theorem 1.2. dans [59]).

Mentionnons que les constantes Ca sont explicites (ceci provient du fait que les fonctions
génératrices des BGW arbres en jeu sont explicites grâce aux formules explicites de la Section
4.1.2) ; en particulier

Ca ∼
a↓1/2

2√
3
·
(
a−

1
2

)
et Ca ∼

a↑1/2

33/4

8
·
(

1
2
− a

)−1/2

.

Perspectives. On pourrait s’intéresser aux différentes limites d’échelle possibles pour ∂H◦an(n)
lorsque a dépend de n et an → ac. Dans une autre direction, il serait intéressant d’étendre le
point (ii) à d’autres modèles de boucles critiques (comme le modèle O(n), voir [59, Sec. 5.3], ou
le modèle FK [22]).

4.3 Parcours en profondeur de triangulations à bord [26]

Soit t une triangulation à bord. La hauteur d’un sommet de t et sa distance de graphe au
bord de t. Pour tout entier r > 0, on note Br(t) la boule de rayon r de t, qui est la triangulation à
trous obtenue en gardant toutes les faces de t qui ont au moins un sommet de hauteur au plus
r − 1 dans t, avec cependant une opération additionnelle : si une arête relie deux sommets de
hauteur r qui n’appartiennent pas à un même cycle, nous la dédoublons pour garder un 2-gone
à l’intérieur (voir Fig. 4.6 pour un exemple). On rappelle que les cycles d’une triangulation à
trous sont les bords de ses trous.
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1

0

2

3

4

FIGURE 4.6 – Exemple d’une triangulation du 4-gone (la face externe étant hachu-
rée) avec sa boule de rayon 2. Ici, les arêtes reliant deux sommets à hauteur 2 qui
n’appartiennent pas au même cycle sont dédoublées en un 2-gone (en vert foncé).

Soit T (p) une triangulation aléatoire de Boltzmann du p-gone (cette loi a été introduite à la
fin de la Section 4.1.2). L’article [26], écrit en collaboration avec Jean Bertoin et Nicolas Curien,
s’intéresse aux longueurs des cycles de Br(T (p)) rangés dans l’ordre décroissant, qu’on note

L(p)(r) :=
(
L
(p)
1 (r), L

(p)
2 (r), . . .

)
,

et prouve un principe d’invariance fonctionne lorsque p→∞ pour le processus L(p) = (L(p)(r), r >
0) convenablement mis à l’échelle, dans l’espace

`↓3 :=

{
x = (xi)i∈N : x1 > x2 > · · · > 0 et

∞∑
i=1

x3
i <∞

}
des suites décroissantes de cube sommable.

4.3.1 Résultat principal

Nous commençons par introduire plusieurs notations qui vont permettre de décrire le pro-
cessus limite. Pour tout q > 0, on pose

Ψ(q) := −
8
3
q+

∫ 1

1/2
(xq − 1 + q(1 − x))

(
x(1 − x)

)−5/2dx.

Le changement de variable x = exp(y) dans cette intégrale permet de voir Ψ comme l’exposant
de Laplace d’un processus de Lévy spectralement négatif ξ. Comme Ψ ′(0) = E[ξ(1)] < 0, ξ
dérive vers −∞. En utilisant la transformation de Lamperti, on construit alors un processus de
Markov auto-similaire comme dans la partie 3.2 avec γ = 1/2 ; plus précisément, on pose

I∞ =

∫∞
0
eξ(s)/2 ds.

Comme ξ dérive vers −∞, on a I∞ <∞ p.s. On définit ensuite

τ(t) = inf
{
u > 0 :

∫u
0

eξ(s)/2ds > t
}
, t > 0
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avec la convention inf ∅ =∞, c’est-à-dire τ(t) =∞ pour t > I∞. On pose finalement

X(t) := exp (ξ(τ(t))) , t > 0,

(avec la convention exp (ξ(∞)) = 0).
On utilise X pour définir un processus de croissance-fragmentation auto-similaire à dislo-

cations binaires au sens de [23]. Informellement, on voit X(t) comme la taille d’une particule
ou cellule typique d’âge t, et on considère l’évolution suivante. Au temps t = 0, on commence
avec une seule cellule de taille X(0) = 1 et dont la taille évolue suivant le processus X. On
interprète chaque saut négatif de X comme une division de la cellule, en ce ce sens que si
∆X(t) := X(t) − X(t−) = −y < 0, la cellule se divise au temps t en une cellule mère et en
une cellule fille. Après cette division, la cellule mère a taille X(t) et la cellule fille a taille y,
et l’évolution de la taille de la cellule fille est gouvernée par la loi du même processus auto-
similaire X (mais issu bien entendu de y) de manière indépendante de tous les autres processus
d’évolution. On itère cette construction pour les petits-enfants, petits-petits-enfants et ainsi de
suite.

En utilisant les résultats de [23], il est possible de vérifier qu’alors la famille des tailles des
cellules présentes dans le système à l’instant t est de cube sommable (et même dans `q pour tout
q > 3/2), et peut donc être rangée en une suite décroissante pour obtenir une variable aléatoire
à valeurs dans `↓3 et notée X(t) = (X1(t), X2(t), . . .). Le processus X = (X(t) : t > 0) est càdlàg (il
est même càdlàg dans `↓q pour tout q > 2), et est appelé processus de croissance-fragmentation
auto-similaire d’indice −1/2 (car pour tout c > 0, le processus(cX(c−1/2t), t > 0) a la même loi
que X issu de (c, 0, 0, . . .)), associé au processus de Lévy spectralement négatif ξ d’exposant de
Laplace Ψ.

Pour citer notre résultat principal, nous introduisons également les constantes

t41 =

√
3

8
√
π
, a41 =

1
2
√

3
.

En effet, on s’attend à ce que le processus X soit universel, en ce sens qu’il apparaît que le
résultat suivant s’applique à une large classe de cartes aléatoires, avec pour seule différence la
constante apparaissant dans le changement de temps, qui dépend du modèle considéré.

On rappelle que T (p) est une triangulation de Boltzmann du p-gone et que L(p)(r) désigne
la suite des longueurs des cycles de Br(T (p)) rangés dans l’ordre décroissant.

La convergence(
1
p
· L(p)

(
r
√
p
)
: r > 0

)
(d)−−−→
p→∞

(
X
(

2t41

a41
· r
)

: r > 0
)

a lieu en loi dans l’espace des fonctions càdlàg à valeurs dans `↓3 muni de la topologie
J1 de Skorokhod.

Théorème 18 (Theorem 1 dans [26]).
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Le processus de croissance-fragmentation X est caractérisé par son indice d’auto-similarité
−1/2 et par sa fonction malthusienne

κ(q) =
4
√
π

3
· Γ(q− 3

2)

Γ(q− 3)
, q > 3/2.

4.3.2 Épluchage branchant

Dans la littérature, l’épluchage de l’UIPT est généralement vu comme une suite de triangu-
lations avec éventuellement un seul trou, partant de la racine de l’UIPT, et obtenus successive-
ment par ajout de faces adjacentes à la frontière de la région explorée, mais en « complétant »
les trous qui ne contiennent pas l’infini de l’UIPT (on sait que l’UIPT n’a qu’un seul bout).

Cependant, dans notre cas, nous travaillons avec des triangulations finies et ne complé-
tons pas les trous, de sorte qu’à chaque étape, il est potentiellement possible d’ajouter une face
adjacente à la frontière de plusieurs trous. Pour cette raison, nous appelons cette exploration
un processus d’épluchage branchant. Comme celui-ci diffère de l’épluchage usuel de l’UIPT, nous
donnons ici quelques précisions supplémentaires concernant sa définition.

Si h est une triangulation à trous, on note C(h) l’union de ses cycles. Un processus d’éplu-
chage branchant dépend d’une fonction A, appelée algorithme d’épluchage, qui associe à chaque
triangulation finie à trous h une arête de C(h) ∪ {†}, où † est un point cimetière qui représente
l’arrêt de l’épluchage. En particulier, si h n’a pas de trous (et alors h est une triangulation du
p-gone), on a A(h) = †.

Si h ⊂ t est une triangulation à trous et si e est une arête appartenant à un cycle C de h,
la triangulation à trous he obtenue en épluchant l’arête e est définie comme suit. Tout d’abord,
soit t(C ) la triangulation à bord collée à l’intérieur de C dans t.

— Événement V : La triangulation t(C ) est la triangulation triviale (ce qui ne peut arriver que
pour p = 2). Alors he est obtenue à partir de h en fermant ce 2-cycle (voir l’illustration
tout à droite de Fig. 4.7).

Sinon, soit4e le triangle adjacent à e dans t(C ). Alors he est essentiellement obtenue à partir de
h en « collant »4e sur e à l’intérieur du trou délimité C . Plus précisément, si p est le périmètre
de C , deux cas de figure se présentent :

— Événement C : le troisième sommet de4e n’appartient pas au cycle C . Alors he est obtenue
à partir de h en collant un nouveau triangle sur e (voir l’illustration tout à gauche de
Fig. 4.7).

— Événement Gk : le troisième sommet We de 4e appartient au cycle C ; soit alors k ∈
{0, 1, . . . , p − 1} le nombre d’arêtes entre We e te (dans le sens horaire). Alors he est ob-
tenue à partir de h en collant un nouveau triangle sur e et en identifiant son troisième
sommet uniquement avecWe (voir l’illustration au milieu de Fig. 4.7).

Sur l’événement Gk, il est important que les deux autres arêtes du nouveau triangle ne soient
jamais collés à une arête de C , de sorte que le cycle C de h de périmètre p soit toujours coupé en
deux cycles de périmètres k+ 1 et p− k. En particulier, lorsque k = 0 ou k = p− 1, une boucle
est créée, et lorsque k = 1 ou k = p − 2, un cycle de longueur 2 est créé (qui peut en fait être
vide dans t).
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p+ 1

?

k + 1

p− k

e e

e

FIGURE 4.7 – De gauche à droite : illustration des trois événements possibles C, Gk
(dans ce cas k + 1 et p − k représentent les périmètres des deux nouveaux cycles)
et V lors de l’épluchage d’une arête.

Formellement, si t est une triangulation (finie ou infinie) à bord, le processus d’exploration
branchant de t avec algorithme A est par définition la suite de triangulations à trous

H0(t) ⊂ H1(t) ⊂ · · · ⊂ Hn(t) ⊂ · · · ⊂ t,

obtenue comme suit :

— la triangulation à trous H0(t) est formée du bord de t. Autrement dit, c’est un cycle simple
de même périmètre que le bord de t, avec une arête orientée distinguée avec la face externe
à sa droite et un trou à sa gauche.

— Pour tout i > 0, si A(Hi(t)) 6= †, alors la triangulation Hi+1(t) est obtenue à partir de
Hi(t) en épluchant l’arête A(Hi(t)). Si A(Hi(t)) = †, alors Hi+1(t) = Hi(t) et le processus
s’arrête.

Le résultat qui suit décrit la loi de la triangulation à trous obtenue après n étapes d’éplu-
chage en partant d’une triangulation de Boltzmann du p-gone et de l’UIPT du p-gone, et est
valable pour n’importe que algorithme d’épluchage A. Dans l’énoncé suivant, on travaille sur
l’espace canoniqueΩ de toutes les triangulations (finies ou infinies) à trous muni de la tribu bo-
rélienne de la topologie locale, et les notations P(p) et P(p)∞ désignent respectivement la loi d’une
triangulation de Boltzmann du p-gone et la loi de l’UIPT du p-gone. Finalement, rappelons que
les constantes C(p) et Z(p) ont été introduites dans la Section 4.1.2.
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Soient p > 1 et n > 0. On considère une triangulation à trous h telle qu’il existe
une triangulation t du p-gone avec Hn(t) = h. Notons `1, `2, . . . , `k les périmètres des
cycles de h, et soitN le nombre de sommets internes de h (c’est-à-dire non adjacents à
la face externe). Alors

P(p)(Hn = h) =
(12
√

3)−N

Z(p)

k∏
i=1

Z(`i)

et

P(p)∞ (Hn = h) =
(12
√

3)−N

C(p)

(
k∏
i=1

Z(`i)

)(
k∑
j=1

C(`j)

Z(`j)

)
.

Proposition 19 (Proposition 3 dans [26]).

Ce résultat se prouve simplement en utilisant le comportement asymptotique des quantités
introduites dans la Section 4.1.2. La loi des triangulations remplissant les trous de Hn est éga-
lement connue : sous P(p) et conditionnellement à {Hn = h}, les triangulations qui remplissent
les trous de h dans t sont des triangulations de Boltzmann à bord. De plus, sous P(p)∞ et condi-
tionnellement à {Hn = h}, les triangulations qui remplissent les trous de h à l’intérieur de t sont
indépendantes et sont des triangulations de Boltzmann à bord, à l’exception du J-ième trou qui
contient l’UIPT d’un `J-gone, où l’indice J est choisi indépendamment au hasard proportion-
nellement à C(`·)/Z(`·).

La Proposition 4.3.2 permet d’identifier les valeurs des probabilités des événements V, C, Gk
(voir [26, Sec. 2.4]), appelées aussi probabilités de transition du processus d’épluchage.

Une autre conséquence intéressante de la Proposition est que si Fn la filtration engendrée
par H0, . . . ,Hn (sur l’ensemble triangulations à trous du p-gone), et si (`1(n), . . . , `i(n), . . .) est
la suite des périmètres des cycles de Hn (énumérés dans un ordre quelconque), alors, sous P(p),

Mn =
∑
i>1

C(`i(n))

Z(`i(n))
(n > 0) (4.4)

est une martingale positive relativement à la filtration (Fn). De plus, cette martingale peut être
vue comme la dérivée de Radon–Nikodym du processus d’exploration par épluchage de l’UIPT
du p-gone par rapport à la même exploration d’une triangulation de Boltzmann du p-gone (ceci
est très similaire au fait qu’un BGW arbre critique conditionné à survivre peut être localement
vu comme la loi d’un BGW critique biaisé par la taille de ses générations). En pratique, cette
vision peut être utile pour transférer des calculs concernant les triangulations de Boltzmann du
p-gone à des calculs similaires sur l’UIPT du p-gone.

4.3.3 Étapes principales de la preuve du Théorème 18

La preuve du Théorème 18 se fait essentiellement en trois grandes étapes que nous décrivons
maintenant, et nous renvoyons à [26] pour les détails.
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4.3. Parcours en profondeur de triangulations à bord [26]

Limite d’échelle de l’évolution du localement plus grand cycle. Lors d’un épluchage bran-
chant de l’UIPT du p-gone, un cycle joue un rôle privilégié, à savoir celui qui sépare la face
externe de l’infini. L’évolution de son périmètre et sa limite d’échelle ont été étudiés en détails
dans [60]. Cependant, dans le cas des triangulations de Boltzmann du p-gone, aucun cycle ne
joue de rôle privilégié. Il est néanmoins possible de suivre l’évolution d’un cycle distingué en
suivant le localement plus grand cycle à chaque étape d’épluchage. Plus précisément, consi-
dérons un processus d’épluchage branchant d’une triangulation du p-gone. Au début, le cycle
distingué C ∗(0) est le cycle de longueur p. Ensuite, par récurrence, si le cycle distingué a changé
n fois, on attend que le processus d’exploration épluche une arête appartenant à C ∗(n). Le cycle
C ∗(n) donne alors naissance soit à un nouveau cycle, soit à deux nouveaux cycles. Dans le pre-
mier cas, C ∗(n+ 1) est le nouveau cycle, et dans le deuxième cas, C ∗(n+ 1) est le plus long des
deux nouveaux cycles (avec une convention déterministe pour choisir si les longueurs sont les
mêmes). Nous renvoyons à [26, Sec. 2.5] pour une définition formelle.

Si L̃(n) désigne la longueur de C ∗(n), la Proposition 4.3.2 permet de voir que sous P(p),
(L̃(n) : n > 0) est une chaîne de Markov sur les entiers positifs, issue de p et absorbée en 0,
avec des probabilités de transitions explicites faisant intervenant les constantes (Z(k)). On peut
alors vérifier par le calcul que les hypothèses du Théorème 15 sont satisfaites, ce qui permet
d’obtenir un théorème d’invariance fonctionnel pour (L̃(n) : n > 0) sous P(p).

Insistons sur le fait que ceci est valable pour des algorithmes d’épluchage très généraux.

Épluchage par couches. Pour obtenir une information sur les cycles de (Br(T
(p)) : r > 0),

nous choisissons un algorithme d’épluchage particulier appelé épluchage par couches. Celui-ci
vérifie la propriété que si t est une triangulation du p-gone, la suite de triangulations à trous
(Br(T

(p)) : r > 0) peut être obtenue à partir de la suite des triangulations à trous obtenus à partir
de t par épluchage par couches le long d’une sous-suite prise à des temps d’arrêt (voir [26] pour
une définition formelle). En adaptant les arguments de [60] (qui, très grossièrement, permettent
d’estimer le temps mis par l’exploration à explorer une couche), nous en déduisons un principe
d’invariance fonctionnel pour le périmètre du localement plus grand cycle apparaissant dans
(Br(T

(p)) : r > 0).

Fin de preuve. Il reste à obtenir un principe d’invariance fonctionnel pour tous les cycles
apparaissant dans (Br(T

(p)) : r > 0), et pas seulement pour celui qui est localement le plus
grand. Pour cela, nous utilisons un argument de troncature. Plus précisément, les techniques
expliquées précédemment permettent de contrôler l’évolution de tous les périmètres des cycles
d’un processus d’exploration branchant où les cycles de périmètre plus petit que εp ne sont pas
explorés (on dit qu’ils sont gelés), ce qui fournit un contrôle de la structure de la triangulation
Cut(T (p), εp) obtenue en gardant les faces de T (p) qui ne sont pas séparées de la face externe de
T (p) par un cycle de longueur plus petite que εp.

La fin de la preuve du Théorème 18 consiste alors à prouver que les cycles appartenant à
(Br(T

(p)) : r > 0) mais qui n’apparaissent pas dans (Br(Cut(T (p), εp)) : r > 0) sont négligeables
au sens de la norme `3, uniformément en p > 1 lorsque ε → 0. Pour cela, la martingale (4.4)
joue un rôle crucial.
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Chapitre 4. Géométrie de grandes cartes aléatoires

FIGURE 4.8 – Illustration de l’argument de troncature. Ici les segments horizontaux
représentent les cycles de Br(T (p)) lorsque r augmente, et les cycles les plus longs
sont les plus foncés. Après troncature, nous ne gardons que les cycles qui ne sont
pas séparés de la face externe par un cycle de longueur εp. Les cycles qui ne sont
pas gardés sont représentés en rose, et la valeur de ε diminue de gauche à droite.

4.3.4 Perspectives

Il serait tout d’abord très intéressant de reconstruire la carte brownienne à partir du pro-
cessus de croissance-fragmentation X. Dans un autre genre d’idées, le Théorème 18 rappelle
en quelque sorte le processus de fragmentation apparaissant dans la fragmentation par hau-
teurs de l’arbre brownien d’Aldous [24,135]. Depuis, il a été observé que des processus de
fragmentation surviennent de manière similaire pour d’autres familles d’arbres aléatoires (voir
par exemple [114]). Dans cette direction, il serait ainsi intéressant d’étendre le Théorème 18 à
d’autres familles de cartes aléatoires, voire de surfaces. Un candidat plausible serait le dual des
cartes stables de Le Gall & Miermont [104], mais où le processus de croissance-fragmentation
pourrait avoir des sauts positifs, traduisant l’existence de « hubs » ou sommets de très grands
degrés.
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