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Grands arbres aléatoires

Rappel : arbres de BGW

Soit p une probabilité sur N telle que n(0) + (1) <1let ) 5okp(k) < 1.
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Soit p une probabilité sur N telle que n(0) + (1) <1let ) 5okp(k) < 1.

On pose, pour tout T € T,
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Figure: Ces deux arbres ont la méme probabilité p(3)p(1)?pr(0)3.
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Grands arbres aléatoires

Rappel : arbres de BGW

Soit p une probabilité sur N telle que n(0) + (1) <1let ) 5okp(k) < 1.

On pose, pour tout T € T,

Pu(t) = [T mike)

ueT

Figure: Ces deux arbres ont la méme probabilité p(3)p(1)?pr(0)3.

AN~ P, définit bien une probabilité sur T.
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Codage par des marches aléatoires

II. CODAGE PAR DES MARCHES ALEATOIRES
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L’ordre lexicographique
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Codage par des marches aléatoires

L’ordre lexicographique

On étiquette les sommets d'un arbre .
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Codage par des marches aléatoires

L’ordre lexicographique
On étiquette les sommets d'un arbre T. On considére ensuite ses sommets

ordonnés dans |'ordre lexicographique : u(0) < u(l) < --- < u(|t|—1), ot |T|
est la taille T.
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Codage par des marches aléatoires

L’ordre lexicographique

On étiquette les sommets d'un arbre T. On considére ensuite ses sommets
ordonnés dans |'ordre lexicographique : u(0) < u(l) < --- < u(|t|—1), ot |T|
est la taille T.
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Codage par des marches aléatoires

La marche de £ukasiewicz

La marche de tukasiewicz (Wq(T), W1(7T), ..., W, /(T)) d'un arbre T est définie
par :
(i) Wo(T) =0,
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Codage par des marches aléatoires

La marche de £ukasiewicz

La marche de tukasiewicz (Wq(T), W1(7T), ..., W, /(T)) d'un arbre T est définie
par :

(i) Wo(t) =0,

(i) Wipi(t) —Wyi(1) = [nombre d'enfants de u(i)} —1pour 0 <1< 1] —1.
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Codage par des marches aléatoires

La marche de £ukasiewicz

La marche de tukasiewicz (Wq(T), W1(7T), ..., W, /(T)) d'un arbre T est définie
par :

(i) Wo(t) =0,

(i) Wipi(t) —Wyi(1) = [nombre d'enfants de u(i)} —1pour 0 <1< 1] —1.
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Codage par des marches aléatoires

La marche de £ukasiewicz

La marche de tukasiewicz (Wq(T), W1(7T), ..., W, /(T)) d'un arbre T est définie
par :

(i) Wo(t) =0,

(i) Wipi(t) —Wyi(1) = [nombre d'enfants de u(i)} —1pour 0 <1< 1] —1.

>

—t ———+—+—+—+—+—+——
12345678910]11213141.5

AN~ Fait : Wi(t) > 0 pour tout 0 <1< [1] —1, et W (1) = —1.
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Codage par des marches aléatoires

La marche de £uKasiewicz d'un BGW arbre

Soit (Wj)i>o une marche aléatoire sur Z telle que Wy =0 et
P(W;=1) =u(i+1) pouri> —1.
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Codage par des marches aléatoires

La marche de £uKasiewicz d'un BGW arbre

Soit (Wj)i>o une marche aléatoire sur Z telle que Wy =0 et
P(W;=1) =u(i+1) pouri> —1.
On pose

Cl = mf{n > 1: Wn — —].}
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Codage par des marches aléatoires

La marche de £uKasiewicz d'un BGW arbre

Soit (Wj)i>o une marche aléatoire sur Z telle que Wy =0 et
P(W;=1) =u(i+1) pouri> —1.
On pose

Cl = mf{n > 1: Wn — —].}

Théoreme.

La marche de tukasiewicz d'un BGW, arbre a la méme loi que
(Wo, W4, ..., W¢.).
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Codage par des marches aléatoires

La marche de £uKasiewicz d'un BGW arbre

Soit (Wj)i>o une marche aléatoire sur Z telle que Wy =0 et
P(W;=1) =u(i+1) pouri> —1.
On pose

Cl = mf{n > 1: Wn — —].}

Théoreme.

La marche de tukasiewicz d'un BGW, arbre a la méme loi que
..... W¢.).

Corollaire

(1) La taille d’'un BGW,, arbre a la méme loi que ¢; : P(|7]=n) =P ({ =n).
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Codage par des marches aléatoires

La marche de £uKasiewicz d'un BGW arbre

Soit (Wj)i>o une marche aléatoire sur Z telle que Wy =0 et
P(W;=1) =u(i+1) pouri> —1.
On pose

Cl = mf{n > 1: Wn — —].}

Théoreme.

La marche de tukasiewicz d'un BGW, arbre a la méme loi que
(Wo, W4, ..., W¢.).

Corollaire

(1) La taille d’'un BGW,, arbre a la méme loi que ¢; : P(|7]=n) =P ({ =n).

(2) Si T, est BGW,, arbre conditionné a avoir n sommets, (Wi (7} ))ogic<n @

la méme loi que la marche aléatoire (W )o<i<n, conditionnée a toucher —1
pour le premiére fois a I'instant n.
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Codage par des marches aléatoires

Bias de la marche aléatoire sous-jacente

Point clé : la (W})i>o une marche aléatoire sur Z telle que Wy =0 et
P(W;=1) =u(i+1) pour i > —1 vérifie :

EWl=) ipi+1) =) (i—1p{i)=m-—1

i>—1 i>0

ol m est la moyenne de L.
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Codage par des marches aléatoires

Bias de la marche aléatoire sous-jacente

Point clé : la (W})i>o une marche aléatoire sur Z telle que Wy =0 et
P(W;=1) =u(i+1) pour i > —1 vérifie :

EWl=) ipi+1) =) (i—1p{i)=m-—1

i>—1 i>0

ol m est la moyenne de L.

On montre de méme que la variance de W; est égale a la variance de L.
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Outils pour étudier les marches aléatoires

I1I. OUTILS POUR ETUDIER LES MARCHES ALEATOIRES
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Outils pour étudier les marches aléatoires

1) LE LEMME CYCLIQUE

—==>0 =005
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Le lemme cycligue
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Le lemme cycligue

81(11) = {(x1,....xn) €{-1,0,1,.. b ixy+---+xn =—1}
gg):z{(xl,...,xn)ESQ):Xl—I—---—i—Xj>—1pourtout1<j<n—1}.
2--
1 o o
Oe ® & ®
1 2 3 4 5 6
_'I-- e
_2__
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Le lemme cycligue

81(11) = {(x1,....xn) €{-1,0,1,.. b ixy+---+xn =—1}

Eff) ={(x1,...,%n) € W :X1 4+ - +%; >—1pour tout 1 <j <n—1}
Pour x = (x1,...,Xn) € 8%1) et i € Z/nZ, on pose x'Y = (xi11,..., Xitn)

(addition modulo n)

21
‘]--
Oe :

1T 2 3 4 5 6
-1 ) ) o o
- 21 o o
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Le lemme cycligue

81(11) = {(x1,....xn) €{-1,0,1,.. b ixy+---+xn =—1}

Eff) ={(x1,...,%n) € W :X1 4+ - +%; >—1pour tout 1 <j <n—1}
Pour x = (x1,...,Xn) € 8%1) et i € Z/nZ, on pose x'Y = (xi11,..., Xitn)

(addition modulo n) et

n
2--
14
Oe :
1T 2 3 4 5 6
—1 ° ° ° °
- 21 o o
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Le lemme cycligue

81(11) = {(x1,....xn) €{-1,0,1,.. b ixy+---+xn =—1}

Eff) ={(x1,...,%n) € W :X1 4+ - +%; >—1pour tout 1 <j <n—1}
Pour x = (x1,...,Xn) € 8%1) et i € Z/nZ, on pose x'Y = (xi11,..., Xitn)

(addition modulo n) et

n
2 2
1 1
Oe Oe :

3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
-1 © ® O O —1 ° ) ° °
-2 o O -2 ° °

Igor Kortchemski Arbres et marches aléatoires



Outils pour étudier les marches aléatoires

Le lemme cycligue

81(11) = {(x1,....xn) €{-1,0,1,.. b ixy+---+xn =—1}

8. ={(x1,...,%n) 68%1) :X1 4+ - +%; >—1pour tout 1 <j <n—1}

Pour x = (x1,...,Xn) € 8%1) et i € Z/nZ, on pose x'Y = (xi11,..., Xitn)
(addition modulo n) et

Théoreme (Lemme Cyclique).

Pour tout x € 8%1), on a Card(I,) = 1.
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Application du lemme cycliqgue

Corollaire
OnaP([7]=n)=31P(W, =-1).

n
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Application du lemme cycliqgue

Corollaire

OnaP([7]=n)=31P(W, =-1).

N

N» Deja, P(IT]=n) =P ((; =n).
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Application du lemme cycliqgue

Corollaire

OnaP([7]=n)=31P(W, =-1).

N

AN~ Déja, P (|7 =n) =P ((; =n). Ensuite, si W,; = X; +---+ X, on pose
X, = (Xq,..., Xn).
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Application du lemme cycliqgue

Corollaire

OnalP([7l=n)==P(W,, =-1).

1
n

AN~ Déja, P (|7 =n) =P ((; =n). Ensuite, si W,; = X; +---+ X, on pose
X, = (Xq,..., Xn). Ainsi :

((1=mn}={X, €82}, (W, =—-1}={X, €81},
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Application du lemme cycliqgue

Corollaire

OnalP([7l=n)==P(W,, =-1).

1
n

AN~ Déja, P (|7 =n) =P ((; =n). Ensuite, si W,; = X; +---+ X, on pose
X, = (Xq,..., Xn). Ainsi :

((1=mn}={X, €82}, (W, =—-1}={X, €81},

car XV et X,, ont méme loi.
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Application du lemme cycliqgue

Corollaire

OnalP([7l=n)==P(W,, =-1).

1
n

AN~ Déja, P (|7 =n) =P ((; =n). Ensuite, si W,; = X; +---+ X, on pose
X, = (Xq,..., Xn). Ainsi :

((1=mn}={X, €82}, (W, =—-1}={X, €81},

Donc
_ 1 — _
P(T=n) = P (Xn c sff)) =Y P (xn” c sn”)
N
1 mn
= —ZE []1 1 Lier }
XnESn Xn
n 1=1

car XV 631(11) ssi Xn € 84 et i€ Ix_
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Application du lemme cycliqgue

Corollaire

OnalP([7l=n)==P(W,, =-1).

1
n

AN~ Déja, P (|7 =n) =P ((; =n). Ensuite, si W,; = X; +---+ X, on pose
X, = (Xq,..., Xn). Ainsi :

((1=mn}={X, €82}, (W, =—-1}={X, €81},

Donc
_ 1 — _
P(IT=n) = P(X.€8,) == P(xPes,)
TliZl
1 n i n ]
- 33 e[ cptian] =22 [t (3 nen )
i=1 _ 1=1 _

par interversion somme-espérance
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Application du lemme cycliqgue

Corollaire

OnalP([7l=n)==P(W,, =-1).

1
n

AN~ Déja, P (|7 =n) =P ((; =n). Ensuite, si W,; = X; +---+ X, on pose
X, = (Xq,..., Xn). Ainsi :

((1=mn}={X, €82}, (W, =—-1}={X, €81},

Donc
_ 1 — _
P(IT=n) = P(X.€8,) == P(xPes,)
i
1 n B n ]
= = ZE [ﬂxnegg)ﬂlelxn} = —E | 1w, =—1 <Z Lelxn)
1=1 N 1=1 _
= —El[lw, =1l

car Card(Ix_ ) =1 lorsque W,, = —1

Igor Kortchemski Arbres et marches aléatoires 10/ /17




Outils pour étudier les marches aléatoires

Application du lemme cycliqgue

Corollaire

OnalP([7l=n)==P(W,, =-1).

1
n

AN~ Déja, P (|7 =n) =P ((; =n). Ensuite, si W,; = X; +---+ X, on pose
X, = (Xq,..., Xn). Ainsi :

((1=mn}={X, €82}, (W, =—-1}={X, €81},

Donc
_ 1 — _
P(IT=n) = P(X.€8,) == P(xPes,)
n 1=1
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- 33 e[ cptian] =22 [t (3 nen )
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Application : solution de ['exercice 1

Exercice 1. Montrer que
Z (An)“_le_M‘ _ 1 S1 A < 1

n! s si A>1 ous €0, 1] vérifie s = erMs—1),
n>1 \
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Application : solution de ['exercice 1

Exercice 1. Montrer que

Z (An)“_le_M‘ < 1 S1 A < 1
nl N s si A>1, ouse€l0, 1] vérifie s = erMs—1),

n>1 \

A~ Soit 1 est une variable de Poisson de parameétre A et T un BGW,, arbre.
(An)n—le—An
n!

Montrons que P (|7] =n) =
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Application : solution de ['exercice 1

Exercice 1. Montrer que
Z (An)“_le_M‘ _ 1 S1 A < 1

n! s si A>1 ous €0, 1] vérifie s = erMs—1),
n>1 \

A~ Soit 1 est une variable de Poisson de parameétre A et T un BGW,, arbre.

(An)n—le—An

Montrons que P (|7] =n) = =
A, D’apres ce qu'on vient de voir,
1

P(7l=n)=P({; =n) :EIP’(Wn:—l) :%P(WnJrn:n—l).
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Application : solution de ['exercice 1

Exercice 1. Montrer que

Z (An)n—le—An 1 si AL

n! s si A>1 ous €0, 1] vérifie s = erMs—1),
n>1 \

A~ Soit 1 est une variable de Poisson de parameétre A et T un BGW,, arbre.

(An)n—le—An

Montrons que P (|7] =n) = =
A, D’apres ce qu'on vient de voir,
1

P(7l=n)=P({; =n) :EIP’(Wn:—l) :%P(WnJrn:n—l).

AN~ Mais W, +1n a la méme loi qu'une somme de n variables aléatoires de
Poisson indépendantes de paramétre A, et suit donc une loi de Poisson de
paramétre An. Donc

1 n (An)n—l (}\n)n—le—An

IP)(|‘J'!:n):Ee_ (m—1)! - n!
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Outils pour étudier les marches aléatoires

2) LE THEOREME LOCAL LIMITE

——>0 C=0 0
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Outils pour étudier les marches aléatoires

But : estimer des quantités comme P (W,, = —1).
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Grands arbres aléatoires Codage par des marches aléatoires  Outils pour étudier les marches aléatoires  Applications aux BGVWV arbres

But : estimer des quantités comme P (W,, = —1).

Théoréme (Théoreme Local Limite).]

On suppose que (Z, )n>o est une marche aléatoire (apériodique) telle
que E [Zﬂ < ooetqueo?=E [Zz] —FE[Z1)° € (0, ).
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Grands arbres aléatoires Codage par des marches aléatoires  Outils pour étudier les marches aléatoires  Applications aux BGVWV arbres

But : estimer des quantités comme P (W,, = —1).

Théoréme (Théoreme Local Limite).]

On suppose que (Z, )n>o est une marche aléatoire (apériodique) telle
que E [Zﬂ <ooetqueo’ =E [Zz] —E [Z1]2 c (0, co). Alors, en notant
=E [Z4],

1 1 (k—an)?
sup |vnP (Z,, = k) exp | —= ( ) 5 0
keZ 27107 P2 oy/n n—o0
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Le TLL implique le TCL

Supposons que a = [E [Z;] = 0, de sorte que

keZ 27T

2
sup |[vnP (Z,, = k) ! = exp (; <L> ) — 0.
o

Alors
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Le TLL implique le TCL

Supposons que a = [E [Z;] = 0, de sorte que

2
sup |[vnP (Z,, = k) ! = exp (1 <L> ) — 0.
o

n—oo

keZ 27T

~
R
c
/N
N
3
/N
<
~_
|
e
M <
A
~
N
3
|
=
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Le TLL implique le TCL

Supposons que a = [E [Z;] = 0, de sorte que

2
sup |[vnP (Z,, = k) ! = exp (1 <L> ) — 0.
o

keZ 27T 2 O/ N n—o00
Alors
7 [vovn |
P < L — —
(u\g n\\)> > P(Z.=X)
k=[uoy/m]
|[voy/n|+1
= J P(Z, = |x])dx

[uoy/n]
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Le TLL implique le TCL

Supposons que a = [E [Z;] = 0, de sorte que

2
sup |[vnP (Z,, = k) ! = exp (1 <L> ) — 0.
o

keZ 27T 2 O/ N n—o00
Alors
7 [vovn |
P < L — —
(u\g n\\)> > P(Z.=X)
k=[uoy/m]
|[voy/n|+1
= J P(Z, = |x])dx

[uoy/n]

ovnP (Z, = [xoy/n]) dx
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Le TLL implique le TCL

Supposons que a = [E [Z;] = 0, de sorte que

2
sup |[vnP (Z,, = k) ! = exp (1 <L> ) — 0.
o

keZ 27T 2 O/ N n—o00
Alors
7 [vovn |
P < L — —
(u\g n\\)> > P(Z.=X)
k=[uoy/m]
|[voy/n|+1
= J P(Z, = |x])dx

[uoy/n]
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Grands arbres aléatoires Codage par des marches aléatoires  Outils pour étudier les marches aléatoires  Applications aux BGVWV arbres

But : estimer des quantités comme P (W,, = —1).

Théoréme (Théoréeme Local Limite).]

On suppose que (Z, )n>o est une marche aléatoire (apériodique) telle
que E [ZZ} < ooetqueo?=E [Z2] —TE[Z1]% € (0, 00). Alors, en notant
=E [Z4],

1 1 (k—an)?
sup | VP (Zo = K) o __< ) .0
kez 27102 P 2 O'\/TT n—00
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Grands arbres aléatoires Codage par des marches aléatoires  Outils pour étudier les marches aléatoires  Applications aux BGVWV arbres

But : estimer des quantités comme P (W,, = —1).

Théoréme (Théoréeme Local Limite).]

On suppose que (Z, )n>o est une marche aléatoire (apériodique) telle
que E [ZZ} < ooetqueo?=E [Z2] —TE[Z1]% € (0, 00). Alors, en notant
=E [Z4],

1 1 (k—an)?
sup | VP (Zo = K) o __( ) .0
ke% 27102 P 2 O'\/E n—00

Corollaire
Si 1 est une loi de reproduction critique et de variance finie o2, alors

1 1
P (|‘T‘ - Tl) n:>oo VT2 . n3/2°
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But : estimer des quantités comme P (W,, = —1).

Théoréme (Théoréeme Local Limite).]

On suppose que (Z, )n>o est une marche aléatoire (apériodique) telle
que E [ZZ} < ooetqueo?=E [Z2] —TE[Z1]% € (0, 00). Alors, en notant
=E [Z4],

1 1 (k—an)?
sup | VP (Zo = K) o __( ) .0
ke% 27102 P 2 O'\/E n—00

Corollaire
Si 1 est une loi de reproduction critique et de variance finie o2, alors

1 1
P (|‘T‘ - Tl) n:>oo VT2 . n3/2°

En effet, P(|7] =n) = tP (W, =—1) et P(W,, =—1) ~
théoréeme local limite.

1 1 ' ~
vy d'apres le
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Idée de preuve

A Idée : exprimer P (Z,, = k) comme une intégrale.
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Idée de preuve

A Idée : exprimer P (Z,, = k) comme une intégrale.

A~ On note ¢(t) = E [eitzl}.
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Idée de preuve

A Idée : exprimer P (Z,, = k) comme une intégrale.
A~ On note ¢(t) =E [eitzl}.

A~ On a
1tZ Z elt)IP) J)

jEZ
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Outils pour étudier les marches aléatoires

Idée de preuve

A Idée : exprimer P (Z,, = k) comme une intégrale.
A~ On note ¢(t) =E [eitzl}.
A~ On a

1tZ Z elt)IP) )

jEZ

AN~ Donc
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Applications aux BGW arbres

IV. APPLICATIONS AUX BGW ARBRES
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Applications aux BGW arbres

1) NOMBRE DE FEUILLES

——>0 C=0 0
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Applications aux BGW arbres

Soit 1 est une loi de reproduction critique et de variance finie avec
n(0) + (1) < 1.
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Applications aux BGW arbres

Soit 1 est une loi de reproduction critique et de variance finie avec
w(0) + (1) < 1. Soit T,y un BGW|, arbre conditionné a avoir n sommets.

Igor Kortchemski Arbres et marches aléatoires



Applications aux BGW arbres

Soit 1 est une loi de reproduction critique et de variance finie avec
w(0) + u(1) < 1. Soit T, un BGW/|, arbre conditionné a avoir n sommets. On
note A(7,,) le nombre de feuilles de T,
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Soit 1 est une loi de reproduction critique et de variance finie avec
w(0) + n(1) < 1. Soit T, un BGW,, arbre conditionné a avoir n sommets. On
note A(7,,) le nombre de feuilles de T,

Théoréme.)

Pour tout € > 0,
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Soit 1 est une loi de reproduction critique et de variance finie avec
w(0) + n(1) < 1. Soit T, un BGW,, arbre conditionné a avoir n sommets. On
note A(7,,) le nombre de feuilles de T,

Théoréme.)

Pour tout € > 0,

A, ldée de la preuve : A(T},) a la méme loi que le nombre de sauts de taille —1
de (Wy, W1, ..., W,,) conditionnellement 3 {; = n
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Outils pour étudier les marches aléatoires  Applications aux BGW arbres

Soit 1 est une loi de reproduction critique et de variance finie avec

w(0) + n(1) < 1. Soit T, un BGW,, arbre conditionné a avoir n sommets. On
note A(7,,) le nombre de feuilles de T,

Théoréme. )

Pour tout € > 0,

A, ldée de la preuve : A(T},) a la méme loi que le nombre de sauts de taille —1

de (Wy, W4, ..., W, ) conditionnellement & {; = n, qui a la mé&me loi que le
nombre de sauts de taille —1 de (W, W4, ..., W,,) conditionnellement 3
W, = —1.
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Applications aux BGW arbres

Soit L, le nombre de sauts de taille —1 de (W, W1, ..., W, ). Que dire de L,
conditionnellement a W,, = —17
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Soit L, le nombre de sauts de taille —1 de (W, W1, ..., W, ). Que dire de L,

conditionnellement a W,, = —17
A, L est une somme de n variables aléatoires indépendantes de Bernoulli de

paramétre 1(0). Donc, d'aprés |'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

P(|HLn 1|>€> <Var(Ln) _ 1—pl0)

(0)n u(0)*nz  p(0)n
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Soit L,, le nombre de sauts de taille —1 de (W, W4, ..., W, ). Que dire de L,

conditionnellement a W,, = —17
A, L est une somme de n variables aléatoires indépendantes de Bernoulli de

paramétre 1(0). Donc, d'aprés |'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

Lo Var(Ln) _ 1—p(0)
i (|u(0)n 1| g 6) S u(0)2n2  p(0)n °

P (|t — 1] > e Wo =—1)

n

L. B B
P<|u(0)n 1|>€}W __1>_ P (W, =—1)
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Grands arbres aléatoires Codage par des marches aléatoires

Soit L, le nombre de sauts de taille —1 de (W, W1, ..., W, ). Que dire de L,

conditionnellement a W,, = —17
A, L est une somme de n variables aléatoires indépendantes de Bernoulli de

paramétre 1(0). Donc, d'aprés |'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

Lo Var(Ln) _ 1—p(0)
i <|u(0)n 1| g 6) S u(0)2n2  p(0)n °

P (|t — 1] > e Wo =—1)

IP<| g 1|>e}w— 1)— n
LL(O)Tl P (Wn — )
Donc
Ln
Ln | > ]P)( 0)mn 1‘ > 6)
P 1l >e | W,,=—1] < :
(| 1(0)n | P(Wn =—1)
Comme P(W,, = —1) ~ G\}% : \/15 lorsque n — 0o, ceci montre que
IP(|M%31“ l>e| W, =—-1)—>0.
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2) EXERCICE 4

——>0 C=0 0
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Exercice 4.[Question Q809 de Daniel Saada, RMS 124-1] On note F,
I'ensemble des applications de |1, n] :={1,2,...,n} dans [[1,n], muni de la
probabilité uniforme.

On note Y,, la variable aléatoire définie sur F,, par Y, (f) = Card(f(]1,n])). Des
essais numériques montrent que la loi de Y,, est trés bien approchée par une loi
normale.

Est-il exact que (Y., —E [Yn])/y/1 tend vers une loi normale?
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Exercice 4.[Question Q809 de Daniel Saada, RMS 124-1] On note F,
I'ensemble des applications de |1, n] :={1,2,...,n} dans [[1,n], muni de la
probabilité uniforme.

On note Y,, la variable aléatoire définie sur F,, par Y, (f) = Card(f(]1,n])). Des
essais numériques montrent que la loi de Y,, est trés bien approchée par une loi
normale.

Est-il exact que (Y., —E [Yn])/y/1 tend vers une loi normale?

A Oui (Kolchin 1986). Idée : treaduire le probléme en terme d'occupation
d'urnes.
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A~ Notons Ag) (f) = Card(f~1({i})) et considérons (Pq, ..., P,.) des variables
aléatoires indépendantes de Poisson de paramétre 1 (ainsi P (P; =1i) = e /il

pour i > 0). Alors on voit que les vecteurs
(Anl), . ,Ag‘)) et (P1,...,Pn) sachant que P14+ ---+PL=n

ont la méme loi.

Igor Kortchemski Arbres et marches aléatoires

23/ N,




Grands arbres aléatoires Codage par des marches aléatoires  Outils pour étudier les marches aléatoires  Applications aux BGWV arbres

A~ Notons Ag) (f) = Card(f~1({i})) et considérons (Pq, ..., P,.) des variables
aléatoires indépendantes de Poisson de paramétre 1 (ainsi P (P; =1i) = e /il
pour i > 0). Alors on voit que les vecteurs

(Anl),...,A%“)) et (P1,...,Pn) sachant que P14+ ---+PL=n

ont la méme loi.

Ap Soit Yn(f) = Card({1 < i< n: AV (f) = 0}). Ainsi, en notant (W, )nso
une marche aléatoire dont la loi des sauts est P; — 1 et
L, =Card({1 <1< n:X;=-1}), on voit que

Yn et L, sachant que W, =0

ont la méme loi.
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A~ Notons Ag) (f) = Card(f~1({i})) et considérons (Pq, ..., P,.) des variables
aléatoires indépendantes de Poisson de paramétre 1 (ainsi P (P; =1i) = e /il
pour i > 0). Alors on voit que les vecteurs

(Anl),...,A%“)) et (P1,...,Pn) sachant que P14+ ---+PL=n

ont la méme loi.

Ap Soit Yn(f) = Card({1 < i< n: AV (f) = 0}). Ainsi, en notant (W, )nso
une marche aléatoire dont la loi des sauts est P; — 1 et
L, =Card({1 <1< n:X;=-1}), on voit que

Yn et L, sachant que W, =0
ont la méme loi.

En appliquant les techniques précédentes, on voit que E [Y,] ~e 1 - n.
PpPIg g P g n
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A~ Notons Ag) (f) = Card(f~1({i})) et considérons (Pq, ..., P,.) des variables
aléatoires indépendantes de Poisson de paramétre 1 (ainsi P (P; =1i) = e /il
pour i > 0). Alors on voit que les vecteurs

(Anl),...,A%“)) et (P1,...,Pn) sachant que P14+ ---+PL=n

ont la méme loi.

Ap Soit Yn(f) = Card({1 < i< n: AV (f) = 0}). Ainsi, en notant (W, )nso
une marche aléatoire dont la loi des sauts est P; — 1 et
L, =Card({1 <1< n:X;=-1}), on voit que

Yn et L, sachant que W, =0
ont la méme loi.

—1

A~ En appliquant les techniques précédentes, on voit que E [Y] ~e ™ - n. |l

faut travailler un peu plus pour avoir les fluctuations gausiennes...
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V. LIMITES D’ECHELLES
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Applications aux BGW arbres

Limites d’échelle

Soit w une loi de reproduction critique ( )_;5q ik(i) = 1) de variance finie. Soit
T un arbre de Bienaymé—Galton—Watson conditionné 3 avoir n sommets.
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Applications aux BGW arbres

Limites d’échelle

Soit w une loi de reproduction critique ( )_;5q ik(i) = 1) de variance finie. Soit
T un arbre de Bienaymé—Galton—Watson conditionné 3 avoir n sommets.

Théoréme (Aldous '93)

Soit 6° la variance de w. Alors :

1 (d) 2
(—cm(ﬂrn)> () (— -e(t)) |
Vvn oty V7 O 0<t<1

ou e est |'excursion brownienne normalisée,
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Applications aux BGW arbres

Limites d’échelle

Soit w une loi de reproduction critique ( )_;5q ik(i) = 1) de variance finie. Soit
T un arbre de Bienaymé—Galton—Watson conditionné 3 avoir n sommets.

Théoréme (Aldous '93)

Soit 6° la variance de w. Alors :

1 (d) 2
(—cm(ﬂrn)> () (— -e(t)) |
Vvn oty V7 O 0<t<1

ou ¢ est |'excursion brownienne normalisée, qui peut étre vue comme le

mouvement brownien conditionné a revenir en 0 @ l'instant 1 et a rester postif
sur [0, 1].

Il

0. 02 04 06 08 1
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Applications aux BGW arbres

Limites d’échelle

Soit w une loi de reproduction critique ( )_;5q ik(i) = 1) de variance finie. Soit
T un arbre de Bienaymé—Galton—Watson conditionné 3 avoir n sommets.

Théoréme (Aldous '93)

Soit 6° la variance de w. Alors :

1 (d) 2
(—cm(ﬂrn)> () (— -@(t)) |
Vvn oty V7 O 0<t<1

ou ¢ est |'excursion brownienne normalisée, qui peut étre vue comme le

mouvement brownien conditionné a revenir en 0 @ l'instant 1 et a rester postif
sur [0, 1].

A~ Conséquence 1 : pour tout a > 0,

©)

P (g - Hauteur(7,,) > a - \/T—l> — (4k%a? — 1)e_2k2a2.

n—oo
k=1
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Limites d’échelle

Soit w une loi de reproduction critique ( )_;5q ik(i) = 1) de variance finie. Soit
T un arbre de Bienaymé—Galton—Watson conditionné 3 avoir n sommets.

Théoréme (Aldous '93)

Soit 6° la variance de w. Alors :

1 (d) 2
(—cm(ﬂrn)> () (— -@(t)) |
Vvn oty V7 O 0<t<1

ou ¢ est |'excursion brownienne normalisée, qui peut étre vue comme le

mouvement brownien conditionné a revenir en 0 @ l'instant 1 et a rester postif
sur [0, 1].

Mais peut-on dire que J,,, convenablement mis a |'échelle, converge vers un
arbre aléatoire continu limite ?
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Limites d’échelle

Soit w une loi de reproduction critique ( )_;5q ik(i) = 1) de variance finie. Soit
T un arbre de Bienaymé—Galton—Watson conditionné 3 avoir n sommets.

Théoréme (Aldous '93)

Soit 6° la variance de w. Alors :

1 (d) 2
(—cm(‘fn)> () (— -@(t)) |
Vvn oty V7 O 0<t<1

ou ¢ est |'excursion brownienne normalisée, qui peut étre vue comme le
mouvement brownien conditionné a revenir en 0 @ l'instant 1 et a rester postif

sur 0, 1].

Mais peut-on dire que J,,, convenablement mis a |'échelle, converge vers un
arbre aléatoire continu limite ?

A~ Conséquence 2 : Oui, lorsqu’'on voit 7,, comme un espace métrique
compact en munissant ses sommets de la distance de graphe.

Igor Kortchemski Arbres et marches aléatoires 25/ No




Applications aux BGW arbres

La distance de Hausdorff

Soient X, Y deux sous-ensembles d'un méme espace métrique Z.
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La distance de Hausdorff

Soient X, Y deux sous-ensembles d'un méme espace métrique Z. Si
Xy ={ze Z;d(z,X) <1}, Y. ={ze Z;d(z,Y) <1}

sont les r-voisinages de X et Y
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La distance de Hausdorff

Soient X, Y deux sous-ensembles d'un méme espace métrique Z. Si
Xy ={ze Z;d(z,X) <1}, Y. ={ze Z;d(z,Y) <1}
sont les r-voisinages de X et Y, on pose

dp(X,Y)=inf{r>0; X C Y, et Y CX;}.
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La distance de Hausdorff

Soient X, Y deux sous-ensembles d'un méme espace métrique Z. Si
Xy ={ze Z;d(z,X) <1}, Y. ={ze Z;d(z,Y) <1}
sont les r-voisinages de X et Y, on pose

dp(X,Y)=inf{r>0; X C Y, et Y CX;}.
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La distance de Gromov—Hausdorff

Soient X, Y deux espaces métriques compacts
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La distance de Gromov—Hausdorff

Soient X, Y deux espaces métriques compacts

La distance de Gromov—Hausdorff entre X et Y est la plus petite distance de
Hausdorff entre tous les plongements isométriques possibles de X et Y dans un
méme espace métrique compact Z.
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L arbre brownien

AN, Conséquence du théoréme d'Aldous (Duquesne, Le Gall) : il existe un
espace métrique compact aléatoire T, tel que la convergence

(d)

0)
2\/H.Tﬂ, njo T(Bl

ait lieu en loi pour la distance de Gromov—Hausdorff.
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L arbre brownien

AN, Conséquence du théoréme d'Aldous (Duquesne, Le Gall) : il existe un
espace métrique compact aléatoire T, tel que la convergence

(d)

0)
2\/H.TTL njo T(Bl

ait lieu en loi pour la distance de Gromov—Hausdorff.

| 'espace métrique T est appelé arbre brownien continu, et est codé par
I'excursion brownienne.
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