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Cours 4 : Convergences de-

variables aléatoires

Plan : 1) Loi forte des grands-

nombres

Ly Différents modes de convergence3) La convergence en lo;

1) Loi forte des grands nombres
Le résultat suivant ests'un des

deusthéorème fondamen
e



Théoreme (Loi forte des grands
nombre LEN; SLN en anglais)
Soit (Xilis , des V... réelles
ind avec EtIX , 1] < 1 .

On pose Su = X , +---
+ Xn.

Alors p. s. Su -> [X]
n+y

On utilisera les deux leures
suivants :
Lennal (lesand) Soit ilis

,
des

réels tels que cla>
l .

n-p
Alors x , +.. + on - &
-

M
n+=



Lez Soit (Xn/us, des v . a .
réelles. On suppose que FE30S
p . S . pour nouses grand

IXn/S.

Alors ps Xn -> 0

Preme on voudrait montrer-

que p. S. Veso pour norsez
grand IXnIEE, c'est-à-
dire interventio tazo"

· en général on
ne peut pas le faire
en effet, si W est lene vo



uniforme sur to, 13, alors
Il

Extto,1] , pSWEx VRA)

"p.S. Exeto, 1) E " FArX

Brende x = w(w)(

DDD
On a déjà ve qu 'on pet
interventiv p- s et

Ve ensemble dénombrable"
Idée : se ramener à un e

ensemble dénombrable
Par hypothèse, K, 1 , p. S.
pour navey grand (Xul->
Donc 24

p. S. FR 1
, par nasses grand (n)<



Donc p. s . Xn-> 0

N

LEN: (Vili, iid , L'Ins #EXD-

avec Su = X, +.. +Xn

Preuve(d'après Etemadi)
Soit m = E[X1]. En écrivant
Xi = mase (Xi

,
0) - mass)-Xi

, 0)
on peut supposer Xi >, 0

Ve de généralitésans per
Idée se restreindsà une sous-
-

suite géométrique .

Soit (1 et kn =L
Il suffit de montrer que

p .S
S
m (()



En effet
,
si (4) a lieu

,
alors

pour R1 soit n tel que
(â"] = Rny = R < kn = 22")
Alors

, par montonie (Xi >,0)

S
S < Skn
- -
-B R Rn-1

Pr- 1 Sen Edag g-DanO Rny
Ru

↓ r+ par (*)
R+3 p.

S

tresWas M

1 M L
a Conduction Val

, p . S.-i
ReD Skm~ living SK. limsep &

r-1 R+x

En faisant 1+ 1
, on

conclut

SR p-S m
->
E



a) kn=L "J. But Son (
Senna 730 telle

que
Koso

-

- ↓ C2 ↳ -n : kn> x2

Premie : il suffit de le
-

martren pour sosses grand
Suit no tel que Lao-yL
Pour nassez grand, En >,a"
et
pour x assez g

rend

x aho-2 Ainni
-

2 ↓ ↓
n :Ra Zn3n(22 +j24o 6
= X 2 L72



xx1 kn=L"] · But Sansm (*)-
Ru

Rappel i Launa 7 > 0 telle que Ko
-
-

2 ↓ I -
n :Kn ↳ x2

Preue de (x) Idé : argument
de troncature

.

On pose Y: = X : 1xici
(les (Xi) Sort I mai

pas
demère loi)

On pose St = Y, +
---+ Yu

Étape1 : Si stIn P-S

-
-> m

alors (k) Ru

Pour la on montre que

p-s pour nasses grand



Xn = Yn (i . eXn< n)
ela implique que ps

1- 0.

On a [D(XnFYn) = [B(Xn>n)
n
, 1 n(

= [[P(i = X(i + 1)
>
, 1 in
A

= 2 [P(i(X(i + 1)
i = 1 ni
-

= 2 i Et &
i = 1 ixxi + 1]

= #Zi Disxi + 1]i = 1

& ET XJ<* .



Donc
par BC

XnYn en nombre fini
de fois.
Donc p . S. Xn = Yu pour
nasez grand



Rappel i xxkn=L"]
-

Yi = Xi Rxi</= Y, + -- +Yu
Lune F > 0 telle que Ko
-

2 I -
2 on montre

que n : kn n x2

Som

Étape On montre que

[IP(/S](24)n71
D

Rappels :. (Murdo) si z30,
X(0
,
P(z)
,x) Z)

.Bienayme-Tahebystou)
eizec?, VisoS
p((z - Etz](x)

-
> Va



Pare :
·Etz] etz1zx]
-E[x . 1zxx]
= x((zyx)

· B(1z -Elz]1 >, x)
= D((z - Etz3)2), (2)
-FI(Z-EIZJR]
(2

(Macko
= Vaz)

x2
-



But (/]()<X .

(*+5)

Soit X va. de mère loi queX
Alors

-En(3)

*= I ↓
us
, 22kn] i=

tr[XExci]
i=

- &
= + [E[X21x(i] z ↓
42 i= 1 En> i K·E -[

i2
por leme 2



re On montre

2
- + [X 1xi] <x-Se
i = 1 i
c qui impliquera (ydy)
Pour cla

,
on écit

2

CELE) = SizBCIzk,z183(
IEtX

* 1x (i]
=52y P(IX11xci < y) dy
=So zyP)(Xky) Dysi dy
Par Fubini
s =Scyp)(Xky)yi



topeO On montre que
-

2 ↓ 12 pom y70.
isy iz y
en effet o si ye 30.13,

la
Some vaut Th 2 -

5
·Si y >, / 2

↓
Zi = [y] + i

Sex2
= ↓ 2
-

[4]
*

y
Conclusion *

54S8B((X(y)dy = 4#[Ix]
20 .



Conclusion :
-

/(4) <X.
N

Por BC on a donc
ps pour n assez grand
-Etn] < E .I
Y

I
En Ru

Or ES]=[X1xi]
en

Ru
or IEIX1xi] - #[X]i +0

per convergence dominée.
Donc par

Cesaro#ISBn]
-> m

.

kn"+



Ainni
& p . s pom vassy

grand,

lon-m)
Ce qui conclut

Remongves-

(1) L'hypothèse d'integrabilité
est optimale, au seus à elle
est véréssaire pour que
#[X 1 ] soit bien défini et fini .
Si Xi<

,
0 et E[Xi] = -

on peut monter que



1- + Xn -> -
M P-S

Lexervia : applique LGN a
min (Xi

,
K) (

(2) La
LaN aenvergence

dele
lieu dan

&

L'(preve farte plus Fond
dans en autre cours) .

2) Les différents moder
de convergence de va.

Soient (Xn/n
,

et X de
V

. a . day Ra définies
ser (1

,
t
,
B).



On a déjà lo rencontré la
Convergence p.Si

p-SXn -> X
n-0

si BlEwer : Xn(m)+ X(w)3)n+
0

= l

orivei que la convergence
LP :

Xn 1 x
((P= (0)4

,
2,)

si SIXn(a) -Xcu
i. e.E du

-> 0

ELIXn-X/P]-> 0 n ->5



Définition On det que (Xn)
converge en probabilité vas X

IPet on note Xn-X si

Vs(0
,
B((Xn-X(E)
-> o
n->x

Cici 1 : 1 et eine norme sur R9)

Proposition XnX ssi

# [min (1Xn-X1 , 1)]-> 0

n+y

Preune : · Si XX ,
Kasu,-

IE[min)(xn-X1 , 1)]
& Etnin)Ixn-X1

, 1) DIXn-X(s]
+ Etmin((Xn-X1 , 2) 1(xn -X 13, 2]



I 2 + p((Xn-X(zE)
Donc pour nasey grand
# [vin (1Xn-X 1 ,1) 312E

· Réciproquement, si
#[win)IXn-x1 , 2)3-> 0

S
n-
0

pom 230, 13 on a

B((Xn - X(E)
= b) win (1xn-X1 , 1) >, E)

2 - E [min ((Xn-X1
,1)]

E
(Mankov)

->
n +>x par hypothèse



Rappel : Xn* X : Faco, PDXn-X1 El-

Proposition XnX ssi
->

#[min (1Xn-X1 , 1)3 0

P-S

Proposition Si Xn+ X
LP

ou si Xn-> X alors
IP

Xn-> X

Preee
p . S-Si Xn-> X alors

Etmin)(xn-X1 ,1)] ->0
n+7

par convergence dominée.

En effet :
· 0 .S min(IXn-X1 , 11 - to

· min) /Xn-X1 ,1) [1



Dons Xn X
por la

proposi tion
LP

· IXn+ X
, alors pour 30

↑ ((Xn - X1 >a)
= b)(Xn-X(P> P)
=1 E[IXn-XIP] (Makov;
25
->8
n+ 5
-

Lemma des sous-sous-suites
On a Xn X ssi de toute
sous-suite de (Xn) or pet
ré-extraire un sous-suite
qui converge ps vers X



JD I=
Ireme Soit yeme sous-suite-

(i . e. Y : N + N est eur

application strictement croissante)
On trous 4 sous-suite ty

n- S

Xyopin) -> X .

Par la proposition on soit
que [min((Xyin-X1, 1)]
->0
n +>x

Soit P sous-suite tells que
Etmin) (Xyopini-X 1

, 11]
- 1

Alors
2

[ Twin(1 X
popin

-X 1
, 1)]

>
, co



#T [min((Xyopins - X1 , 21]
uy/

< A
Donc

Emin (IXyopiu) - X 1
,1)

n21
< -

p
.S

Donc

i . S min (IXyopus -X1, 1)
-> o
n ->3

Donc

P-S Xy04in -> X

17On raisonne par labsurde
Xon suppose que Xn-X
.



Alors 7 Es to D(IXn-X1/

Il existe alors *>0I >0
et y sous-suite telle que
Knxt
, B((Xy() -X(32),y

Par hypothèse il existe y
↳g Xyopin s

Ef, X

Dons Xyopiu> X

Or Frx,
D) (X

y0414)
- X 135) y

Absurde.

N



Exemple important. Soit o-

et (XnIns
,
des V. a . I ave

P(Xn= 1) = 1 p(Xu =0) = 1-1
Alors :

na &

· EtIXnIP]=->L
LP

N n+y

Donc Xn-> 0
⑮Dans

· Pour a>1
,
[p(Xn = 1)<*
n)
, 1

Dons
por BC, p .s Xu = I em

nombre fini de fois.
Donc pas Xn =0 pour m

assez grand . Donc
ps Xu+0.



· si <[1 . Alors P(Xn = 1) =e

et 28p(Xn =d = !
n=

Donc ser 1/ ↑S XU = 8(
we infinité de fois et

S

Xn = 1 ma infinite de
Gris . Donc ps Xn diverge.

Proposition On suppose-
Xn &X et que (Xn) est
bornée done L avec r

I seep E[(Xn12]<
n)
,
1 (p)Alors Xpet1,et, Xn-> X



Preme : Soit o to En>,
-

#[In/2] < C .

2

Étape! On montre que XEL
Soit & telle que Xyul EX .

Alors por leura da Fatou
,

ELIXIM] = Etlining (Xens1]
n+1

Eliminf EElXanl*C
n+>0

2

Donc X EL ↑

E On fixe pet1 ,1 .

S

tapez
- &

On écret

El(Xn-X10] =
#[(Xn-XIP 1/Xn-X]
+ Et Nn-XIP11xn-x* 2)



P
E l
+ ELKn-XIm] Et Dix-*13

,a]3

(Holden)
P p B 1-

[E + 2C P((Xn -X(y)
-
->0

n+>0Aimi #[(Xn-X103->o
n+y

an

DDE général
B LP

Xn ->X Xn => X
En effet, si
P(Xu= n) = 1 B(Xn =0) = 1-7



Alors Xn & 0 can

B((Xnke) =+ -> 0
mais Xn 0 dan L'
con [IXul] = 1 * 0 .

3) La convergence en loi

Repel : G (RP)
=38 : R

*
+ R , o continues

bornée

et pour fe[p(R% on pose

11811 = sup 1f(x))
erd



Définition
-

· Une suite (Mn) de mesures de

probabilité ser Rd converge-
étraitement vas une messa
-

de probabilité pe sur d si

FfE((ra)
, S8dpen->S8du

· che suite de v. a . (Xu) a
values dans RP) pos forcément
définies sur le même espace
de probabilité) converge
en loi vers un v.C. X
à valaur dans de

PXn-> Px étroitement



c'est-à-dire XfE(p(RA),
EL8(X)] -> ISIN]n+y

Cloi)Notation : Xn-> X
(a)

X- X Langlais :
convergence in distribution)

Remarques--
· Il

y a
un abus de longage

à dire que
la suite de V.g

(Xu) converge en loi car
la v

.c
.

limite n'est pas
définiele monière enique :

loi esale so 'est.



Pour cette raison , on dif
souvent que Xn converge en loi
vers pe , mesure

de probabilité
su Rd

exemple sig(X= (1) =
clui,Xn = X-> S

et aussi Xn =X, -X
Poil

caX = -X)
· les V.a. Xu ve sont po
forcément définies See l

bilite,même espace de proba
contrairement aux autres
modes de convergence.



· Si Xa, X et Xn+X
alors VSE(b(R9)

,

#[8(X(] = [S(Y1],
IlSapx SydBy

et donc (Cours 1)
Bx = By et dons caly .X =

Ainni ene limite en la
est unique en loi.

Exemples
· Si Xn est eniforme sur
Et 1 ... das

Y
n
Ai
, uniforme sur 50 , 13.



En effetsi 8+(p(RI,

EtS(X
-> Secondes (enann)
2+ ↳

· Si Xn = N(0, on
and a->0 & dors

loi
Xn+> va constante welle
lexercical
-

· Si Xn est à demite;
Pxn() = PnK] dis et si:

* Pn-> P presque portant
n+x

* Pnq En avec



avec & intégrable, wars
pest une demité et

loi
Xn = V.a

.
de deviVo(P

(conséquence de théorème
de convergence dominé
· Nous venau plus tard
que si Xu, X sont à

voleu das 29
Xn&, X > I(Xn=x)
-> IP(X=x,
n-
0

Ve [29



Proposition (principe de compositionCloi & SOn suppose Xn -> &
das R!
Soit f : R

*
-> timap&Alors f(Xn)-> f(x)

dans M

RuPrene Soitg : 1 + R

continue borne. Alors

gof : R
&
-> R et continue

bornée

Donc E[gof(Xul] EEggN)

-



Proposition Si XnEXloialors Xn->X

A réciproque fausa
X to p(X = = 1) =
Xn = XL loi

IP

X
n
-> -

X main Xn#-X

Prome Par l'absurde
,

- loi
si Xn> X , 7f7((R)X

au #Tf(Xn)]*> FIS(N]
Donc 7230 et ene

-

sous-suite y avec
Frx11EID(X ynIl] -ETS(x)])

(4) E



Mais d'après le leume des
sous-sous-seiten

, 7 Y
↳
a X

P-S X
404In, ->

Mai alors par convergence
dominée

S

[8(Xyouini)]
-> Et8(X1]
n - 7

(car f est continue bornées
Contradiction an

(X)

-



loi
,DSi Xn - X en

génére il est faux
que B(Xnt B) -> P(X(B)

n+
0

B borélien
(prend Xn = N(0, 02)
avec on to et

B = 203)
Nous verous au
prochain cours pour
quels borélieus
C'est vrai.

.


