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Cours 3 : Propriétés de v. a. H
-

Plan : 1) Construction d'une
suite de va.

. I

2) Loi du 0 -1 de Kolmogorov
3) Sommes de va I

4) Semi-groupe de convolution

5) Loi de grands nombres



1) Construction d'une suite de
V
. a . I

Nous allous voir qu'on peut
utiliser le développement
diadique (ves au cours
pour construire une suite
infinie de va. réelles iid.
-

i . i
.

d = indépendentes ef=

iden verment distribuéestiq
Ide we loi)me

Con peut ausil faire don
plus Tal queun cache géne

V . a . réelles mais cela dépasse



le cadre de ce cours)

Rappel-du cours 2

(2
,
t
, P) = (t0, 15, (50

, 121, X)
avec X : mesure de labesque
WE to

,
II
, X

W = 2 Xw)
n= 1 2m

ave Xu(c) = L2"w)-2 . L2"w)
On a ver que

la suite

(Xnlus
,

est une suite de va
à values dous 50

, 13s
i . i. d de loi

P(X =0) = P(X , = 1) = E ,
L'est-à-dire Bernoulli(2)



i déc
-

: utiliser cette suite

pour construire plein d'autres
V. a.

Étape1 : Soit y : NXN ->N
rene injection , par exemplei
Y(i , j) = 2 (2j + 1)
On pose Yij = Xy(i ,j)
pour i ,j),0.

Clairement les (Yi
,j) i,j,0sort ind Bernoulli (1/2)

Etape Oppo,
, Sans



%12 Y, ,3--a) Wa

IY2, 1 Y2 ,2

#y9.23
-

Sema les va. . (Wil is,
sont ind de loi uniforme
ser to

, 1] Wi =↳
j= 1

Pare . Vient o(Yi,j :<, 1)
mesurable

,
dans les (Wilix

Sout I par une extension

de
principe des coalitions

à des familles infinies
(of cours 2)



Ensuite
, pour p>1 on définit

(p) P

Wi = j

j = 1 25
, qui

O le même
P

loi
que

W(p)= con

j= 2j

(Yi, 1 1 - - ,Yip) (X, . - ., Xp)
On va passer à

la limite
quand p + 0 . Pour cela
on prend 8 : /R+ B+ continue&

bornee . On a

[8(W1] = EISIN(].



On utilise le théorème de
convergence dominée :

ELSIr! (] -> ELf(W
: )]p-3 5

ELSINP13 -> ELOOT
P+

aux W(w) = w uniforme
sel to , 13.

Donc Ff : R+ R+ continue
borrée,
#[f(Wi)] = ELSCUSY

loi
Donc Wi = V .

D'où Wi est uniforme
N



A="E D
.Dire X=Y c'est dire
Kwes

,
Xwl = Yluy
loi

· Dire X =X c'est dire

PX = By , c'est à dire
FA p(XA) = PLYEA)

Exemple Si X = Bernalik
-

= 1-X . Alorset
Yloi

&X= /man Kwer,X(M*Y)



Lenne Soit
pe une mamede

probabilité ser . Soit
p(x)= p(b - 0 , x5)

so fonction de répartition .

On
pos

Gy) int,
Alors
(Zilis
,

sort ind de
loi

p
.

avant le prese, quelques
exemples.
D Epe n'est pas toujours



bitif:Etape en
⑳ 1

& Ep&
-.....-& -------- ·

3
Y=
G

y ----------

i
=> ⑧

①

(2)=*

p
= 11 >

1

- !.I ⑨

- ti

- -·
My / I S

t 1

·Si p() = 11 - =
+a) 1xx0

fonction de répartition d'une Exp(t)
1 - e

-x
= y Ex

=
-Em(l- y)



N- inni si t est une va.
&

uniforme sur [0 , 13,
- ↓full-r) suiteere loi
-

Exp(t) .

Lenne Soit
pe une mamede

probabilité ser . Soit
p(x)= p(b - 0, x5)

sa fonction de répartition .

On
pos

Ge (y) = infSCER :Gu,y.3-

On pose Zi = Gu(Wi)
Alors
(Zilis
,

sort ind de
loi

p
.



Preme du lume
-

D'après le principe de composition,
les v

. a
. (Zilis
,
sont iid .

Il suffit donc de montres que
loi

Z, = M
.

Pour cla, on remarque que
pour <EIR et ye30, 15,

= (y)(E)(x)y = Gu(x)

Aimi Fa ER
S

B(z , (a) = P(((((i) -> a)
= P(U , < Gulall par (x)
=Apla car U

,
ent uniforme sur



to, 13 .

Aimi E
,
et

pe
out même

fonction de répartition ,
donc we loc

,me

-

Résumé
-

Tuniforme ser to, 1)
O↓

1suite ind Benoulli /1121

C↳ ·
suite de v. a.
ind miformes to , 17
O↓

Suite de V . Q iid
de loi p



2) Loi du 0-1 de Kolmogoro
Soit (Xulny , dy v . a. On note

Bn = o (Xp = k)
, R)

et Bo = 1 Br > appele
no

tribe queue
Entuition By contient toute
l'information des CX u)nx
qui ve dépend pos d'un

nombre finé de v...

Exemple ! Si (Xn)n>, sont-

des v .a .

réelles ,



5 eupSn =+ x3 E où
1 &

Su = X , . ... + Xn -

En effet , p Bn = o(Xp = k)
, R)

et Bo = Br

& EmpSn =+03
= { exp(Xp +Xp+1 + .. + Xp+1)

= -3 B
P

Théorème(loi du 0-1 de
Kolmogara)-
On suppose que les v.a.
(Xn) u),

Sout 1. . Alors

FBEBx 1 B(B) =0 ou1
-

On dif que la tribe Bo est triviale



IPreme SoitDu = o (X 1) -- / Xn-1)-i

Alors On #Br (of cours 2)
Donc Dn # By car ByBr

*

Aimi
,
FAE UDn , FBEBy,

n = 1

P(AyB) = B(A)P(B).

Or T Dr est en -systema
n = 1

générateur de o (Xi : i >,1)
Donc

a(Xi : i < 1) 1 Bo
or Boc(Xi : i),1)

Donc Bo #Bo !



Donc VAEBo
,

P(A(A) = PCA) BCA)
Il 1

P/A) BCAI
Dare P(A) = 0 ou 1.

Remayve che v . a . réelle
-

mesurable par rapport
à reve triben triviale ent
constante p. S.

Lexercia ; indication :
sa fonction de répartition

vant 0 ou 1)



Application :
Soit (Xulns , ind

av
p(X

,
= 1)= p(x , = - 1) = t

On
pose Sn = X ,+... + Xu

Alors p-s SupSn = 0 et
470 Su

p- S . infSn = - - -

>

limage t- witruf
En particulier , ps.

&

Sn = o uno infinite da fois



Pare On montre que Kp>
(x)

B)-pXinfSn = mpSn =p) =0
M W

Pour cela
,
soit R > 2p fixe

on remarque que
IR fuis+ à lasuites

85Xim
+ i
=+,Xjk+ =+1, . -, Yjk+m=1j = 0

CS-p-ingSnSupSn
·
mut&

-

P

E-p - infSn 1 Supu = p3



Par BC2 (of fin du cours)

anim
/

= 1 .

D'a (x)
En faisant p-X , on obtient

B)EingSu >- 33 US SupSn <33)
= 0

Donc IP (infSn =-a)
+ P(SupSn = +3)3 (44)

Or par symétrie
PlingSn = -b) = p)SupSn = a)



Or d'après la loi de 0-1 de
Kolmogorov , come
& infsn = -> 3

, [CupSn= +3)
E Bro leur probabilité& S

vaut 0 or 1.

Dore por (44)
cette

bilitéproba vaut 1 !
s



3) Sommes de v .a. H

Si M , s sont deux mesures de

robabilité sur R& , on note
M *v lo mesure image de

MQU par (x ,y) 1 x +y
C'est-à-dire Vf : RP + R+
mestable,

S8(8) Marcoz)=SSetys nSesR &

Pro
,Exition Soient X , Y deux

Va I day R&

① La loi de X +y est By * Py
En particulier , si X a pour



demnité px et y a pour demité

Py , alors XtY a pour
demite

PXq Py(z)
= SpdPx(x) Py(z -x)d

produit de convolution

② Si X ety sont daes 22,
dars kx+y

= kx + ky a

(z)i, = Cor(Zi
, Zi)

= ELE; 75] - EtZiJETEi]
aux z = (z ,, ..., zd)

Premie :O Come X1Y on
-

sait que PCX
,y
= BXQ iY :

On utilise le principa de la

fonction muette :



Soit 8 : IRa + B+ meseuable
Etf(X+y)]
= S8(x +y) ((x

, y)
dedy) (trafet)

= SS( +y) Px(da) Mysdy)
= (8(z)Bx * By(dz)
par définition de *.
Si X et X out une demité on a
E[f(x +y1]

=(8(x +y)Px(x) Py(y) dody
= (8(3)((Py(x) Py(z -x)de)g

changement de variable)=



donc Bx * By (dz)
= (SPX(x) Pyly -x)de) dy
-
demité de Bx * Dy

② Si

X = (X, . .., Xd/

Y = (Y1 . - -, ya)
Por I

,
on a Cov(Xi

, Yj) = 0
↓ 1 [i

,
jed. Par linéarité,

Cov(Xi +Yi) Xj
+Yj)

= Cov(Xi
, Xj) + Cov(Xi ,Yj)

Donckx+y = ky + ky
N



4) Semigrapes de convolution
Soit I= Nor I= R+

Définition Soit (ME)
tel
-

une famille de mesures
da probabilité sur ou !

Ordit queCeteStation
Si :

Mo = ToE Me * My = Me+tikt, el
nterprétation probabiliste



· Xo =0 p.S

· si loi (Xt) = Mz , loi (X()= Me
si X+ H X , alors

toi (X
++())= t +t

On vero plus ford un
lieu avec les fonctions
caractéristiques .

Example I = N,-
Mu = loi Binomide (n , p) ave

p fixé .
Cor utilise l'interprétation
probabiliste , same de n va.

ind Benoulli(p)) .



5) Lois des grands nombres
The oreme (loi faible des
grands nombres, version (2)
Soit (Xn)n, des va. réelle
iid. Si LX] <D , on a

2
L

↓ (X ,
+.. + Xn)-> EtX]

Preuve Par linéarité,

Et + (X , +.. +Xn)]
= E[X ,J .

Donc



Et(((X , +
-- + xn) - 1[X ,3)]

= var(x)
= ne Var(x , + -- + Xu)
=- (Va (X1 ) +- + Vou (Xa/l par

n2

= You(x)->o
n+0

-

Ramaque reci implique
Vaso,

5) (+ (x , + . +Xn) -E[X](3)
Tyj0



[cv 12 => CV en probabilité :
ve plus ford)

Remar law preme
montre que le résultat resto
vrai avec des hypothèses
bien plus faibles :
· on peut remplac
27 lesXi out même loi"

par "E[X1] = EIXu] Fn
"

et (E[X]) is, bornes
· on pet remplacer
" (Xilis
,
sont 11 " per

29

Cov(Xi
, Xj) = 0 pour it ;

"



D'un point de vue probabiliste,
il est plus significatif
d'avoirure convergenc Gp. S &
c'est-à-dire en dehors d'an

ensemble de probabilité nulle ;
parle de loi forteon G
Domons un premier

résultat en ce sens. . On

vero la prochaine fois ren
résultat plus génére mais
avec leve preu bien plus
délicate.



Théorème (loi forte de
grands nombres, version L
Soit (Xilis

,

V.a .
réelles ind

avec EtX
,"J<* · Alors

p. s . + (X , +... + Xn)- EX1]
n+y

Prene : Quitte à remslacer
Xi per Xi -ElXi] on

peut supposer #TX1] =0
Centree (
Idée Montres que
-

& Et (Ain]
n =1



En effet , si (4) est vrai, on
a alorsper Fubini

FL(n)"J
Dans

p. s.) *

( ->
Donc

pa n+x

Donc
-> g

D
M n+0

an montre (4) on écrit

El (itxn)4] =



↳ ZEIXi
,
XiaXisXin]

nY 1 is, iz , is , in U

On utilise l'H et le fait
que [X , J= 0 : on voit que
les seuls termes de la
somme qui sontFO sont

aux à toute valeur parmi
(i, iz, is, in) est prise 2004
fois .

par exemple EIX2X, X2 X2]
= #[X] EtX ,J =0Simi (
& ELXi

. Vic Xis Xin]
& di
,in , is

,
in In



= nF[X
, 3 + 3n(n-1) EtX , X]-terre combinatoire

Choisir (i, iz , is, iy) de sorte

qu'il y ait 2 valeurs a , b

prises 2 fois c'euti
· Choisir so ,b3 : (2) =m&· choisir l'ordre : Choix

(a
,
a
,
b
, b) (a , b, 0 , b) (e,b, b,a)

(b , b , 0, a) (b, a , b, a) (b,a, a,4)

6 choixS
en tout ~nx6 = 3 n(n -1)



Dot] -
n

d'où le résultat.
-

&

orollaire Si (An)ns
,
est

une suite d'événements H
de même probabilité, on aV

1 D-S↓ [ar P(Az)N R= 1 n+0--
↓

Fréquence de réalisation



Ce corollaire fait le lieu
haentre notre approc

axiomatiqwe moderne des
S

probabiliter et la définition
historique de lo

I probabilité
come fréquence d apparition
d'un évèrement quand on
répète un grand nombre
de fois une expérience
aléatoire


