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1) Indépendance de Va . à densité

Rappel X 1, ..., Xn v. a . à valeur
dow (E

,
E
, l , . - -, (En, En) .

Elles sont I sei

VS : E , + R+ 1 -
-

- In : En-IR+mesurables ,

#[Si(Xi)] = Ef(x)]

Cordlaire
..., Xn V... réelles.

(1) On suppose X : a pour demité

Pi et X11--, Xn sont H . Alors
(X11 -- ; Xn) est à demité dans R
et une darité est domée par
p(x ..., ) = p, (() - - - pn(n)



(2) Réciproquement, si (X,, .., Xn)
a une damité p(..., Pr) =

9 , (x) 1) -- 9n(bu) avec di : /RAIR+
mesurable

,
alors X11--, Xu sont

H et une demité de Xi
est Pil= Ce 9 ; (4) avec

Si =
1
--

S9 ;
12

&
ide : "demnité produit = 1 "
Prema

#Si BXi (de)= Pilo doi
alors por

Fubini,
Px
,
0 .. ① PXn (des , ... dan

= (Pi(i)) da ....dan



Or par H , P(x
,..., Xn)

= Px
,
0 ...XXn

Donc

P(X
...., xn)
(
.. -

- den) = (pi(i)
das
,
--- dan

(2) Edel Par Fubini ,
(Side) =Spada

,
---dan

pr
= 1 .

Aini,en posant Ki = Saipides
On a KiEJo, tot.

Étape2 : la demité de X &

T
S

est dounce por



Pilai) =Sp .., dx... dein

doi+
,
... dan

[P(XitAi) = D(X
...; Xu)

ERRX ... XRXA i X R

Donc
x -. xR)]

Pikil(kj)di(i)
= di(i) conk.... kn = 1

Ki

Airi p(x - ., n) = piki)
et i=

B(X
1 ..., Xn)

= (x
,
0 ...@PXn

et donc X11- Xn Sont1 .

N



Exemple Soit Wv... Exp(1/2)-

et Vuniforme see [0 , 13 avec
! V On pose

X =V Cos (24V)
~

sin (2HV)Y = Vw

Alors XI&
Preme Om applique le méthode
deta fonction muette.
Soit 8 :R -> R+ mesurable

-

: Etg(X,y3 =(8YE[Eloi de (X , Y) .
Elg(X, Y1]
= EEg(EcoSCTV) , Esin(invl)]



On applique le théorème de transfert
Vavec (W

, V) de lo: Izo, de
Pres

Jos costitul, e~ sin(nv))

te dedi
M=r

-u/z

↳2π o = 2TV
= Sosircos&, rsind)

ren dr do

changement devariable polaire
x = rcosO

(dady = randd
g = r sind



f(x,2)-
x+yz

=

S
2 dredy .

24(de (X, y)
= q , (xxq2(y) I formeeduit
Donc X 1 Y.

Lemplus , ceci montes que
X
,y out même loi, demité

e
-2/2 loi das

sigue-

t N10
,
11

Rappel N (m , ob) a pour-

2
- (x -m)demité e Zaz

Vanto2



Avantage de la méthode de
la fonction muette :
les changements de variable
sont natuels.

2) Critères d'indépendance
(M

,
A
, N) espace probabilisé

Proposition Soit B ... BucA
des tribus . Pour 11i1n,
soit OiC Bi un -Système
(stable

per intersections finies)
contenants tel que w(bi) = Bi
On suppose FCEb, 1 .., FEntou(y)
B(( , 1 ... 1(n) = P(G) ... B(()
Alors B , , ... In sont #



Intérêt : vérifier"C'" su des
-

ensemble comme ( de Si)
Preune : on utilise les classes
-

monotones , l'idée est d'adapter
un per sa preune.

Fiscons (27621 -- , Intbret
on pore

M ,
= EB

, B: B(B, &Cl - -- &(n)
= P(Bi) P((2) - -- (((n)3

On montre que
M ,
=B

,
en

montrant

① 6
,
C M

, (par (2)
② U , est une desse monotone.
Par le leune des classes monotones

,



comme b , est un -système , on
déduit que 11 , contient o(81)
=Bij
montrerMontras ② : Pour

que es , est une classe
montre on montre :

⑳+ M
, Con prend reb ,

das (t))
⑯ Si Bi, ByE M , et B , C B2
on montre que BalB , Ell,
Pour cla

,
on écrit

P((BzBi)1(7-- - (n))
= P(Bz ((21 - - . 1(n)
- P(B,(1 ... r(n)

= B(Bz) P(() -- P((n) car

- P(BI) P((2) ... B((n) Bl ,Bell,



M ,
= EB

, B: B(B, &Cl - --M(n)
= P(Bi) P((2) - -- (((n)3

= B(B2(B)p((z) . -- P((n)
Donc B2l B, E 11

① Si B, Ba , ... El ,
allec B

,
C Bz CBzc -- -Lalors B =UB EM ..

en effet,
B(BL( 1 ... u(n)
= lim P(Bru(1 ... (n)
R+ v

= lim P(BR)P(() --- P(()
R+x

= P(B) P((2) . - . PC(u)
Donc BE M ,



Conclusion : M
,
et una
-

classe monotone et 1 , = Be
Donc

VBEB
,
FCzebz

,
--

,
Flutfu
,

B(B
,1G1 -.. 2 (n)
= P(B)B(Bz) --- PC(n) .

Pour continue
,
on fixe

BitB , , (Ebs , ..., MESn ,
on définit
Mz =2 BatB : B(B , lB2131

--- 1(n)
= B(B, )P(Bc) -

- PC()}
On montre de mêma que
U2 est une classemonotone



contenant 82 et donc
o(82) = B

,
por le lune&

des dosses monotones
.

On orrivedinsi du

résultat voule pas
récurrence.
-

~dee :↓
-

propriété vraie ser lure

-Système

gelerat waie sur2 e

la triben engendre
Clorsque la propriété définitren
unedesse morotone)
me



Collaire Soit X : M - /E, S , l,
-

/ Xnick-(En , En) des Va .

Suit tiSi une classe stable

per intersection finie contenant

Ei telle que (til = Si
On suppose VAit Ri,
P(X

,
EA , , ..., XnEAn)

(x)
= P(X

,
tAi) - - - P(XutAn)

Alors X1 . ...,
X n sont

Con applique le proposition
au Bi = (Xi)

=-Xi(Si
et Si =

i
X (ti)



Loueil : essayez d'écrire
les détails)
Demange la réciproque est-

dairement vraie .

Application importante
(1) X 11 - .,Xn

v .a
.
das I . Elles

Sout I ssi

Vi , , ... in EZ,
P(X, = e, .., Xn = in)

= B(X) =e) - -
. B(Xn = in)

(2) Soit X...; Xn V. a . das R.
Elles sont 1 esi Vs ,,., n + R,
P(X , <( ,, . . ., Xn ->n) =



P(X , [x) . ... P(XnEYn)

Prome : 1 Clairementvrai :
-

X. . ..,Xn # => P(X, EA . 1 -
,
XutAn)

= B(XiEAil pour Aimesurable;
i=

mence A- = Ze3 ou Ai =3-1,i]j j

17 On prend
A =57305, 413 : itz3
IT-système générateurde

VAitRiB(X,EA ,,..., XnEAn)
(x)
= P(X

, tAi)
- - - P(XutAn)

Rappel



Pour vérifier (4) par hypothèse
c'est clair lors

que Ai
est un

singletor . Lorsque Ai = 2,
on soure juste sur les entiers.
Par exemple :
B(X 1

= 1
,, X2
t
, Xz = iz)

= [P(X , = in, Xz
= i2
, Xg= is)

i2tz

② Or prend
z = [R3053 - 3,] :xi
iT-système générateur de 1.
Pour vérifier ( avec Ar =I
on fait ,reste tendre xr- 0.
-



Corollaire ( principe des

coalitions/regroupement par
paprets)
Soit B1 -- /B des tribes # et
0 = no < n, c

-- . <up < n · Alors
les triber

D. = + (B ,, - .., Bn.
D = =(Bn

,+ 1
- - y Bnz)

:

Ap = (B↑p -1 +11
-

-. Bu)
sont

B
, - BnC.0.. G
Di Dz -- - DoM



DDD. D
en général une union de
tribus n'eut

pas une
tribu

c'est pour cla qu'or
Mend D

,
= 0 (B , 1

- -

; Bu)
et por D = B

,

0 ... U Br

aci provient de la proposition
appliqué are

6 =EB ,
+
1 ... 1 Bu

jj
-1ave Bi 3 poc
i

+ i = n
,3, - Systèmegénérateur de Dj contenant 2.

Lexercie : Vérifie a(bj) = Dj]



Par conséquent, si
&S 11- , Xn Sont des V.9 . #
et 8...., fp mesurables,
alors

8 . 1x 1 .
-

.,Xn . l , - - - ,Sp(Xnp-+ Xu)
sont H

Example Si X1-
Souf des Va.
Alors

X 1 X3 #X3 + Xy



3)Indépendance de familles
infinies CM

,
t
,
Pl espace probabilisé

Définition:Soit (Bilizz ma
famille de sous-tribus de t

II quelconques · Elles sont
-

# si

Vict
, o

(Bj)jes sout I
· De même des V. a.

(Xi)it
=

sont ↓ si

FT(I
,
#Ty

,
CX
j /je faut1



On verro rem peu plus Fond
comment construire ene

famille infinie de v .a. I .

Serve (version "infinie" du
launa des coalitions) .

Soit (Xilis , des v
. a.

Alors

B
,

= (X ,, . - ., Xp)
u By = (X : kxp+ 1)
Sout #

Idée de prema : on utilise
-

la proposition de l



ONec

b, = +(X ,, .., Xp) = BI
et

62 = 0o(Xp+ 1..., Xk)
R = p+ 1

CB2
exercie Vérifier que le est-

un iT-système générateur de
B contenant R et que

V Ceba
,
Flatby

,

B(( , n() = P(C)(P((z)



4) Sennes de Borel-Cantelli
Ou commence por un peu

de

vocabulaire/notations :
(M

,
t
, N) espace probabilisé

Soit AEA .

WEA" se lit/slinterprète
"w réalise l'événement A "

Aimi

A =Swer : ~réalise A3
Soit (Anin, des événements.
On pose



A
*

= EWER : WeAn pour en

infinité de ne N3
= { les An sont réalisés
infiniment souvent 3

Ax =Swer : WEAn pour
tout

nasses grand
= E tous les An sont réalisés
à partir d'un certain rang 3
EAIT1(exercie

aY M j N- -
-

M

No,N

Ax = U l A
No n> N

-n



On remorque aursi que

& = limeup DanAx n+y

I = liking BatmAx n +>1

Cela -ustifie les notationsS

linerpAn = & U An
Non

limingAn = U 1 An
Non



Ainsi
·We limmepAn
=↳ E n : WEAn3 est infini
() "An est réalisé une

infinité de fois "
· we lining An
E) 7n(w) +g n > nu) - WEAn

>

E) "An est réalisé à partir
d'en certain rong"

Example Si An = ESn = 03-

we linemp An EESuzo une
infinité de fois?
we liming An Es[Su =0
à partir d'un certain rang 3



Fait 2

tinsup (Am) = Climing An]
Les 2 résultats suivants
sont TRES utiles pour

tainsmontres que cer
événements auf probabilité

I
O
Ou 2 et expliquent
elimportance de limsep An.
#orème (leumes deBorel-

Cantelli)
① Or supposeX

EP(An) < - .
Alors

n= 1

③(limmp An) =o



②On suppose
& P(An) =-
n= 1

et (An)n>
,
# Alors
La
P) limnep An) = 1

Intuition : PCAn) <y

=> PAn) petit( I=> An pas beaucoup réalisé

PreuveOn évit
Fan] = Zan) o

n= 1

Donc
p. s . &Dan/*.

n = 1

Dona
P- S.
An est réalise



en nombre fini de fois
Dans P/linmpAr) = 0.
② On fixe n> , 1 et on

écrit

PAPA
= i (1 -P(Ar)

(par11)

R=l

= exp)(1-P(Ar)))
< exp) - P(Ar)) .

R =C

On fait n+ 1 :



p([ArY ) = 0
R =C

Donc 3 D

p(UMA) = 0
l=0k =l

= Bliming (A))
= P)(limapAn)
Donc PClimup An) = 1.

N

Voyons deux applications .

Application1 Notons
An = Ekn :

,03.



Alors il n'existe
pas de

mesme de proba bilité IP sur
N belle que
P(An) =1

R pourns, I

En effet , raisonnous par
l'absurde. Notam
3 = Sp premier 3 -
Alors &Ap : ptP3 sont
# .

En elget , si p, .., PREY
soul I

,

P(Ap . MApz1 -.. App)

Pr)=D)APA-

P ... - pR



Par ailleurs
,
on soit que

[B(Ap) = +

pEP Pep P

= D

Donc
parOB(2

B-presque tout entier r

appartient à une infinité de
Apr
Absurde con un entier
n'est divisible que por een
nombre fini de nombres
premiers .



Application 2 (développement
dyadiques
considère

(2
,
A
, p) = (t0, 11, B(to, (t),X

aves 1 : mesure de Labesque.
Pour U

, 1 ,
wer on pose

X (m)= (2" w]-2 . 22w)N

où L . J est la partie entière.

Proj-xition (XnIns, sort
ind ( = indépendantes et
-

-

identiquement distribuées) de
loi P(X

,
=0) = B(X ,= 1) =1



Remang- on Vérifie que
Xu(mE50, 13 , que

-A -M

o w - Xp() 2 < 2
R= 1

a qui montre quaD
-

w = 2 Xp(c).
k =1 2k

Ainni (XR(a)(r)
,

sont les
coefficients du développement
degadique dew.
Preuve : Pour i, , .., pe20, 13-

on remarque
3X 1
=i, 1 .., Xp = ip3

- P
=[



Donc P(X
,
= i,. .., Xp = ip)

= 1
2P

En sonmaut ser i , , ... ip on

obtient p(Xp= ip)=
De même P(Xp = ir)=Le
Donc

D(X ,
= i, . -

, Xp = ip)
= B(Xr = ir)
R= 1

Donc (X11- Xp) sont1 .

Donc (XR(R) ,
Sout #

.

-



Proposition p. S . on a Vp31
i,, .., ipt 50, 13/

#Sk, 0 :X R+ 1
= i, - Xr +p

= ip3
=

Autrement dit
S pour presque

tout réel x de 20
,
15
,

n'importe quelle suite finie
de O et de 1 apparaîtune
infinité de fois dans l
développement en bese 2 de
(x)



Prene : Problème par d'I
en effet (X ,, Xz) # (X2

, Ys)
Idée pour faire apparaître
de l'indépendance, on fait
des paquets :

Yn = (Xnp+ > Xmptys-> Xuprp)

ExemplePx) (X5
,
X)...

D'après le principe des
coalitions

,
les (Yulns

,

sont

#.
On pose alors
An = Syn = (i , . ., ip) 3



alors PCAn) = p 1 donc
*

ZB(An) = 1.
1 = 1

Par villeves (An(n)
,
sont

Done par les p - S

An est réalisé une infinité
de fois :

Fin-, ipe 50, 13

sop-S #G30 :X+Fi ...., Yagip3L = b

Idédé or peut



toujours interventir
"Ve ensemble dénombrable"
et "p. S" .
En effet, eiP(Bn) =
Kn
,

1
,
alors

BI / Bn) = 1

23

lexercical
Donc

⑮ i..., ipt 50 , 13,

#Eko : Xr+ il 1 --, Xr+p=in3
= x

-



Conclusion :
-

Autrement dit, pour presque
tout réel x de 20

,
15
,

n'importe quelle suite finie
de O et de 1 apparaîtune
infinité de fois dans le
développement enbese 2 de·(x)
ve il n'est par facile-

d'exhiber explicitement
un réel de [0,11 qui
Vérifie (Y)
-

c on voit le puissance↓

l'en argument probabiliste
pour un problème d'existence


