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Ce document e$t un recueil d’exercices et de problemes corrigés issus des travaux dirigés, devoirs
maison et examens du cours de M2 Théorémes limites et applications enseigné au M2 de l'aléatoire de
I’Université Paris-Saclay entre 2020 et 2025.

Les notes de cours peuvent étre trouvées a ’adresse

https://igor-kortchemski.perso.math.cnrs.fr/M2/TheoremeslLimites-cours.pdf

La premiere partie du cours était consacrée a 1’étude de la notion de convergence en loi, d’abord
dans R”, puis dans un cadre assez général ol les objets aléatoires considérés prennent leurs valeurs
dans un espace métrique complet et séparable. On y démontrait en particulier le théoreme de Prokhorov
qui caratérise les familles de mesures de probabilité relativement compactes pour la topologie de la
convergence en loi.

Dans un second temps, cette théorie était appliquée a I’étude de la convergence en loi dans l’espace
des fonctions continues a valeurs réelles, puis dans l'espace des fonctions cadlag a valeurs réelles. On
établissait en particulier le théoréme de Donsker, selon lequel une marche aléatoire a pas indépendants
et de méme loi converge apres renormalisation vers un mouvement brownien.

La derniére partie du cours était consacrée a I’étude des mesures aléatoires de Poisson.

Si vous relevez des coquilles ou erreurs, n’hésitez pas a me les signaler en m’envoyant un mail a
igor.kortchemski@math.cnrs.fr
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1 Convergence étroite dans R*

On note M, (R¥) 'ensemble des mesures de probabilités sur RF, avec k > 1 un entier fix¢, et = désigne
la convergence étroite dans cet espace

1.1 Exercices

f?(ercice 1.1. Soit (u,,),>, une suite de mesures de M, (RR) et p € M, (IR). On suppose que y,, = p. Y a-t-il
des implications entre les assertions suivantes?

(a) p, eSt a densité pour n assez grand (c) p, est atomique pour n assez grand

(b) peStadensité (d) u es$t atomique.

Rappelons qu'une mesure atomique est une mesure qui s’écrit )_a;0, pour des suites a; € R, et b; € R
et que dans R” par mesure a densité on entend par rapport a la mesure de Lebesgue (1'usage e$t juste de
dire a densité).

* ok %

Z:?(ercice 1.2. Montrer qu'une famille (y;);c; de mesures de M, (IR) e$t tendue si et seulement si il existe
une fonction mesurable f : IR — [0, o) telle que f(x) — co pour |x| — oo et sup;; f]R fdu; < oo.

* %k %

f?(ercice 1.3. Soit (X,,),,>, des variables aléatoires réelles. Montrer que la suite (X,,),», est tendue si et
seulement si pour tout € > o et pour toute suite (c,),>, de réels §tri¢tement positifs telle que ¢, — o on a
P(c,|X,| =€) — o.

* % %

Fxercice 1.4. — (Théoréme de Riesz et lemme de Scheffé) — Soit (E, A, j) un espace mesuré, avec j une
mesure positive (pas forcément finie). Soit (f,),>; une suite de fon&tions mesurables de E dans R telles
que :

fn— f p—presque partout. (1)
(1) On suppose que la convergence (1) a lieu, que pour tout n > 1, f, € LP(u), f € LP(p) et fullp = N1F 1L,
quand n — oco. Démontrer que f,, — f dans LP(u) (théoréme de Riesz).
On pourra introduire la fonétion g, = 2P(|f,IP +|fIP) = 1f,. — fIF.

(2) Montrer le lemme de Scheffé :

n—-oo

si(1),f, et f sont yintégrables, f,>o0 et ffndy — dey
E E

alors J lfu—fldp — o.
E n—o00

(3) Soit (X,,),>, une suite de variables aléatoires positives qui converge presque strement vers X. On
suppose que E[X,,] — [E[X]. Montrer que X,, converge vers X dans L".
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(4) Soit (X,),>, des variables aléatoires réelles telles que pour tout n > 1, X,, a pour loi f,du (i.e. sa loi
a une densité f, par rapport a p). Montrer que si f, converge u-presque partout vers une densité
de probabilité f, alors X,, = X, ou X e$t une variable aléatoire de loi fdp.

* %k %

Faercice 1 5 - (Transformée de Laplace) - Soit u € M, (IR,). Sa transformée de Laplace e$t définie par
l'intégrale L,( J}R p(dx) pour t > o.

(1) Vérifier que L, est de classe C* sur |o, col.
(2) Montrer que pour tout x >oon a

ol g

pllox) + ~p(lx)) = lim )~ 17 (0),

ou L;,k) désigne la dérivée k-ieme de L. En déduire que si p, v € M, (R;) ont méme transformée de
Laplace, alors p = v.

(3) Soit (py)y>; une suite de mesures de M, (IR, ). On suppose que L, converge simplement sur R,
vers une fonction L continue a droite en o. Montrer qu’il exiSte p € M,(RR,) telle que L = L, et

Hn = M-

On pourra s’inspirer de la preuve du théoreme de Lévy.

* %k %

f?(ercice 1.6. Soit (p,),>, une suite de mesures de M, (IR) et y € M, (IR).
(1) On suppose que (4,),>, €St tendue. Montrer que

Ve>o, d0>0, Ynx1, [|x-y[<6 = |, (x)-¢, ®)<e.

(en d’autres termes, la suite (¢, ),>, €St uniformément équicontinue).

(2) On suppose que p, = p. Montrer que ¢, converge vers ¢, uniformément sur tout compact.
Donner un exemple ot la convergence n’e$t pas uniforme.

(3) Laréciproque del’énoncé de la premiere question est-elle vraie, autrement dit est-ce que si la suite
(¢4, )n=1 €St uniformément équicontinue alors la suite (y,,),>, est tendue?

* ok %

Z:xercice 1.7. Soit (M), une suite de mesures de M, (IR) et u € M, (IR) sans atomes. Montrer que y,, = p
si et seulement si sup g |Fy, (s) = F(s)] — o.

* ok %
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Exercice 1.8. — (Théoréme de GlivenKo-Cantelli) - Soit (X,,),», une suite de variables aléatoires réelles

n
s 1 A . . 1 1 .. .
indépendantes et de méme loi y. On considere y, = — > 0x. la mesure empirique de ces variables
n 4 :
1=1
aléatoires. On note F, la fonction de répartition de y, et F celle de p. Le but de cet exercice est de le
théoréme de Glivenko-Cantelli :

presque stirement, lim sup|F,(s) - F(s)| = o. (%)
"= seR

(1) Montrer (%) lorsque p est la loi uniforme sur [o, 1].
Pour o < x < 1, on pose G(x) = inf{s € R : F(s) > x} (appelé inverse généralisé de F). Il e§t possible
de vérifier que G et croissante, continue a gauche en tout point. Soit (Y;),<;<, des variables aléatoires
indépendantes de loi uniforme sur [o,1].

(2) (a) Montrer que pour tout t € Ret x € [o,1] on a
F(t)>x & t>G(x). (2)

(b) Montrer que (G(Y;)),<i<, sont des variables indépendantes de méme loi p.
(c) Montrer que F,, et A, o F ont méme loi, ou A, e$t la fonétion de répartition empirique des
Y,,...,Y,

(3) En déduire (%).

‘Fxercice 1.9. — (Caractérisation des fonctions de répartition dans RF .)—Pour x = (x,,...,x) € RF et p =
(Y1, V%) € R* on note x < y si x; < y; pour tout 1 < i < k. Soit F : RF — [0,1] une fon&ion. On dit
qu’elle e§t continue a droite si F(x") — F(x) lorsque x" | x. On dit qu’elle est propre si F(x) — 1 lorsque
min; x; — oo et F(x) — o lorsque min; x; — o. On dit qu’elle est une fonction de répartition s’il existe une
mesure p € M, (RR¥) telle que F(x) = u({y € R* : y < x}).

(1) Donner un exemple de fon&tion F : R* — [o, 1] continue a droite, propre, croissante en chacune de
ses variables et qui n’e$t pas une fonétion de répartition.

On dit que F e$t a accroissements positifs si pour tout pavé |x,y] =]|x,,y,] X ---x]xg, vx] on a F(]x,p]) =
Y . s(u)F(u) > o, ou la somme e$t prise sur tous les coins u de |x,y] et s(u) = (—1)P avec p = Zi; 1=y

(2) Montrer que F : R¥ — [0,1] e§t une fon&ion de répartition si et seulement si elle e§t continue a
droite, propre, et e§t a accroissements positifs.
Pour une preuve probabiliste de la réciproque, on pourra justifier I'existence pour tout n > 1
de mesures de probabilité p, a support dans (27"Z)) telles que pn(x/2") = F(]27"(x — 1),27"x]) pour
x € Z¥, et de variables aléatoires (X"),s, telles que X" soit de loi p, et X™ —27™ < X" < X" pour tout
m < n, et enfin considérer X = lim,,_,,, X".

* ok %

Exercice 1.10. Soit (E,d) un espace métrique muni de sa tribu borélienne et f : E — IR mesurable.
Montrer que ’ensemble des points de discontinuité de f est mesurable.
Indication. Pour €, > o, on pourra vérifier que U, 5 := {x € E : dy,z € B(x,¢),|f (v)— f (2)| > 0} e$t ouvert.
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* ok %

‘E:Cercice 1.11. Soit p,, u des mesures de probabilité sur R. On note A la mesure de Lebesgue sur R et
Huns K p g
O, ()= Ie”xv(dx) pour une mesure de probabilité v sur IR.

(1) Démontrer que y,, = pu si et seulement si la fonction cara&téristique de p,, converge simplement
vers la fonction caractéristique de p pour presque tout point par rapport a la mesure de Lebesgue.

(2) Est-il vrai que p,, = p si et seulement si la fonction caratéristique de y, converge simplement
sur un ensemble dénombrable dense vers la fontion caractéristique de u?

* ok %

Z:;Cercice 1.12. Soit (X,),>:, X des variables aléatoires réelles. Soit D un ensemble dénombrable dense
de R.

(1) Alix dit : <si X,, converge en loi vers X lorsque n — oo, alors pour tout u € D on a P(X, <u) —
P(X < u) lorsque n — co. > A-t-il raison ? Ju$tifiez votre réponse.

(2) Billie dit : < si pour tout u € D on a IP(X,, <u) — P(X < u) lorsque n — oo, alors X,, converge en
loi vers X lorsque n — oo. > A-t-elle raison? Justifiez votre réponse.

* ok %

1.2 Solutions

Solution de 'exercice 1.1. Non :

— si p, est a densité, y peut aussi bien étre a densité (prendre y = y,,) qu'atomique (prendre p,(dx) =
211 _y/n,1/n)(X)dx, qui converge étroitement vers J,), voire singuliére par rapport a la mesure de
Lebesgue (penser a I'escalier du diable).

— si p, e$t atomique, p peut aussi bien étre atomique (prendre y = y,) ou bien a densité (prendre

Hy = 3 Xi—y Oi/m, qui converge étroitement vers la mesure de Lebesgue sur [o,1]).

* ok %

Solution de I'exercice 1.2. Posons C = sup;; LRfd,ui. Soit € > 0 et A > o tel que |f(x)| > C/(¢) pour
|x| > A. On écrit, pour i €1,

Czjfdyzj fdyzg du;,
R R\[-A,A] € JR\[-A,A]

de sorte que y;(R\[-A, A]) <e.
Soit (A,),>, une suite de réels §tri¢tement positifs tels que pour tout n > 1 et i € I on ait

1
l/li(IR\[_AnlAn]) < ﬁ
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Sans perte de généralité, on peut supposer que la suite (4,) est §tri¢tement croissante et A,, — co. On
définit alors f par f(x) =osi|x| <A, et f(x) =nsiA, <|x|<A,,,, desorte que f est mesurable, f(x) — oo,

et pouri€l,
deﬂi
R

gk

Ji fdu
1 [_Anﬂ:AnH]\[_An:An]

=
Il

nl"i([_An+1:An+1 ]\[_Aann])

gk

=
Il

1

np; (IR\[_AnJAn])

gk

=
Il

1

1
)
n2

gk

=
Il

1
d’ou le résultat.

* ok %

Solution de I'exercice 1.3. Supposons que la suite (X,,),>, e$t tendue. Soit € > o et (c,),>; une suitede réels
positifs telle que ¢, — o. Soit # > o. Par tension, il existe M > o tel que P(|X,| > M) < 5. Pour n assez
grand, ¢/c,, > M, et alors

H)(Cnlxnl = E) < H)(lxnl = M) < 1,

d’ou le résultat.

Réciproquement, raisonnons par ’absurde en supposant que la suite (X,,),>, n'e$t pas tendue. On
peut alors trouver € > o et une extraction ¢(n) telle que IP(|X¢,(,1)| > n) > ¢ pour tout n. On définit alors la
suite (¢, ),», en posant cgx) = k pour tout k > 1 et ¢; = k—1 pour ¢p(k—1) <i < (k). Alors, pour tout n>1,

H’(c¢(n)|X¢(n)| > 1) > &,
contradi&tion.

* % %

Solution de 'exercice 1.4.

(1) Par inégalité triangulaire, on remarque que |f,— f [P < (If,|+|f])P < 2P max(|f,IP,[fIP) < 2P (|f.[P +|fIP)
de sorte que g, > o. Appliquons le lemme de Fatou a g, :

27" [ IPdp= | Giminfg,dp<timint [ 2P+ FP)du-limsup | 1f,~ 7Py
E g N1 n—00 E E

n—-oo

On en déduit que
limsupj If,— fIPdu <o,
E

n—o0

d’ou le résultat.

(2) C’e$t simplement le théoreme de Riesz pour p = 1.
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(3) C’est simplement le lemme de Scheffé.

(4) Soit s € R. On montre que P (X, <s) —» P(X <s). Pour cela, en notant A =] — o0, s], on remarque

[ [

Remarque. La méme preuve montre qu’en fait IP(X, € A) —» P(X € A) pour tout borélien A.
Ceci implique la convergence en loi, mais la réciproque n’e$t pas vraie (prendre par exemple a
Pn =01y = O, avec A = {o}).

que

<[ h-fin = o
R

ce qui conclut.

* ok %

Solution de I'exercice 1.5.

(1) Ceci provient du fait que pour tout entier k > 1, la dérivée k-iéme de t > ™"
puisque la fon&ion x - x¥e~'* e§ bornée sur R, pour tout ¢ > o. En particulier,

* est p-intégrable,

LLk)(t) = (_1)]{—[112 uke " y(du).

+

(2) Soit x > 0. D’aprés la question précédente et le théoreme de Fubini,

Ltx] k
(k) (fu)" 4,
2 T Lw (f):J;R E T " u(du).

+ k=0

Ltx] k

(tu)
k!

e” " =P (Poisson(tu) < | tx]).
k=0
Montrons que

o six<u

P (Poisson(tu) < [tx]) — L six=u
t—o00 2

1 six>u

en diStinguant les trois cas :
— x =u : En notant (Y;);>, des variables aléatoires i.i.d. de Poisson de paramétre x, on a
Y; + -+ Y|y = [t]x + Poisson(| tx] — [t |x) — (Ltx] — | ]x)
Vix

avec Poisson(| tx]—|t]x) une variable aléatoire de Poisson de parametre | tx|—|t]x indépendante
de (Y;);>;. D’apres le TCL,

P (Poisson(tx) < |tx]) = ]P( <o

(Y1+"'+Y|_tj_|_th <

Vix =0 5

N | R
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Poisson(| tx]—|t]x)—(Ltx]—|t]x)
Vix
lorsque t — oo (ceci provient par exemple de I'inégalité de Markov)) donc d’aprés le lemme de

Slutsky on conclut que P (Poisson(tx) < |tx|) — 3 lorsque t — oo.

En remarquant que || tx] - f]x| < 1 + x, on voit que — o en probabilité

Remarque. Plus formellement, on a utilisé le fait que si X,,+ Y, = Z, avec X,, 1. Y, et Y}, qui
converge en probabilité vers o, alors X,, = Z.

— x<u:alors

IP (Poisson(tu) < [tx])

P (tu — | tx] < tu —Poisson(tu))
P (tu — | tx] < |tu — Poisson(tu)|)
Var(Poisson(tu))

(tu —|tx])>

u
tH(u—x)

IA

IA

lorsque t — oo, qui tend donc vers o.

— x> u : alors, de méme,

IP (Poisson(tu) < [tx]) 1 — P (Poisson(tu) > | tx])

1 — P (Poisson(tu) —tu > | tx]|—tu)

> 1—IP(|Poisson(tu)—tu|> |[tx]—tu)
. Var(Poi t
P (|Poisson(tu) — tu| > [ tx]| —tu) < ar( 0|sson(2u)) - "
(Ltx]—tu) t(x—u)
Ainsi,
Ltx] k
(tu) _ 1
—k! e tu tjo)o ﬂ[o,x[(u)+gﬂ{x}(u).

k=0
En utilisant le théoréme de convergence dominée, on conclut que

Ltx] k
|y Shemuan [ oo+ 3 tgtuptda) = o, 1)+ 2 i)
R : R

t—o00
+ k=0 +

Supposons maintenant que u,v € M, (R,) ont méme transformée de Laplace. Notons D l’en-
semble des atomes de y et de v, qui e$t au plus dénombrable. Alors d’apres le résultat précédent,
u([x, v[) = v([x,y[) pour tous x,y € R\D. Puisque R\D est dense, on en déduit que y et v coincident
sur tout intervalle ouvert et donc y = v par application du lemme des classes monotones.

(3) On remarque tout d’abord que si p,, = p, alors L, converge simplement vers y (la fonction x
e~'* étant continue bornée sur R,).

I1 suffit de montrer que (y,,),>, st tendue. En effet, on conclut alors la preuve comme pour
le théoreme de Lévy : soit y la limite en loi le long d’une sous-suite ¢, (qui existe par tension). On
raisonne par ’absurde et on suppose qu’il existe € > o, une extration ¢ et une fonction f : R - R
continue bornée telle que |pg(,)(f) — p(f)| > €. Par tension, il existe une extraction ¢ telle que

9
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Heop(n) = V pour une certaine mesure v € M1(IR). Comme L#%(
comme L, do

, converge simplement vers L,
, converge simplement vers L, et comme L, converge simplement vers L, on en
déduitque L=L, =L, etdonc p=v.

Pour montrer que (y,,),,>, est tendue, on écrit

1/K ~1/K %)
KJ (1-L, (t)dt = K (1—.[ e‘“‘,u(dx))dt

Jo

ro r1/K

= K (1 —e ™)dtu,(dx)
Jo Jo

ro r1/K

\Y
o~

(1— e_tx)dtyn(dx)
JK Jo
ro r1/K

K (1 —eXNdtp,(dx)
JK Jo

= (K,

\Y

Or par convergence dominée Kjol/K(1 — L, (t)dt — Kfol/K(1 —L,(t))dt et par continuité a droite

Kfol/K(1 —L,(t))dt — o lorsque K — co. On en déduit aisément la tension de (1) ;>

* ok %

Solution de 'exercice 1.6.

(1) Soit € > 0 et M > o tel que pour tout n > 1, p,(IR\[-M, M]) < €. Par uniforme continuité, il existe
o> otel que |[x—y| < dette[-M,M]impliquent [¢'™* —¢'?| < &. On écrit alors :

b0 ()= b, ()] = f |e”X—e”y|yn<dt>+f € — &, (d1)
[7M7M]

R\[-M,M]

IA

€+ 2p,(R\[-M, M])

< 3¢

(2) On sait que ¢, converge simplement vers ¢,. C’e§t alors un résultat général : si une suite de
fonctions réelles sur un compact e§t uniformément équicontinue et converge simplement, alors
elle converge uniformément. Pour le démontrer dans notre cas précis, soit € > o et K un compact.
Soit 6 > o tel que I'implication de la premiére question e$t vraie. En passant a la limite, remarquons
tout d’abord que |x —y[ < 6 implique |§,(x) — $,(y)| < €. Par compacité, on peut recouvrir K par un
nombre fini de boules (B(x;,6)),<i<k- Soit N tel que n > N implique max, i<k |, (x;) — ¢, (x) < .
Alors, pour n > N, soit x € K. En notant 1 <i <k l'entier tel que x € B(x;,0) :

(P, (%) = P () < by, (%) = Py, (i) + |y, (i) = Ppu(xi)| + P pu(xi) = P(x)] < 3¢,

ce qui conclut.

En prenant par exemple X, = 1/net X =0, ona ¢x, (1) = e'"/" — ¢ x(t) pour tout t € R, mais
l¢x, — pxlleo = 2 pour tout n > 1.

10
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(3) Oui:si(dy,)n>, €5t uniformément équicontinue, comme [, (0)| = 1, d’apres le théoreme d’Arzela-
Ascoli, la suite (¢, ),>, a des sous-suites qui convergent uniformément sur tout compact. Par
procédé diagonal (en se re§treignant par exemple a des compaéts [-N, N]avec N entier), on trouve
une extraction y telle que (¢, )u>: converge uniformément sur tout compact vers une fonction
limite continue ¢. D’apres le théoreme de Lévy, ¢ est la fonction caractéristique d’une mesure de
probabilité vers laquelle (¢, )u>, converge étroitement.

* % %

Solution de I'exercice 1.7. Laréciproque est claire. Le sens dire¢t est une conséquence du deuxiéme théoréme
de Dini. Donnons ici une approche dans le contexte de I'’exercice. Fixons k > 2. L'application F, étant

continue, croissante, de limite nulle en —co et de limite 1 en oo, il existe des points s; < --- < s;_; tels que
F,(s;) = ¢ pour tout 1 <i < k. Par convergence simple, pour 1 assez grand, pour tout 1 <i <k,

i—1 i+1
— < Pyn(si) < T
Par convention, posons s, = —oco et s = oo. Il vient que pour tout n assez grand, pour tout s € R, en
choisissant s; tel que s; <s<s;,, :
i+2 2 2
F, (s)<F, (siy1) < - F(si) + T < F,(s)+ %
et de méme
i—1 2 2
Fyn(s) 2 Fpn(sz) 2 k = Fy(51+1) "% 2 Fy(s) A

Ainsi, pour n assez grand,

ce qui conclut.

* ok %

Solution de l'exercice 1.8.

(1) On suit la méme approche que pour l'exercice 7. Fixons k > 2. Il existe des points s; < -+ < s,
tels que F(s;) = ¢ pour tout 1 <i < k. D’apres la loi des grands nombres, presque sirement, pour 7
assez grand, pour tout 1 <i <k,

i—1 i+1
—< Fﬂn(si) < _k .

Par convention, posons s, = —oco et s; = co. Il vient que pour tout n assez grand, pour tout s € R, en
choisissant s; tel que s; <s<s;, :

i+2 2 2
Fyn(s) < Fyn(51+1) < T :F,u(si)"' E SFy(5)+ E
et de méme
i—1 2 2
Pyn(s) 2 Py,,(sz) 2 T = Py(5i+1)_ A ZP}/I(S)_ r
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Ainsi, presque stirement, pour n assez grand,

sup|[F, (s) - F(s)l <

seR

bl N

"{‘rl

Ceci étant vrai pour tout k > 2, ceci conclut.
(2) (a) SiF(t)>x,alors clairement inf{s € R: F(s) > x} < t et donc G(x) < t. Réciproquement, montrons

que F(t) < x implique t < G(x). Puisque F e$§t continue a droite, il existe € > o tel que F(t+¢) < x.
On a alors G(x) >t+e>t.

(b) Elles sont clairement indépendantes de méme loi et d’apres la question précédente, pour o <
t<1,

P(G(Y,) <) =P(F(t) > Y,) = F(t),

d’ou le résultat.

(c) Sans perte de généralité, on peut supposer que X; = G(Y,). On a alors
F,(t) = %Card({l <i<n:G(Y)<t)= %Card({l <i<n:Y;<F(t) = A, (F(t)

(3) D’apres (1), ona

presque sirement, lim sup|A,(s)—s|=o,
n—00 seR
ce qui implique
presque sirement, lim sup|A,(F(s)) - F(s)| = o,
n—o0 seR

et le résultat désiré en découle par (c).

* % %

Solution de I'exercice 1.9.

(1) Prenons F(x,,x,) = 1 iy 0. S'il exi$te py € M, (RF) telle que F soit sa fonction de répartition, on a
alors p([-1,2] x[-1,2]) = F(2,2) — F(2,-1) = F(-1,2) + F(-1,—1) = —1, absurde.

(2) L'implication est claire (si F e$t la fonction de répartition de p € MI(IRk), la propriété d’étre a
accroissements positifs provient du fait que ), s(u)F(u) = p(]x,y]) — en reprenant les notations de
I’énoncé).

Puisque F est propre et a accroissements positifs, il exiSte bien des mesures de probabilité p,, a
support dans (27"Z)) telles que p,(x/2") = F(J]2™"(x —1),27"x]) pour x € Z*.

Ensuite, par constru&ion, F e§t finiment additive sur les pavés, de sorte que pour x € ZF et
1<m<n:

pn (27" =1, x]) = pa (277 (x = 1, x]).
Ceci permet de conStruire par récurrence une suite de variables aléatoires (X"),>, telles que X"
soit de loi p, et X™ —27" < X" < X" pour tout m < n a partir d’une suite de variables aléatoires
i.i.d. uniformes sur [o, 1]. En effet, supposons X*,..., X" con$§truites. Puisque
Z Hna (]X;1 - 11+1’X? - 2:111 _2_”_1]""’]}(;(1 - %’X? - :zlfl—l _2—n—1])

2" 2

iy,..,jx=00U1

ni-3x)

12
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on conétruit X"** sachant X" de sorte que pour i,,...,iy =oou 1,

ll
nt1’cc
2

Ik
XM= (X;q - Xl;: - 2n+1)

avec probabilité

1
lln(]Xn—;—n,Xn

i i e iy iy e
])l”nﬂ (]X?_zn%'xy_zn%_z " 1]""']Xl’<1_ 2n+1’X;1_ S —27" 1])
On a bien X" —27" < X" < X" pour tout m < n, ce qui permet par monotonie de définir X =
lim,,_,. X".
Vérifions que la fon&ion de répartition de X e§ F. Soit x € RF dyadique. En particulier,
P(X" < x) = F(x). Par ailleurs, d’aprés le lemme de Fatou,

P(X<x)=E [ lim 1Xn<x] <liminfP(X" < x) < liminfP (X" < x) < F(x) = P(X" < x) < P(X < x).

n—o0
Ainsi,
Flx) SP(X<x)<P(X<x+2"")<F(x+27").

En faisant tendre n vers l'infini, on conclut en utilisant la continuité a droite de F.

* % %

Solution de I'exercice 1.10. Vérifions tout d’abord que U, s est bien ouvert. Si x € U, 5 et v,z € B(x, ¢) sont
tels que |f(y) — f(z)| > o, alors pour tout x” tel que d(x,x’) < ¢ — max(d(x,y),d(x,z)) on a x’ € U.4. En
particulier, U, 5 e§t mesurable. On conclut en remarquant que I’ensemble des points de discontinuité de
f s’écrit

Solution de l'exercice 1.11.

(1) Limplication e$t claire. Pour la réciproque; on adapte la preuve du théoreme de Lévy 1. Comme
dans le cours 1, on a l’existence d’une constante ¢ > o telle que pour tout A > o

1/A 1/A
un(R\[-A4,A]) < CAJ (1 -Re¢, (u))du — CAJ‘ (1 -Re¢p,(u))du — o,
-1/A n—0c0 —1/A A—oo

ou la premiere convergence a lieu en vertu de la converge presque partout de ¢, vers ¢, et du
théoreme de converge dominée, et la seconde en vertu de la continuité de ¢, en o.

Ainsi (p,),>, est tendue. Supposons que py,) = v. D’aprés le théoreme de Prokhorov,
il suffit de vérifier que y = v. On a alors ¢y¢(n>(t) — (pv(t/) pour tout t € R. Or (;byw(n)(t) — ¢u(t)
pour presque tout ¢t € R. Donc ¢, = ¢, presque partout. Etant des fonctions continues, ces deux
fonctions sont alors égales partout, ce qui conclut.

(2) C’est faux, on peut par exemple prendre p,, = 0,1

13
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* ok %

Solution de l'exercice 1.12.

(1)

(2)

Alix a tort. Par exemple si D = Q, si X,, = 1/n et X = o, X,, converge en loi vers X, mais IP (X, <o) »
IP(X <o) lorsque n — oo.
Billie a raison.

Premiére solution. En notant E 'ensemble des fonctions de la forme } [, a;15, 5, avec a; € R
et a;,b; € D avec a; < b;, on a E[f(X,)] — E[f(X)] pour tout f € E. Or par uniforme continuité,
toute fonction continue a support compacét eét limite uniforme de fon&tions dans E, ce qui montre
que X,, converge en loi vers X d’apres un résultat du premier cours.

Deuxieme solution. Notons F et F,, les fontions de répartition respectives de X et de X,,. Soit
x un point de continuité de F. Par croissance, on a pour u <x <v avec u,v € D :

F(x)—-F,(v) < F(x)—F,(x) < F(x)—F,(u).
Ainsi, en faisant n — oo :

F(x)—F(v) <liminf(F(x) - F,(x)) <limsup(F(x) — F,(x)) < F(x) — F(u).

n—00 n—00

On conclut par continuité de F en x en faisant tendre u, v vers x.

* ok %
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2 Différents modes de convergence (presque siire, en probabilité, L")

2.1 Exercices

Z:?(ercice 2.1. — (Méthode des moments)— Soit X une variable aléatoire réelle admettant des moments
de tout ordre. On suppose que la loi de X est caractérisée par ses moments, c’est-a-dire que si Y e$t une
variable aléatoire admettant des moments de tout ordre vérifie E[X¥] = E[Y*] pour tout entier k > 1,
alors X et Y ont méme loi.

(1) Soit (Z,),>, une suite de variables aléatoires réelles uniformément intégrables qui converge en loi
vers Z. Montrer que E[Z,,] - E[Z].

(2) Soit (X,,),>; une suite de variables aléatoires réelles admettant des moments de tout ordre. On
suppose que pour tout entier k > 1, IE[X,@] - IE[Xk]. Montrer que X, = X.

Remarque. Voir 1’exercice 2.5 pour des conditions suffisantes pour qu’une variable aléatoire soit ca-

ractérisée par ses moments.

* ok %

Z?Cercice 2.2. Soit (E,d) un espace métrique et X,X,,X,,... des variables aléatoires a valeurs dans E.
Montrer que si X,, — X presque sirement ou en probabilité, alors X,, = X.

* ok %

f?(ercice 2.3. Soit (X;);>, des variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi.
(1) Montrer que si [E[|X,]|] < oo, la suite (max(X,,...,X,)/n),s, eSt uniformément intégrable.

(2) La réciproque est-elle vraie?
* % %

Faercice 2.4. — (Théoréme de représentation de SKoroKhod pour IR) - Soit X une variable aléatoire réelle.
On note F sa fon¢tion de répartition et on pose, pour o <u <1, F~'(u) = inf{x € R: F(x) > u}. On rappelle
(cf feuille d’exercices 1) que F~ (1) < x &= u < F(x). Soit (X,,),,>; une suite de variables aléatoires réelles
qui converge en loi vers X.

(1) Vérifier que F~' e§t une fon&tion croissante continue a gauche de ]o, 1| dans R.

(2) Montrer que pour tout u €]o,1[, on a

F'(u) <liminfF,"(u) <limsup F," (u) < F ' (u+),
=00 n—00

ou F7'(u+) e$t la limite a droite de F™" en u.

(3) En déduire que si X,X,,X,,... sont des variables aléatoires réelles telles que X,, = X, il existe un
espace de probabilité et des variables aléatoires X', X/, X},... définies dessus telles que X = X/,
X; =°' X/ pour tout i > 1 et X}, converge presque sirement vers X’ lorsque 1 — co.

* 3k %
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‘Exercice 2.5. Soit X une variable aléatoire réelle admettant des moments de tout ordre. On pose my =
E[x*], My = E[IXI"| pour k > 1 et ¢(t) = E[e"X| pour t € R.

(1) Montrer que le rayon de convergence de [E [eZX] =), m,’(‘,z est non nul si et seulement si le rayon
k
de convergence de ) 2 Mkz est non nul.
On suppose dans la suite que ces rayons de convergence sont non nuls et on note R le rayon de conver-
k
gence de Y 52 Mz
(2) Montrer que pour tout h € R,
K |h|K+1
Z« k! (K+1)!

k=0

(3) Montrer que pour tout t € Ret || < R on a le développement en série entiere ¢p(t+h) = ) 2 K,

(4) En déduire que la loi de X e$t caractérisée par ses moments.

* ok %

Z:;Cercice 2.6. Soit (X;);c; une famille de variables aléatoires uniformément intégrables. En reprenant la

) 1%
construction de la fonétion croissante ¢ : R, — R, telle que lim, _,, @ = oo et sup;; E[¢(IXi])] < 0
(preuve du critére de de la Vallée Poussin), vérifier que ¢ peut étre choisie de sorte que pour tout x > 1,
¢’(2x) < 2¢’(x), puis que ¢ peut étre choisie de sorte que ¢(x) < x> pour x > 1.

* ok %

Z:;Cercice 2.7. Soit (X,,),,>, une suite de variables aléatoires réelles uniformément intégrable.

(1) Pour n > 1 on pose S, = (X, +---+ X,,)/n. Montrer que la suite de variables aléatoires (S,),>; et
uniformément intégrable.

(2) Montrer que 'adhérence dans L* de {X,,: n > 1} forme une famille uniformément intégrable.

* ok %

Z}(ercice 2.8. Soit (E,d) un espace métrique et (x,),», une suite a valeurs dans E. On suppose que (9y, )>,
converge en loi vers une variable aléatoire X. Que dire de X ?

* ok %

f?(ercice 2.9. Soit (X,,),>, et X des variables aléatoires a valeurs dans un espace métrique séparable.
Pour chaque mode de convergence que vous connaissez, étudier si le fait que toute sous-suite de (X,,),;>,
a une sous-suite qui converge vers X implique que X,, converge vers X.

* ok %

f?(ercice 2.10. Soit (X,,) et (Y,,) des variables aléatoires réelles telles que o < X,, < Y,,. On suppose que X,,
converge en probabilité et que Y, converge dans L'. Montrer que X,, converge dans L'.

* %k %
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‘Exercice 2.11. Soient p,q > 1 tels que 1/p + 1/q = 1. Soit X € L1(Q, A, P) et soit (Y;);c; une famille de
variables aléatoires bornée dans LP (c’e§t-a-dire sup,; E[|Y;[’]? < o). Démontrer que la famille (XY;);¢;
est uniformément intégrable.

* ok %

‘Exercice 2.12. Soit A > o et soit X une variable aléatoire dont la loi e§t donnée par P(X >a) = a~" pour
tout a > 1. Soit (X,,),,>, une suite de variables aléatoires i.i.d. de méme loi que X et on pose

n
| %
=1

Lorsque 1 — oo, e§t-ce que T,, converge dans L' ? Justifier votre réponse.

1/n

T, =

* % %

Z?(ercice 2.13. Soit (X,)),>: et (Y,,),>; deux suites de variables aléatoires réelles définies sur le méme
espace de probabilité telles que Y, > X, > o et E[Y,| = 1 pour tout n > 1. On suppose que la suite de
variables aléatoires (X,,),,>; converge en loi vers une variable aléatoire positive X telle que [E[X] = 1.

(1) Montrer que la suite de variables aléatoires ((X,,, Y,;)),,>; converge en loi vers (X, X).

(2) Montrer que la suite de variables aléatoires (Y},),>, est uniformément intégrable.

* ok %

f?(ercice 2.14. Soit (X,,),>; une suite de variables aléatoires a valeurs dans [o,1] et p > 0.

(1) On suppose que E[X,,] — 1 lorsque n — co. Montrer que pour tout p > o, [E[[X,, — 1[°] — o lorsque

n — o0.

(2) Onsuppose que E[X,] > aet E[X?] - a® avec a € [0, 1] lorsque n — co. Montrer que E[[X,, — a[f] —
o lorsque n — co.

Indication. Dans les deux cas, on pourra commencer par montrer que X,, converge en probabilité.

* ok %

f?(ercice 2.15. Soit (X;);>, et X des variables aléatoires réelles. On pose S, = (X, +---+ X,)/n pour n > 1.
On considere l’assertion suivante :

(A): si X, — X, alors S, — X.

n—oo n—-o0

ESt-ce que l'assertion (A) e$t vrai pour les modes de convergence suivants?

(1) | Convergence p.s. (2) |Convergence L'

(3) | Convergence en probabilité (4) | Convergence en loi.

Justifiez vos réponses.

* % %
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f?(ercice 2.16. Soient (X,,),>; et (Y,),>, des variables aléatoires réelles. On suppose que pour tout n > 1,
la loi de X,, est absolument continue par rapport a la loi de Y, de densité f,. Cela signifie que f,, : R - R,
est une fonction mesurable telle que pour toute fontion mesurable positive F : R — IR, ou pour toute
fonction mesurable bornée F: R — Ron a:

IE[F(Xn)] = IE[fn(Yn)F(Yn)]-

(1) | On suppose que f,(Y,) converge en probabilité vers 1 lorsque n — oo et que Y,, converge en loi vers
une variable aléatoire Y. Montrer que X,, converge en loi vers Y.

(2) | On suppose que f, est continue pour tout n > 1, que la suite (f,),>, converge uniformément sur R
vers une fonction f, que Y, converge presque stirement vers Y et enfin que E[f(Y)] = 1. Démontrer
que X, converge en loi.

* ok %

Z:;Cercice 2.17. Soient (X[ > et (Xi)k>, des variables aléatoires a valeurs dans un espace métrique E
telles que pour tout k > 1, presque sirement pour tout 7 assez grand on a X;' = Xj. Démontrer qu’il existe
une suite (déterministe) A,, — oo telle que

IP(pour tout k € {1,2,...,A,Jona X' = Xk) — 1.

n—oo

* %k %

2.2 Solutions

Solution de 'exercice 2.1.

(1) Premiere fagon. D’apres le théoréeme de représentation de Skorokhod (exercice g), puisque le ca-
ractére uniformément intégrable ne dépend que des lois individuelles, on peut supposer que la
convergence Z,, — Z a lieu presque strement (et a fortiori en probabilité). D’apres un résultat du
deuxiéme cours, cette convergence a aussi lieu dans L', ce qui démontre le lemme

Deuxiéme fagon. On applique un argument de troncature. Soit K > o. On définit hg(x) = x si
|x| < K, hg(x) = K si x> K et hg(x) = —K si x < —K, de sorte que hg est continue et bornée par K. La
convergence en loi Z,, = Z implique

E|hk(Zn] = B[h(2)).
Par ailleurs, comme |x — hg (x)| < |x[1,> k) pour tout x € R, par inégalité triangulaire
[EZ, - Z)| <E[1Z, = b (Z)| + [Elhic(Zy) = b (2)]| + E[ |1k (2) - 21
< IE[lzn|1{|Z”|>K}] +0(1) + IE[|Z|1{|Z|>1<}]-
Combiné avec 'uniforme intégrabilité de (Z,]j),ZZl, ceci entraine que

limsup |IE[Zn - Z]| < IE[|Z|1{|Z|>K}].
n—o00
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Vérifions que Z est intégrable.
Premiere fagon. On a

E[|ZI1yzpx)] = j P(|Z| > u)du.
K

Or, par convergence en loi, pour presque tout u par rapport a la mesure de Lebesgueona P (|Z,| > u) —
IP(|Z| > u). Ainsi, d’apres le lemme de Fatou :

o0

f P(Z| > u)du < liminff P(Z,| > u)du = liminfE[lZn|1{|Zn|>K}] < oo,
K n—0o0 K n—o0

ce qui montre que Z est intégrable.

Deuxiéme fagon. On écrit

E [ (1Z1)]) < B g (1Z]) - (1 Z,D)] + E [ (1Z4)] < E [l (1ZD) = b (1Zu)] + BUZol] + E[1Zul1 2,155 |
En prenant la liminf lorsque n — oo puis en faisant K — oo, on conclut par uniforme intégrabilité
et convergence monotone que E[|Z]] < co.
(2) On montre la tension puis l'unicité de la limite.
Premiére étape : tension. Puisque (E[X}]),s, converge, la suite (X,,),>, et tendue.
Seconde étape : unicité de la limite. Soit ¢ une extraction et Y une variable aléatoire telle que

X¢n)y = Y. Soit k > 1 un entier. Puisque (113[(X¢(n))2k])n21 converge, (X(];)(n))nz1 e$t uniformément
intégrable. Vérifions que

IE[lYlk] <oo et IE[X('I‘)(n)] R IE[Yk]. (3)
Le lemme implique (3), et on obtient IE[Xk] = IE[Yk]. Puisque X e$t caraltérisée par ses mo-
ments, on en déduit que X et Y ont la méme loi, ce qui conclut.

* ok %

Solution de I'exercice 2.2. Si X,, — X presque strement, et si f : E — IR e§t une fonction continue bornée,

alors f(X,) — f(X) presque stirement et puisque |f(X,)| < [|f]lc < o0, le théoréeme de convergence do-
minée implique E[f(X,)] = E[f(X)].

Si X,, — X en probabilité, soit f : E — R une fonction continue bornée. On raisonne par l’absurde
et on suppose que [E[f(X,)] 7 E[f(X)]. Il existe alors € > o et une extraction ¢ telle que |IE[f(X¢(n))] -
E[f(X)]| > € pour tout 7 > 1. Or Xy, converge en probabilité vers X, il existe donc une extraction i telle

que Xg(y(n)) — X presque surement. Alors f(Xyy(n)) — f(X) en loi et donc IE[f(X¢(¢(n))] — E[f(X)],
absurde.

Solution de I'exercice 2.3.
(1) SiE[|X,]|] < o0, on écrit

max(X,,..., X;,) < ZZ:1 | Xl
n - n '

D’apres la loi des grands nombres, la suite Zk%p(k' converge dans L' vers E[|X,|]. Elle e§t donc uni-

formément intégrable, ce qui implique que la suite

X, X ; & inté
(W) n>; €St uniformément intégrable.
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(2) Oui, si les variables aléatoires sont positives : le cas échéant, o < X,/2 < max(X,,X,)/2 et donc
E[X,] < oo.
Non en général : par exemple, en prenant X; une variable aléatoire qui a pour densité
@ x<_1, On voit que max(X,,..., X,) a pour densité IXI%IL"S‘“ de sorte que

3/2 1 «© nx3/2d 1 2n
= X =— .
n32 ), x" n322n-3

)us» étant bornée dans L3, elle e§t uniformément intégrable, bien que X, ne

]E“max(Xl,...,Xn)
n

La suite (W

soit pas intégrable.

* ok %

Solution de l'exercice 2.4.

(1) Pour la croissance de F™', si u < v et si F(x) > v, on a alors F(x) > u, de sorte que F~'(u) < x, et en
passant a 'inf sur x on obtient F~'(u) < F'(v).
Pour le caratére continu a gauche, supposons que u,, T u mais que F~*(u,,) - F~'(u). Il exiSte
alors ¢ > o tel que F™*(u,) < F"'(u) — ¢ pour tout n > 1. Donc u, < F(F"'(u) — ¢). En passant a la
limite, u < F(F"'(u)—¢) et donc F'(u) < F"*(u) — ¢, absurde.

(2) Soito<u <1.

Pour montrer que limsup,,_, F,"(u) < F~*(u+), il suffit de vérifier que

Fix)>u+¢ = limsupF,"(u)<x.

n—o0

On montre la contraposée : supposons qu’il existe une extraction ¢ et > o tels que x+# < P(;(ln
pour n assez grand. On choisit un point x, € [x,x + [ en lequel F e§t continu. Alors F,,(x,) < u
pour n assez grand, et donc par convergence en loi de X,, vers X on en déduit que F(x) < F(x,) <
u<u+e.

)(u)
<

Pour montrer que F '(u) < liminf,_,, F,"(u), considérons x > liminf,_, F,"(#) un point
de continuité de F. Il exiSte alors une extradtion ¢ telle que x > F(_p(ln)(u) pour tout n > 1. Ainsi,
Fp(m)(x) > u et en passant a la limite on obtient F(x) > u, et donc x > F~*(u). Ceci montre que

F~'(u) <liminf, _, F," (u).

(3) Soit U une variable aléatoire uniforme sur [o,1]. On pose X’ = F7'(U) et X, = F,*(U). D’apres
la feuille d’exercices 1, X =1 X’ et X; =° X/ pour tout i > 1. D’aprés la question précédente,
X, (w) > X'(w) si F7* e§t continue en U(w). Puisque F~' a un nombre au plus dénombrable de
discontinuités, il s’ensuit que F~' e§t presque sirement continue en U et le résultat désiré en

découle.

* % %

Solution de I'exercice 2.5.

20


igor.kortchemski@math.cnrs.fr

Théoremes limites et applications — M2 Maths de l’aléatoire — exercices Igor Kortchemski — igor.kortchemski@math.cnrs. fr

(1) L'implication et claire car [m| < M. Pour I'implication[ = |, 'idée e$t de montrer que les
rayons de convergence de

= Mka ¢ = Mka
) T ) Tk
k:O k:o
k pair k impair

sont non nuls. Pour le premier, ceci provient du fait que my = M pour k pair, et pour le second de
I'inégalité |x|*/™* <1+ x* pour tout xe Ret j > 1.

(2) La formule de Taylor reste intégral donne pour he Ret K > 1:

) K 1k -1 \K+1 1 )
oih = Z (1:!) n (1h1)<! J; (1- u)Keluhdu,

k=0

de sorte que
|h|K+1

K K+1 1
1h |h| K1 _
") | e e

k=o

(3) D’apres la question précédente, on peut écrire

K ih k
pl(t+h)x _ Z(l x) eitx+RK(x,h)

k!
k=o
avec |Rg(x, h)| < %?f:;, . En particulier,
K FE (iX)keitX
Gt +h) = Z%hk +E[Rg(X, h)]
k=0 )
Or ¢ IE[ iX) k ’tX] et par définition de R, si |h| <R, % — 0, et le résultat s’ensuit.

(4) Puisque (j) caraltérise la loi de X, il suffit de montrer que ¢ s’exprime a partir des moments de
X. D’apres la question précédente, en prenant t = o, ¢ s’exprime en fonction des moments de X
sur | — R, R[. Puis, en redéveloppant en série entiére autour de points proches de R et de —R, on
en déduit que ¢ s’exprime en fonction des moments de X sur |- 2R, 2R], et ensuite sur | — nR, nR|
pour tout n > 1 par récurrence, d’'ou le résultat.

Remarque. Il est possible de trouver des variables aléatoires X et Y, admettant des moments de tout
ordre, telles que IE[Xk] = IE[Yk] pour tout k > 1 mais telles que leurs lois ne sont pas les mémes. Un
exemple explicite e§t donné par les densités

1

—Inx? —Inx?
exp( r21x )le>0 et (1 +sin(2mlnx)) ! exp( Zx )ILX>O.

XV271t

2Tt

* % %
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Solution de I’exercice 2.6. Rappelons que ¢ a été con$truit en posant

P(x)= ) (0= ),

m>1

avec (x,;);,>, une suite strictement croissante telle que sup;; IE[lXi|]1|Xi|2xm] <>

Remarquons que ¢ est dérivable sauf en un nombre dénombrable de points, et alors
¢'(x)=#m>1:x,<x}.

En particulier,
¢’ (2x) = ¢'(x)+#{m>1:x <x, <2x}

Ainsi, en prenant x, = 1/2 et en choisissant les (x,,) de sorte que x,,,, > 2x,,, on obtient pour x > 1/2:
¢’ (2x) < P'(x) +1 < 2¢"(x).
Ainsi, pour x > 1,
X
b < [ 20w/ = 4,
o

En posant k = [log,(x)], on obtient

X 1 n n(2 2
b(x) m%(;)m Hn/M)g (1) < Cx

avec C = 4¢(1). Le résultat s’ensuit en prenant ¢/(4¢(1)).

* ok %

Solution de I'exercice 2.77. Pour les deux questions on utilise la caraétérisation “e-6” de I’'uniforme intégrabilité.

Tout d’abord, puisque (X,,),>, est uniformément intégrable, elle e§t bornée dans L' : il existe C > o tel
que E[|X,|] < C pour tout n > 1. Aussi, pour ¢ > o fixé, il existe o > o tel que pour tout événement A avec
IP(A)<donalE[|X,|1,] <e pour tout n > 1.

(1) Par inégalité triangulaire et linéarité de l’espérance, pour tout n > 1 on a E[|S,|] < C et pour tout
événement A avec P(A)<oon a

n
1
E[IS,|La] < kZIEHkaA] <e,
=1

ce qui montre que la suite de variables aléatoires (S,,),,>, e$t uniformément intégrable.

(2) Il suffit de montrer que si X,, — X dans L" alors E[|X]|] < C et pour tout événement A avec IP(A) < 6
on a E[|X|14] < ¢. La premiére inégalité provient du fait que |X,| — |X| dans L (car ||X,| - |X]| <
|X,,— X]) et que la convergence dans L' implique la convergence des espérances. De méme, pour la
seconde inégalité on utilise le fait que X, 14 — X1, dans L* car |X,, 14— X14| <|X,, - X]|.

* ok %
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Solution de I'exercice 2.8. La variable aléatoire X est presque stirement constante. En effet, notons A I’en-
semble des valeurs d’adhérence de la suite (x;,),>;.

Vérifions d’abord que Card(A) < 1. Raisonnons par ’absurde en supposant que x # y sont deux valeurs
d’adhérence de cette suite. Soit alors ¢ < d(x,y)/3. D’aprés le théoreme de porte-manteau,

limsup1

n—o0

)< IP(X eF(x,e)),

x,E€B(x,e

de sorte que IP(X € E(x,e)) = 1. De méme, IP(X € E(y,e)) = 1. Absurde car B(x,¢) N B(y, ¢) = @.
Considérons
F={x,:n>1}UA,

qui et fermé.

Si A =@, d’apres le théoréme de porte-manteau, comme précédemment, IP (X € F) = 1. Puisque A = @,
pour tout i > 1, il existe ¢; > o tel que x,, € B(x;,¢;) pour n assez grand. D’apres le théoréme de porte-
manteau on a alors P(X € B(x;,¢;)) = o pour tout i > 1, ce qui contredit P(X € {x,, : n > 1}) = 1.

Si A = {x}, d’apres le théoreme de Porte-manteau, pour tout ¢ > o on a IP(X € E(x,s)) =1, et on en
déduit que P(X =x) =

* ok %

Solution de I’exercice 2.9. C’e$t vrai pour des modes de convergence dont la convergence est définie a
travers une di$tance : ainsi c’est vrai pour la convergence L?, la convergence en loi et la convergence en
probabilité X,, — X en probabilité ssi E [min(d(X,, X),1)] — o.

En revanche, c’e$t faux pour la convergence p.s. Par exemple si (X,,),>; est une suite de variables

aléatoires de Bernoulli indépendantes telle que IP(X,, =1) = 1 —P(X,, =0) = 1/n, la suite (X,,),,>, prend
p.s. une infinité de fois les valeurs o et 1 par Borel-Cantelli, mais il e$t clair que de toute sous-suite ¢ en
ré-extrayant 1 de sorte que ¢ o (n) > n*, la suite (Xyop(n))nz1 CONverge presque sirement vers o.

* ok %

Solution de I'exercice 2.10. 1l suffit de montrer que (X,,) e$t uniformément intégrable. A cet effet, on écrit

pour A>o:
E[Xlx,54] < E[Yily,sa),
d’ou

limsuplimsupE [XnﬂxnzA] <limsup limsupIE[Yn]lynzA] =o,

A—oo n—00 A—o00 n—oo

car Y, converge dans L' et donc e$t uniformément intégrable.

* 3k %

Solution de l'exercice 2.11. Premiére solution. On utilise la caractérisation ¢ — 6 de 'uniforme continuité.
Tout d’abord la famille (XY;);c; e$t bornée dans L', puisqu’en vertu de 1’inégalité de Holder :

E(|XYi|] < E[|X|9]Y9E[|Y;["]"/”

et que (Y;);¢; eSt bornée dans LP.
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Ensuite, soit € > o. Puisque X7 € L', la famille {X7} et intégrable. Il existe donc 6 > o tel que P(A) <6
implique E[X714] < €9/C% ou C = sup; E [1Y;[P]"/P. Par inégalité de Holder on a alors pour tout i €I :

E[|XY;|14] <E[IX|714]YTE[|Y;[P]"P <,

d’ou le résultat.
Deuxieme solution. Soit i € I. On commence par utiliser I'inégalité ab < aP/p + b/q pour a,b >o0:

E[IXYi|1xy,>a] < EBIXY;|1xp/q41v,2/p>4]
< E[XYi|(Ux9/g5a75 + Ly, p/p>ar)]
= E{lYillX[Lixjo/g>a72 1 + EBIXIYil Ly, p/psa/2]
Pour contrdler le premier terme, on utilise 1’'inégalité de Holder :

1/q
E[YillX| 1 xp/g5a7] < 1E[|Yi|p]1/pIE[|X|q]1|x|ff/q>A/2]

Le premier terme e§t borné uniformément en i et le deuxiéme terme tend vers o par convergence dominée
car X € L1(Q), A, P).

Le contrdle de E[|X||Y;[1}y,p/p>4/>] €5t un peu plus délicat. Pour R > o on écrit en utilisant 'inégalité
d’Holder

E(IXY;|Ly,p/psa7) < RE(Y | Ly,p/psa7.) + BIXYi[Lxi5r) < RE(Y; |1y, p/psa72) + 11X Lixps rllglYillp-
Puisque la famille (Y;);¢; e$t uniformément intégrable et bornée dans L?, on a

sup E(IXYi|Ly,p/p>as2) < Rsup B(|Y; |1y ppsa7.) +HIX Lxpsrllg sup 1 Yillp -
i€l i€l iel
\_\/___/

—o0 quand A — oo <oo

Enfin, comme précédemment,
X1 O
1X11x>rlly o

par convergence dominée. Ceci conclut.

* %k %

Solution de I'exercice 2.12. La réponse est oui. En calculant par exemple sa fonction de répartition, on

vérifie que In(X) suit une loi exponentielle de parametre A, de sorte que T,, converge presque slirement
vers e/ par la loi forte des grands nombres.

Par ailleurs, (T;),, et borné dans L? car pour n assez grand

n 0 A " An " 2\
E[T2]=E(X*"| = /. ——d :( ) :( )
(7] [ ] (L W i An—2 T2

qui converge vers e/,

Donc T,, est uniformément intégrable, et convergeant p.s. (et donc en probabilité), elle converge dans
Ll

Autres solutions. Alternativement, on peut passer par le lemme de Scheffé, ou montrer que [E[T,] —
e/ et E[T?] — ¢** et conclure par Cauchy-Schwarz.
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* ok %

Solution de I'exercice 2.13.

(1) La suite de variables aléatoires (Y,,),>, étant bornée dans L, elle e$t tendue. La suite de variables
aléatoires (X,,),>, et également tendue (d’apres le théoreme de Prokhorov, puisqu’elle converge
en loi). La suite de variables aléatoires ((X,,, Y,)),>, e$t donc tendue. Il exiSte ainsi une extration
¢ et une variable aléatoire (U, V) telle que (Xyn), Yo(n)) = (U, V) en loi, avec U = X en loi. D'aprés
le théoreme de représentation de Skorokhod, on peut supposer que cette convergence a lieu p.s.
On a également Xy, < Yy () P-5- (c’e$t une propriété qui ne dépend que de la loi de (Xyn), Yo (n)))-
En particulier, U < V p.s. D’aprés le lemme de Fatou, on a E[V] < 1, et comme E[U] =1, on en
déduit que E[V]|=1.Donc E[U]=E[V]avec U <V p.s., ce qui entraine U =V p.s.

Autre solution (mais qui ne montre pas que E[Y,] — 1). Par I'inégalité de Markov, pour tout
e>oonalP(Y,-X,|>¢) < tE[Y,-X,] = o, donc Y, — X,, tend en probabilité vers o. D’apres le
lemme de Slutsky, (Y,, — X,,, X;;) = (0, X) en loi, et donc par continuité de (a,b) — (a,a+b) on a bien
la convergence en loi de (Y, X,,) vers (X, X).

(2) D’apres le théoreme de représentation de Skorokhod, on peut supposer que Y, converge p.s. vers
X.Comme E[Y,] » 1 = E[X] (d’apres la preuve de (1)), le lemme de Scheffé entraine que Y, —» X
dans L', ce qui implique par résultat du cours que la suite (Y},),,>; est uniformément intégrable.

* ok %

Solution de I’exercice 2.14. Dans les deux cas, montrons d’abord que X, converge en probabilité vers a

(en posant a = 1 dans la premiere question).
Cas(1):ona
P(X,-1|=2¢)=P(1-X,>¢)< %(1 -E[X,]) — o.

n—-oo
Cas (2):ona
H)(|Xn—a|>€)=ﬂ)((Xn—a)2252)<IE[(X”_a) ] _ E[X,]-20E[X,]+a a’-20+a

- e e e

Pour conclure, on remarque que la suite (E[|X, — a|P]),>, eSt bornée; il suffit de montrer que o est sa
seule valeur d’adhérence. Soit ¢ extraction telle que (IE[|X¢(,,) - 0(|p]),121 converge. Puisque X, converge
en probabilité vers a, il exiSte une extraction ¢ telle que Xoy(n) converge presque sGrement vers o. Par
convergence dominée, (IE [|X¢O¢(H) —alf ])n21 converge vers o, ce qui conclut. Alternativement, on peut uti-
liser le théoréme de super convergence dominée en remarquant que |X,,— 1|’ e§t uniformément intégrable
car bornée.

* ok %

Solution de I’exercice 2.15.

(1) Vrai d’apres le lemme de Césaro.

(2) Vrai, en écrivant par exemple

< Y- El1Xi = XI]

IE“Sn_X” n

et en utilisant le lemme de Césaro.
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L et
n
IP(X, =0) =1—1/n. Alors X,, — o en probabilité. Vérifions que S,, - o en probabilité. Pour ¢ €
lo,1/2[, on remarque que

(3) Faux, par exemple si (X,,),>, sont des variables aléatoires indépendantes avec IP(X,, =n) =

P(S,,>¢)>P(dke{nn+1,...,2n}: X =k).
Mais
2n
P(Hke{nn+1,...,2n}: X} =k) = 1—exp[Zln(1 _%)] N 1.

i=n
Ainsi IP(S,, > ¢) /~ o.

(4) Faux, en prenant par exemple X,,, = —X,,,, = N avec N une loi N (o,1).

* ok %

Solution de l'exercice 2.16.

(1) Soit F : R — R continue bornée. Soit ¢ > o et soit E,, = {|f,(Y},) — 1| < €}. Alors

[E[F(X,)]- E[F(Y,)]] < E[IF(X,)-F(Y, |1Ec]+IE[|fn )= 1IF(Y,)1, |
< 2lIFlloP (E5) + E(|fu( V) — 11F(Y, )1 |
< 2l|FllP (Ef) + el Flleo

ce qui montre que limsup,,_,  |[E[F(X,)] - E[F(Y,)]| = o. Comme E[F(Y,)] — E[F(Y)], il s’ensuit
que E[F(X,)] = E[F(Y)].

Autre solution. On montre que pour tout F fermé

limsupP(X, e F) <IP(Y €F).

Pour cela, on écrit
P(X,€F) < P(fu(Y,)—1[>e)+P(X, € F|f,(Y,) -1/ < ¢)
= P(fu(Ya) = 11> )+ B[y,ep g, v,)-r1<e fu( Vo)
< ]P(lfn( )_1|>é) (1+‘5) (YnEP)
< e+(1+¢)P(Y,€F)

pour n assez grand, ce qui conclut.

Autre solution. Soit F : R — R continue bornée. Soit ¢ > o. Comme E[F(Y,)] — E[F(Y)], il
suffit de montrer que |E[F(X,,)] -E[F(Y,)]| — o. Pour cela, on écrit

[E[F(X,)]~ E[F(Y,)] < E[|fu(Ya) = tIF(¥)Lg, |+ IFIE]] < [FlE[Ifu(Y) - 11]-

Il suffit donc de démontrer que f,(Y,,) — 1 dans L'. Ceci provient du théoréme de représentation
de Skorokhod, combiné avec le lemme de Scheffé car E[f,(Y,)] = 1.
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(2) Tout d’abord, f et continue comme limite uniforme de fonctions conitnues. Soit F : R — IR conti-
nue bornée. On montre que
E[F(X,)] — E[f(VE(Y)],

ce qui montrera que X,, converge en loi vers une variable aléatoire absolument continue par rap-
port a la loi de Y de densité f.

Soit M > o tel que IP(|Y|# M) = 1 (on rappelle que le complémentaire de I'ensemble de ces M
est dénombrable). On écrit

E[F(Xu) U, jem ] = B[ (Y F(Ya) Ly, < |

Par hypothese, f,(Y,)F(Y,)l}y <y converge presque strement vers f(Y)F(Y)lyj<p. Par ailleurs,
puisque f eSt bornée sur tout compacdt, cette suite est bornée. On peut donc applique le théoréeme
de convergence dominée et obtenir

E[F(X)Ixem| — E[f(VEY)Lyieum]-

Ainsi, en prenant F = 1 et en utilisant le fait que IE[f(Y)] = 1, on obtient
P(X,=M) —  E[f(Y)lypu].
Enfin,
[ [F(X,0)]-E £ (Y)F(Y)]| < B [F(X,)jx, jen |- [ £ (V)E(Y)Lyjept | P (IX,] = M)+E[ £ (V)F(Y) Ly,
de sorte que
limsup B [F(X,)]— E[f(Y)F(Y)]] < (1 +|IFllE [ f (V) jyjon],
n—-oo

dont la limsup en M — oo tend vers o, ce qui donne le résultat désiré.

* ok %

Solution de I’exercice 2.17. Par hypothese, pour tout k > 1

() xe =i

No>1N>MNg

P

=1.

L'union en n, étant croissante, on a donc ]P(X,’: = Xk) — 1 lorsque n — oo, et ce pour tout k > 1.
I1 existe donc une suite (ip;)y>, d’entiers qu’on peut supposer Strictement croissante telle que pour

tout M >1etn>iyp ona
M
1
n
kZIP(Xk k)< -
=1

Pour tout n > 1, on pose alors A,, = M si ij; < n <iy,,. Vérifions que cette suite convient. Tout d’abord,
on a clairement A,, — co. On écrit
A
IP({pour tout k € {1,2,...,A,}Jona X/ = Xk}c)

[

P(X} = Xy)
k=1

1

14—11’

IA

qui tend vers o.
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* ok %
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3 Mesures de probabilité sur un espace métrique

3.1 Exercices

f}(ercice 3.1. Soit (x,),», une suite de nombre réels et u € M, (IR) tels que 6, = p. Montrer qu’il existe
x € R tel que pu = o,.

* %k %

Z:xercice 3.2. Soit (E,d) un espace métrique, x € E un élément fixe et (X,),>, des variables aléatoires a
valeurs dans E. Montrer que X,, = x si et seulement si X,, — x en probabilité.

* ok %

‘Exercice 3.3. — (Lemme de Slutsky)- Soient E et F deux espaces métriques séparables, y € F un élement
fixé, X, X,,X,,... et (Y;);>, des variables aléatoires a valeurs dans respetivement E et F telles que X,, = X
et Y, = y. Montrer que (X, Y,)) = (X, ).

* %k %

‘Exercice 3.4. — (Produits dénombrables d ‘espaces meétriques)- Soit ((E;, d;));>, une suite d’espaces métriques
séparables. On pose E=E, xE, x--- et

Vx=(xi)i>, ¥ = ®i)iz: €E, d(xy) = 2" 1+ d (X V)
- n nsn

n=

(1) Montrer que (E,d) est séparable.

(2) Montrer qu’une suite (x"),», € E converge vers x € E si et seulement si pour tout k > 1, x; — x;
lorsque n — co.

(3) Montrer que (E,d) est complet si tous les E; le sont.
(4) Montrer que (E,d) est compacdt si tous les E; le sont.

* % %

FExercice 3.5. — (Un exemple d'espace métrique non séparable) - Montrer que Cy(IR), espace des fonctions
continues bornées de IR dans IR, muni de la norme uniforme n’e$t pas séparable.

* ok %

Exercice 3.6. - (Principe des lois accompagnantes)— Sur un méme espace de probabilités, on suppose
donnée une famille de variables aléatoires (Y, s, > 1,k > 1) ainsi que d’une autre suite de variables
aléatoires (X,,n > 1), toutes étant a valeurs dans le méme espace métrique (E,d).

On suppose que pour tout k > 1, la suite (Y, 4,7 > 1) converge en loi vers une limite Y;. Enfin, on
suppose que pour tout € > o,
lim limsupP(d(X,, Y, x) > ¢€) =o.

k—oo  y—so0

(1) On suppose que Yy = Y lorsque k — co. Montrer que X,, = Y.
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(2) On suppose que (E,d) eSt séparable et complet. Montrer que (Yy)x>, converge en loi.

On pourra utiliser avec profit la distance de Lévy—Prokhorov.

* % %

‘Exercice 3.7. Soit (E,d) un espace métrique complet et A C E. Montrer que A est précompact si, et
seulement si, A et relativement compact.

* % %

f)(ercice 3.8. Soit X, X, X,,... des variables aléatoires réelles telles que X,, = X et X,, > o. Montrer que
E[X] <liminf,_,E[X,].

* ok %

‘Exercice 3.9. Soit (E,d) un espace métrique séparable.

(1) Montrer que l'application F : x 6, e§t un homéomorphisme de E sur E, := {0, : y € E}, ou ce
dernier est vu comme sous-espace de M, (E) muni de la topologie de la convergence étroite.

Soit p, = 6, une suite de E, qui converge étroitement vers y. On suppose par I'absurde que (x;),>,
n‘admet aucune sous-suite convergente.

(2) Montrer que {x,,n > 1} est un fermé, ainsi que toutes ses parties (finies ou infinies). Montrer que
cela et contradictoire avec la convergence étroite de p,,. En déduire que E, est un fermé de M, (E).

(3) En déduire que si M, (E) est compact, alors E est compact.

* ok %

Z:xercice 3.10. Soit (E;);>, une suite d’espaces polonais. On pose E = E; X E, x ---, muni de la méme
distance d que dans la feuille d’exercices 2 :

1 d,(x,)

Vx,v €E, Adx,v)=) —————.
Y 2 t=2"1+d,(x,y)

Montrer qu’une famille I' € M, (E) est tendue si et seulement si pour tout i > 1, {r;u: p € '} est tendu,
ou 1; : E — E; e$t la projection canonique et 7t; 4 la mesure image de u par ;.

* ok %

‘Exercice 3.11. Soit (E,d) un espace métrique et A C E. On voit A comme un espace métrique muni de la
distance d.

(1) Montrer que les ouverts de (A, d) sont de la forme AN O avec O ouvert de (E,d).
(2) Montrer que les éléments de (A, B(A)) sont de la forme AN B avec B € B(E).
(3) Soit K C A un compact de (A,d). Montrer que K e$t fermé dans E.

* % %
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‘Exercice 3.12. Montrer qu’il nexite pas de distance sur RI>'] qui métrise la convergence presque par-
tout (on pourra montrer I’existence d’une suite de fonétions qui ne converge pas presque stirement, mais
telle que de toute sous-suite on peut ré-extraire une sous-sous-suite qui converge presque siirement vers
0).

* ok %

‘Exercice 3.13. Soit (E,d) un espace métrique.

(1) On suppose que E est séparable. Montrer que tout ouvert de E e§t union dénombrable de boules
ouvertes.

(2—*) La réciproque e$t-elle vraie?
* ok %

‘Exercice 3.14. Soit (E,d) un espace métrique séparable et complet. Soit I : E — [0, 00] une fonction telle
que pour tout ¢ € [0,00[, {x € E : I(x) < c} est compact. Soit (IP,,),,», une suite de M, (E). On considére les
propriétés (A), (B) et (C) suivantes :

(A)  pour tout fermé F de E on a limsup lin P,(F) < —inlfl(x).
n—oco N xe

(B)  pour tout compa&t K de E on a limsup n P, (K) < —inf I(x).

n—oo N xeK

(C)  pour tout M > o il existe un compact K, de E tel que limsup % InP,,(E\Ky) < —M.

n—-oo
(1) Démontrer que (C) et (B) impliquent (A).
(2) Démontrer que (A) implique (C).

* ok %

‘Exercice 3.15. Soit d > 1 un entier. Soient WV e M, (RY).

(1) Démontrer que la famille 7 des mesures de probabilité de Ml(le X IRd) de la forme Px y) ou X et
Y sont des variables aléatoires définies sur le méme espace de probabilité avec X ayant loi p et Y
ayant loi v est compact dans ./\/ll(le X le) muni de la distance de Lévy-Prokhorov d;p (ici on note
Py pour la loi d’une variable aléatoire U).

(2) On suppose que flR |x|p(dx) < o0 et LR |x|v(dx) < co. Démontrer que I'infimum
I =inf{E[|X - Y|]: X a pour loi p et Y a pour loi v}
est atteint.

* ok %

‘Exercice 3.16. Soit (E,d) un espace métrique séparable. Démontrer qu’il existe un ensemble dénombrable
H de fon&tions continues bornées de E dans R tel que pour tout y € M, (E) et pour toute suite (),
d’éléments de M, (E), p, converge étroitement vers y si et seulement si pour tout f € Hon a p,(f) — p(f).
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* ok %

Z}(ercice 3.17. Pour x = (x,,x,,...) € RYN', on note sup(x) = sup;s, x;.

(1) Soit X, X", X?,... des variables aléatoires a valeurs dans RN (muni de la tribu et de la distance
définies dans le cours 2) telles que X" = X. Alexandra dit : on a alors sup(X") = sup(X). A-t-elle
raison ? Justifiez votre réponse.

(2) On considére ¢* = {x e RN : Y 2, |xi| < oo}, muni de la distance d(x,y) = ) ;2. |x; — v;| et de la tribu
borélienne associée. Soit X, X", X?,... des variables aléatoires a valeurs dans ¢* telles que X" = X.
Béatrice dit : on a alors sup(X") = sup(X). A-t-elle raison ? Ju$tifiez votre réponse.

* %k %

Z:xercice 3.18. Soit (E,d) un espace métrique et notons d; p la distance de Lévy-Prokhorov sur E.

(1) Montrer que
drp(p,v) =inf{r > 0 : VF fermé de E, u(F) < v(F") +r}

ouF"'={x€E:d(x,F)<r}.
(2) Que se passe-t-il si on remplace “fermé” par “ouvert”? Autrement dit, a-t-on
drp(p,v) =inf{r >0: VO ouvert de E, u(O) < v(O") + r}?
* ok %
‘Exercice 3.19. Soit p une mesure de probabilité tendue sur un espace métrique (E,d). Montrer qu’il
existe un borélien A C E avec (A, d) séparable et p(A) = 1.

* %k %

Z?(ercice 3.20. Considérons une suite (E,, d,),>, d’espaces métriques munis de leurs tribus boréliennes.
Pour tout n > 1, soit y,, une mesure de probabilité sur E,, et (X, (k))x>, une suite de variables aléatoires
ii.d. a valeurs dans E,, de loi p,,.

On note M (R) = RN>N = {(aj)i,j>1 : aij € R pour i,j > 1} I'ensemble des matrices réelles “infinies”,
muni de la distance

201y (55, )_i laij —bijl 1
iz Gidijz) = 2 fa gy X
Jj=1

et de sa tribu borélienne associée.
Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la suite ((dn(Xn(i),Xn(j))i,ja)n>1 e§t tendue dans M, (R);
(ii) la suite (d,(X,(1), X,,(2)))

(iii) pour tout n > 1, il existe x,, € E, tel que la suite (d,(x,, X,,(1)))

est tendue dans R;

n>1

est tendue dans R.

n=1

* %k %

Z:;Cercice 3.21. Soit (E,d) une espace métrique et (y,) une suite de mesures de probabilité sur E. On
suppose que pour toute fonction continue bornée f : E — R la suite (ffdyn)n21 converge.
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(1) On suppose que E e$t compact. Montrer que (y,,),>, converge étroitement.

(2) (*) On suppose que E est polonais. Montrer que (y,),>, converge étroitement.

* ok %

Z?(ercice 3.22. Soit E un espace vectoriel normé séparable, n > 2 un entier et (X;),<;<, des variables i.i.d.
(1) On suppose que la v.a. X, e$t tendue. Montrer que la v.a. X, +--- + X, e$t tendue.

(2) La réciproque est-elle vraie? Justifiez votre réponse.

* ok %

Z:?(ercice 3.23. Soit (E,d) un espace métrique polonais. On munit I’ensemble M, (E) des mesures de
probabilité sur E de la distance de Lévy-Prokhorov d;p. Soit (M,,),>, une suite de variables aléatoires a
valeurs dans M, (E).

(1) Soit M une variable aléatoire a valeurs dans M, (E). Montrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(a) dyp(M,,, M) — o en probabilité.
(b) pour toute fonltion continue bornée f : E — Ron a ffdMn — deM en probabilité.

(c) pour tout extraction ¢ il existe un extraction 1 telle que presque stirement My (,) converge
vers M dans (M, (E),drp)-

On pourra utiliser le fait suivant (porisme de la preuve du deuxieme point de la derniére propo-
sition dans les compléments du cours 3) : il existe un ensemble dénombrable F c C,(E, R) tel que
pour tout u € M, (E) et pour tout € > o, il existe f,,..., fx € F et 0 > o tels que

{veMl(E):'Jﬁdv—fﬁdy' < ¢ pour tout 1 SiSK}CB(y,e),

ou B(y, ¢) désigne la boule ouverte dans M, (E) centrée en y et de rayon ¢ pour dpp.

(2) Soit p € M,(E) une mesure de probabilité (déterministe). Conditionnellement a M,,, soient IT
et I'T> deux variables aléatoires indépendantes de loi M,, (c’e§t-a-dire que E[f(I1},)|M, ] = jE fdM,
pour toute fontion mesurable positive f). On suppose que (IT;,I12) converge en loi lorsque n — oo
vers (IT',IT?), ou IT" et IT? sont deux variables aléatoires indépendantes de loi u. Démontrer que
dyp(M,, 4) — o en probabilité.

* ok %

‘Exercice 3.24. Soit (E,d) un espace métrique séparable et X,,, Y, des variables aléatoires a valeurs dans
E. On suppose que X,, converge presque surement et que Ye >0, P(d(X,,Y,)>¢) — o.

(1) Montrer que Y, converge en probabilité.

(2) Est-il vrai que Y, converge presque stirement ? Justifiez votre réponse (si la réponse et oui, donnez
une preuve; si la réponse e§t non, donnez un contre-exemple avec ’espace E de votre choix).

* %k %
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Probleme 3.25.

(1) Démontrer qu’il existe un ensemble dénombrable D de fontions lipschitziennes & support com-
pat de R dans R tel que pour toute suite (y,),>, d’éléments de M, (R) et y € M, (R), p,, converge
étroitement vers y si et seulement si pour tout f € D on a y,(f) — u(f).

(2) Démontrer que toute fonétion f : IR — R lipschitzienne a support compact peut s’écrire comme la
différence de deux fonctions lipschitziennes croissantes bornées.

Indication. On pourra considérer pour a < b la fonction
n
g(ab) =sup Zlf(x,-H)—f(xm:nzl,a:xo<x1<---<xn+1:b}'
i=o

(3) Soit Z une variable aléatoire réelle a densité. Soit (Z;);», des variables aléatoires réelles i.i.d. de
méme loi que Z et P, le polynéme P,(X) = [T_,(X — Z;) € R[X]. On note (Y"),<j<,—, les racines
de P,. Démontrer que presque sirement, -} "/ oyr converge étroitement lorsque n tend vers
I’infini.

(4) Soit £ ={a,,...,ag} C Cun ensemble fini. Soit (Z;);>, des variables aléatoires réelles i.i.d. a valeurs
dans €. Soit P, le polynéme P,(X) =[], (X -Z;) € C[X]. On note (Y"),<j<,_, les racines complexes

1

’ Z A n—1 Z .
de P;. Démontrer que presque sirement, ;=) ;_/ Oy converge étroitement lorsque n tend vers

I'infini.
¥ % %

Probléme 3.26. On considére U = Us (IN¥)", ou (N*)° = {@} par convention. Un élément u € U e$t ainsi
une suite finie d’entiers $tritement positifs, appelé aussi mot. Si u € (IN*)", on note |u| = n sa longueur.
On définit JU = (IN*)N et on pose U = U U JU. Pour u € U et v € U, on note uv la concaténation de u et
de v (en particulier @u = u@ pour tout mot u), et on note u < uv.

Pour u,v € U avec u # v, on note u Av € U le plus long mot pour lequel il existe x,y € U tels que
u=(uAv)xetv=(uAv)y.On pose enfin u A u =u.

(1) On définit pour u,v € U :

0 siu=uv,
d(u’v) = —|unv| .
e sinon.

Montrer que d est une distance sur U qui vérifie d(u,w) < max(d(u,v),d(v,w)) pour tous
u,v,w € U et qui rend cet espace polonais.

(2) Montrer que dans U les boules ouvertes sont fermées.

(3) Pour u € U, on note T(u) = {uv : v € U}. Soit (4,),>, une suite de mesure de probabilités sur U
muni de sa tribu borélienne. Montrer que (p),>, converge étroitement vers une mesure de proba-
bilité u sur U si et seulement si pour tout u € U,

pu)) = p(u)) et pu(T(u)) = p(T (1))

* ok %
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Probléme 3.27. Soit (E,d) un espace métrique séparable. On munit M, (E) de la diStance de Lévy-
Prokhorov dj p.
On pourra utiliser le fait suivant (démontré dans les compléments du cours 3) : pour tout y € M, (E)
et pour tout € > o, il exi$te f,,..., fx € C4(E,R) et 6 > o tels que

{veMl(E) : |fﬁdv—jﬁdy‘ < & pour tout 1 SiSK}CB(y,e),

ou B(p, €) désigne la boule ouverte dans M, (E) centrée en y et de rayon ¢ pour dyp.
Soit y € M,(E) une mesure de probabilité (déterministe) fixée, et (M,),>, une suite de variables
aléatoires a valeurs dans M, (E).

Premiére partie.

(1) Démontrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) pour tout f € Cy(E,R), ffdMn — ffd,u dans L' (RR).

(b) M,, converge en loi vers u (vue comme variable aléatoire a valeurs dans M, (E));

(c) M, converge en probabilité vers y (vue comme variable aléatoire a valeurs dans M, (E));

(d) pour tout f € Cy(E,R), ffdM,, converge en probabilité vers ffd//t;

(e) lorsque E =R, en notant ®,,(t) = feitan(dx) et D(t) = feitxy(dx) pour tout t € R, il existe 6 > o
tel que supy, 5|, (t) —P(t)| converge en probabilité vers o et @,(f) converge en probabilité vers
d(t) pour tout t € R.

(2) On suppose dans cette question que E = R et que p est caraltérisée par ses moments.

(a) On suppose que pour tout k > 1, kadMn converge en probabilité vers kady. Montrer que M,
converge en loi vers p.

(b) On suppose que pour tout k > 1, IEkadMn] converge vers kady et que Var(kadMn) — 0.
Montrer que M, converge en loi vers p.

Deuxiéme partie. On suppose dans la suite que les variables aléatoires (M,,),>, sont définies sur un
méme espace de probabilité (Q, F,P).

(3) Démontrer que les quatre assertions suivantes sont équivalentes :
(a) pour presque tout w € (3, M,, converge étoitement vers y;
(b) pour presque tout w € (), pour tout f € C,(E,R), ffdMn — ffdy;
(c) pour tout f € Cy(E,R), pour presque tout w € (), ffdMn — ffdy;
(d) lorsque E = R, pour tout f € R, on a presque stirement feitden(dx) — feit"y(dx).

(4) On suppose dans cette question que E = R et que p et caractérisée par ses moments. On suppose
que pour tout k > 1, kadMn converge pour presque tout w € () vers kady. Montrer que pour
presque tout w € (Q, M,, converge étroitement vers p.

(5) Soit (X,),>, une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi y. Que dire du comportement, lorsque
n—oo,de M, =231  0x?

* %k %
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Probleme 3.28. Soit (E,d) un espace métrique compa& muni de sa tribu borélienne. On note M, (E)
I’ensemble des mesures de probabilité sur E. Pour € M, (E) et € > 0 on pose

I(e) = inf u(B(x, ¢)),

ou B(x,¢) = {y € E: d(x,p) < ¢} désigne la boule fermée de rayon ¢ centrée en x.
Premiére partie.

1) Calculer limy;_,o, I,,(M).

( ul
(2) Montrer que I, et cadlag.

(3) Montrer que si pour tout x € E on a pu({x}) = o, alors lim, |, I,,(¢) = o.
(4)

4) Camille dit : < La réciproque de I’énoncé de la question (3) e$t aussi vraie. ». A-t-il raison ? Justifiez
votre réponse.

Deuxiéme partie. Soit (y,,),,>, une suite de M, (E) et y € M, (E).
(5) On suppose que p, converge étroitement vers y. Montrer que pour tout € >oon a

limsupl, (&) <I,(¢).

n—-o0
On dit qu’une mesure de probabilité sur E e$t de support plein si la masse qu’elle donne a tout ouvert est
stritement positive.

(6) On suppose que p, converge étroitement vers y. Montrer que les trois assertions suivantes sont
équivalentes :

(a) p et de support plein;
(b) I,(¢) > o pour tout € >o0;
(¢) liminf, ., I, (¢) > o pour tout ¢ > o.

Troisiéme partie. On suppose dans la suite que (M,;),>, et une suite de variables aléatoires a valeurs
dans (M, (E),dp) et que M est une variable aléatoire a valeurs dans (M, (E),dp).

(7) On suppose que M,, converge en loi vers M. Démontrer que les deux assertions suivantes sont
équivalentes :

(a) M est presque stirement de support plein;

(b) pour tous ¢,¢" > o il existe §, N > o tels que
V>N, P(Iy,(c)<d)<e.

(8) Dominique dit : <« M,, converge en loi vers M si et seulement si sur tout intervalle compact de
R}, In, converge en loi vers I pour la topologie de Skorokhod. > A-t-elle raison? Justifiez votre
réponse.

* ok %
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3.2 Solutions

Solution de I'exercice 3.1. Tout d’abord, la suite (x,) e$t bornée. En effet, sinon, il exiSte une extration
¢ telle que |xy(,)| — co. Par portemanteau, pour tout A > o, on a alors o = liminf,_,, 6x¢(")(] - AAl) >
u(]—A, Al) et donc p(] — A, A[) = o pour tout A > o, absurde.

Vérifions que (x,) a une seule valeur d’adhérence. Si x4(,) — x, alors par portemanteau pour tout

€ >o0,1=limsup,_, 6x¢(n)([x—e,x+ €[) < u([x—€,x+€]). Ceci étant vrai pour tout € > o, on en déduit que
p({x}) = 1. Puisqu’il ne peut pas y avoir x = y tels que u({x}) = u({y}) = 1, ceci montre que y = 6, ou x est
I’'unique valeur d’adhérence de (x,,),,>,-

* ok %

Solution de I'exercice 3.2.

C’e§t une conséquence de l’exercice 2.

Pour ¢ > o, en notant B(x, ¢) la boule ouverte centrée en x de rayon ¢, de sorte que son complémentaire
est fermé, par porte-manteau :

limsupP (X, ¢ B(x,¢)) <IP(x & B(x,¢)) =o.

n—-oo
Donc pour tout € > o, P(d(X,,,x) > €) — o, donc X,, — x en probabilité.

* ok %

Solution de I’exercice 3.3. Par hypothese, (X,,,v) = (X,v). Ennotant d((x,,x,), (v1,¥,)) = dg(x,,%,)+dr(v1,¥,),
par hypothése d((X,,v),(X,,Y,) = drp(Y,,v) — o en probabilité. Il s’ensuite que (X,,Y,) = (X,y) d’apres
un résultat du cours.

* ok %

Solution de I'exercice 3.4. Tout d’abord, on vérifie sans difficultés que d est une distance et que pour tous
N>1,x,y€E,

[oe]

X 1+d )<2N1—1'

=N

(1) Soit D; un ensemble dénombrable dense de E; et a; € E; un élément fixé de E;. On note D I’ensemble
des suites qui s’écrivent sous la forme (x,,...,Xg,dg4,...) avec K > 1 un entier, x,,€ D,,...,xg € Dg.
Soite >oety =(y,,¥,,...) € E. On choisit N tel que 1/2N71 < eetun élément x = (x,,..., XN, Ag11s-..) €
D tel que d;(x;,y;) < &/N pour tout 1 <i <N.On a alors d(x,p) < 2¢.

2) Cette implication provient immédiatement du fait que si x = (x;,%,,...) et ¥ = (V1,¥,,...),
alors d;(x;,v;) <d(x,p).

Supposons que x; — X; pour tout k > 1 lorsque # — co. On choisit N tel que 1/2N " <e
et un entier n, tel que n > n, implique d;(x", x;) < &/N pour tout 1 <i < N. Alors d(x", x) < 2 pour
n>n,.

(3) Soit (x"),», une suite de Cauchy de (E,d). Alors pour tout k > i, (x}'),>, et une suite de Cauchy
dans (E;, d;), donc converge vers un élément noté x;. On en déduit que x" — (x,,x,,...) d’apres la
question précédente.
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(4)

Soit (x"),>, une suite de (E,d). Pour i > 1, chaque suite (x}'),>, étant a valeurs dans E;, elle ad-

met une valeur d’adhérence. Par procédé diagonal, il exiSte une extraction ¢ telle que (x?(n))n21
converge pour tout i > 1 vers une valeur notée x;. D’apres la question (1), on en déduit que

x5 (x,, x5, ).

* ok %

Solution de I’exercice 3.5. Considérons le sous-ensemble K de C,(IR) constitué des fonctions qui valent o

ou 1 sur Z. U'ensemble K est alors non dénombrable, et pour f,g€ Kon a ||f —g|lc > 1. On en déduit que
les boules ouvertes (B(f,1/2))scx sont disjointes, et donc Cp,(IR) nest pas séparable (car si on considére
une suite, il exi$te une telle boule ouverte ne comportant pas d’élements de cette suite).

* % %

Solution de I'exercice 3.6.

(1)

On va appliquer porte-manteau. Soit F fermé, ¢ > o. Notons F, = {x € E : d(x, F) < ¢}, qui e$t fermé.
Alors
P(X, € F) <P (Y, € F,)+P(d(X,, V) > €).

Puisque Y, = Y}, par porte-manteau,

limsuplP(X, € F) <IP(Yy € F,) +limsupP(d(X,, Y, k) > €).

n—-o0 n—-o0

Or Yy = Y, donc en passant a la limsup quand k — oo, par porte-manteau :

limsuplP (X, € F) <IP(Y € F,).

n—-oo

En faisant ¢ | o, on conclut que

limsuplP (X, € F) <IP(Y € F),

n—o00

et donc X,, = Y par porte-manteau.

Puisque (E,d) et séparable complet, (M, (E),d;p) e$t séparable complet. Il suffit donc de montrer
que (Yy)k>; est de Cauchy dans (M, (E),dpp). A cet effet, on écrit

dLP(Ypf Yq) < dLP(Yp) Yn,p) + dLP(Yn,p; Yn,q) + dLP(Yn,ql Yq )1

de sorte que
de(Yp, Yq) SlimSUdep(Y Y. )

n,p’r ~-n,q
n—-oo

Ensuite, on écrit
dLP(Yn,p’ Yn,q) < dLP(Yn,ern) + dLP(Yn,qJXn)'

Or pour tout borélien A,

P(X,€A)<P(Y, € A%)+P(d(X,, Y, k) = €).
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En choisissant K tel que

k>K = limsuplP(d(X,,Y,x)>¢)<¢/2,

n—-oo

on en déduit que pour k > K, limsup,_,  d;p(X,, Y, ) < €. Ainsi, pour tout p,q > K,

limsupdpp(Yy,p, Yy g) < 26,
n—-o0

ce qui conclut.

* ok %

Solution de I'exercice 3.7.

Si A e§t compa&, pour tout € > o il peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon
¢, et c’est a fortiori le cas pour A.

Tout d’abord, remarquons que A e§ également précompact (si A et inclus dans une union
de boules rayon ¢, A e§t inclus dans une union de boules de rayon 2¢). Par caraétérisation séquentielle
de la compacité dans un espace métrique, il suffit de montrer que toute suite (x,),>, de A a une va-
leur d’adhérence. Par précompacité, on peut con$truire par récurrence des extractions ¢, 1,,... et des
éléments z,,z,,... tels que pour tout n > 1,

Xy, (n) € B(ng):---:xlplo-~zpk(n) € B(z, 8/2k),...

et B(zg,,,/25") C B(zy, e/25"). Par procédé diagonal, on pose ¢(n) = 1, o--- o1, (n) et on vérifie que la
suite (xy(y))n>: €5t de Cauchy, donc convergente car E est complet.

* %k %

Solution de I'exercice 3.8. D’apres le théoreme de représentation de Skorokhod, quitte a changer d’espace
de probabilité, on peut supposer que la convergence X,, — X a lieu presque strement. En particulier,

X > o presque stirement et le résultat désiré découle du lemme de Fatou.

* ok %

Solution de I'exercice 3.9.

(1) Il est clair que si x,, — x, alors f(x,) — f(x) pour toute fonction f : E — R continue bornée,
donc F est continue. Par ailleurs, F est clairement injective : si 0, = 5y avec x # y, on a alors
1 = 6,({x}) = 6,({x}) = 0. Enfin, si o, — 6, en considérant les fonctions fx(u) = max(1 - Kd(x,u),0)
et en remarquant que 9,(fx) = o si d(z,x) > 1/K, on voit que x, — x. Ceci conclut.

(2) Toute partie de {x,, : n > 1} e§t fermée puisque (x,),>; nN'a aucune sous-suite convergence par
hypothese. Ainsi, pour toute partie infinie F C {x,, : n > 1}, d’apres porte-manteau,

1 =limsupéy (F) < u(F).
n—oo
Donc p({x,, :n>1}) =1 et p({x,,4, : n > 1} = 1, absurde.
Pour montrer que E, e$t un fermé de M, (E), considérons une suite y, = 6, une suite de E,

qui converge étroitement vers y. D’apres ce qui précede, il existe une extraction telle que (x¢(y))n>1
converge vers une limite notée x. Alors 5x¢(,1) = 0, et donc p = 0,. Ainsi, E, est fermé.
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(3) Soit (x,),>, une suite de E. Alors (0 ),>, est une suite de E,, compact (car fermé dans M, (E)
compact). Il existe donc une extra&tion ¢ telle que (9, 4)(”)) converge étroitement, et d’apreés ce qui
précéde il existe x € E tel que Xp(n) = X, d’ou le résultat.

* % %

Solution de 'exercice 3.10.
Supposons que pour tout i > 1, {r;u : p € T} eSt tendu. Soit € > o et pour tout i > 1 choisissons
un compacdt K; C E; tel que pour tout y €I on ait 7;u(°K;) < &/2'. On pose alors

K= ]2[1@- = ﬁn;l(l@)
i=1 i=1

Par procédé diagonal on vérifie que K e$t un compact de E. Par ailleurs, pour tout p e T’

[S¢] [S0]

MK <) (W (K)) = ) (1-mp(Ky) <e.

i=1 i=1

Soit ¢ > o et K un compact de E tel que p(K) > 1—¢ pour tout p € I. Par continuité des proje&tions
canoniques, les K; = 1;(K) sont compacts. Par ailleurs, pour i > 1 et y €T, puisque K C 77; '(K;), on a

mp(K;) 2 p(K) 2 1 €.

Solution de I'exercice 3.11.

(1) Linclusion I : (A,d) — (E,d) étant continue, 'image réciproque de tout ouvert est un ouvert, donc
les élements de la forme AN O avec O ouvert de (E, d) sont des ouverts de (A, d).

Réciproquement, soit U un ouvert de (A,d). Pour tout x € U, il existe alors r, > o tel que
Ba(x,r) C U. Alors
U= U Ba(x,1y).

Or By(x,ry) = BE(x, ) NA. Donc

U= U Be(x, 1) NA) =
xeU

UBEer

d’ou le résultat en prenant O = U,y Bg(x,ry), ouvert dans E.

(2) Uinclusion I : (A,d) — (E,d) étant continue donc mesurable, on en déduit que les éléments de la
forme A N B avec B € B(E) sont des éléments de (A, B(A)).

Réciproquement, les éléments de la forme A N B avec B € B(E) contiennent les ouverts de A
(d’apres la question précédente) et forment une tribu, donc contiennent les éléments de (A, B(A)).

(3) Soit (x,,),>; une suite d’éléments de K qui converge vers x € E. Par compacité dans K, il exiSte une
extraction ¢ et y € K tels que xp(,) — y. Ainsi y = x € K, donc K eét fermé.
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Solution de U'exercice 3.12. On prend par exemple f, défini comme suit. Pour 1 > 1, on écrit n = 2N +k

avec o < k <2V et on pose

fn(x) =1

<x<k+1 .

k
2N 2

(cela correspond a balayer [o, 1] avec des rectangles de plus en plus fins).

* ok %

Solution de I'exercice 3.13.

(1)

Soit (x;);>, une suite dénombrable dense de E. Si U e$§t un ouvert, on écrit

U= U B(x;,1/m).

i,m>1:B(x;,1/m)cU

En effet, I'inclusion D est claire. Pour l'inclusion C, soit x € U et € > o tel que B(x,e) C U. On
considére alors x; tel que d(x, x;) < &/4, de sorte que pour m = | 1/(2¢)], x € B(x;,1/m) et B(x;, 1/m) C
U.

Oui! Supposons que tout ouvert de E est union dénombrable de boules ouvertes. On raisonne par
I’absurde en supposant que (E, d) e$t non séparable.

Vérifions d’abord que qu’il existe r > o et un sous-ensemble E;, C E non dénombrable tel que
pour tous x # y dans E; on a d(x,y) > r. Pour chaque r = 1/n, considérons un sous-ensemble
maximal (pour 'inclusion) de E ayant cette propriété (qui existe d’apres le lemme de Zorn). S’ils
sont tous dénombrables, alors clairement E est séparable.

Considérons maintenant ’ensemble E, C E; des points x € E; pour lesquels il exi§te un point
vy € E tel que o < d(x,y,) <r/10.

Cas 1. E, est non dénombrable. On pose alors

U= Bl d(x),

x€E,

qui e$t une union disjointe. Considérons une boule ouverte B(z,a) C U. Puisque z € U, il exiSte
x € E tel que d(z,x) < d(x,y,). Mais

r/5>2d(x,9,) > d(x,2) + d(z,9,) > d(z,9,) > a

car y, € U et a fortiori y, € B(z,a). Par conséquent B(z,a) et inclus dans une unique boule
B(x,d(x,7py)), et il faut donc un nombre non dénombrable de boules ouvertes pour couvrir U,
absurde.

Cas 2. E; = E,\E, et non dénombrable. Tout d’abord, remarquons que puisque tout point de E; est

isolé, tout sous-ensemble de E, est ouvert. Pour tout x € E;, on définit R(x) comme le rayon
maximal d’une boule ouverte centrée en x et contenant un nombre au plus dénombrable de
points, de sorte que R(x) > r/10 pour tout x € E,. Pour un point x € E;, on dit qu’une étoile
centrée en x e§t une union D = {x}UC, ou C = {z,,2,,...} C E; est une suite dénombrable
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de points tels que d(x,z;) — R(x). Puisque E; est non dénombrable, il existe une collection
disjointe non dénombrable d’étoiles (pour le voir, on peut raisonner par I’absurde en utilisant
le lemme de Zorn). Soit U I'ensemble de leurs centes. Puisque U C E;, U est ouvert, et on peut
donc I’écrire comme une union de boules ouvertes

o0

U = UB(Xi, T’i)

i=1

avec x; € U et r; > o. Il exi$te i, > 1 tel que r;, > R(x; ), sinon U serait dénombrable. Or, d’une
part B(x; ,r; ) contient une infinité de points de I’étoile D centrée en x; , mais d’autre part par
construction U N D = {x; }, contradiction.

* ok %

Solution de 'exercice 3.14.

(1) Supposons (C) et (B). Soit F fermé et posons M = inf,.rI(x). Soit ¢ > o tel que ¢ < M et Ky; un

compact de E vérifiant I'inégalité de (C). Alors pour tout ¢ > o, puisque F N K, est compa&t, pour
n assez grand :

P, (F) <P, (F N Ky)+ P, (E\Ky) < elinfrernry [(@+e)n  o(-Mreyn o po(-Me)n,

Il s’ensuit que

limsup%ln]Pn(F) <-M+e¢

n—o0

et le résultat désiré en découle en faisant ¢ — o.

Soit (x;);>, une suite dénombrable dense. Soit M > o. Pour k > 1 notons Oy 'ouvert

Montrons que pour tout k > 1 il existe €, > 1 tel que pour tout n>1 on a

P,(E\Og,) < e"*M. (4)

Pour cela, soit k > 1 et soit M’ > M. Par compacité il exiSte un entier ji > 1 tel que

{xeE:I(x)<kM’} < O,.

Par (A) :

limsup —InP,(E\O;) < — inf I(x)<—kM’

Ainsi, pour n assez grand,

P,(E\Oj,) < "M,

En prenant ¢ > ji suffisamment grand, I'inégalité précédente e$t vérifiée pour tout n > 1, ce qui
donne (11).
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Ensuite, on définit

K=(")0s,

qui e$t fermé et précompact dans E complet, donc compact. Par ailleurs,

-nM

P, (E\K) < iﬂ’n(E\O_gk) < iﬂ’n(E\ng) < ie—nkM _ e__nM
k=1 k=1 k=1

1—e€

On conclut que
limsup % InP,,(E\K,;) < -M.

n—-oo

Remarque. La propriété (C) s’appelle tension exponentielle. L'exercice 2 et inspiré des Lemma 2.5 et
Lemma 2.6 dans James Lynch. Jayaram Sethuraman. "Large Deviations for Processes with Independent
Increments.” Ann. Probab. 15 (2) 610 - 627, April, 1987. https://doi.org/10.1214/aop/ 1176992161 et

constitue a présent une brique de base de la théorie des grandes déviations.

* ok %

Solution de I'exercice 3.15.

(1)

Soit (P(x,v,))n>: une suite d’éléments de 7. On montre que cette suite admet une sous-suite qui
converge étroitement vers un élément de 7. Montrons d’abord que cette suite est tendue.

Soit € > o. Soient K, et K, deux compa&s de R? tels que u(Ky) > 1-¢eetv(K,)>1—-¢. Alors
pour toutn >1:
P((X,,Y,) eK, xK,)>1-2¢.

Ainsi, d’apres le théoreme de Prokhorov, il exiSte une sous-suite ¢ et une variable aléatoire (U, V)
telle que (X (n), Yo(n)) converge en loi vers (U, V). Il suffit de vérifier que U et X ont la méme loi,
ainsi que V' et Y. Pour cela, la continuité de (x,y) > x et (x,y) — p implique que X,(,) converge en
loi vers U et Y, converge en loi vers V. Puisque X, a la méme loi que X et Y, a la méme loi
que Y, le résultat s’ensuit.

Soit Py, y,) une suite d’éléments de F telle que
E[|X,-Y,|]—>1I

D’apres la question (1), il exi$te une sous-suite ¢ et un élément Pxy) de F tels que (Xy (), Yo (n))
converge en loi vers (X, Y). Montrons que

E[IX-Y|]=1.
Pour tout R > o, la fonction (x,p) — |x — y| A R étant continue bornée,
E[IX,-Y,/AR] — E[IX-Y|AR].
Puisque E[|X, - Y,| AR] < E[|X, - Y,|], on en déduit que
E[|X-Y|AR]<I.
En faisant R — oo on obtient E[|X — Y|] < I. On a clairement I < [E[|X — Y|] par définition de I, d’ou

le résultat.

43


igor.kortchemski@math.cnrs.fr
https://doi.org/10.1214/aop/1176992161

Théoremes limites et applications — M2 Maths de l’aléatoire — exercices Igor Kortchemski — igor.kortchemski@math.cnrs. fr

Remarque. La famille F est appelée ensemble des couplages de X et Y, et le couplage de la question
(2) e$t appelé couplage (ou transport) optimal pour le cotit L*. Cet exercice et inspiré de la Section 5.4.3
de ce document.

* ok %

Solution de I’exercice 3.16. On s’inspire d’une preuve des compléments du cours 3. Soit (x;);>, une suite

dénombrable dense. On considére 'ensemble H de fon&tions fIK’N avecK,N >1etl C{1,2,...,K} définies

par
1
x,UB(xi,ﬁ)],o .

iel

N (x) = max[l - Nd

L'ensemble H e§t dénombrable et est bien constitué de fonétions continues bornées (et méme lipschit-
ziennes bornées). Vérifions qu’il convient. Supposons que pour tout f € H on a p,(f) — p(f) et vérifions
que y, converge étroitement vers y en montrant que dyp(p,, #) — o. Soit € > o. Soit n > 1/¢. Soit K > 1 tel

ﬂ[UB(xi,l/n)

i>K
Soit A € B(E). Notons I, ={i € {1,2,...,K} : B(x;,1/N)N A # @}. Alors

que

<1/n<e.

ulA) < //t[UB(xi,%) +y(UB(xi,1/N)]
i€ly i>K
< Ny +e
< pu( IK’N)+25

pour n assez grand. Mais par définition yn(fIK’N) < pu(APN)), ot AP/N) e§} 1e 2/N -voisinage ouvert de A

de sorte que pour n assez grand
HA) < i (AP9) + 26,

ce qui implique dyp(p,, 4) < 2¢ d’apres la version non symétrique de la distance de Lévy-Prokhorov.

* ok %

Solution de 'exercice 3.17.

(1) Non! Par exemple, si X" et défini de sorte que (X})r>, sont indépendantes de méme loi donnée
par P(X] =1) = ; et P(X] =0) = 1 — . D’apres le lemme de Borel-Cantelli, presque strement
X} = 1 pour une infinité de valeurs de k, donc presque strement sup(X"”) = 1. Par contre, les
marginales fini dimensionnelles de X" convergent en loi vers des vecteurs nuls, de sorte que X"

converge en loi vers la suite nulle.

(2) Oui! On vérifie que la fon&tion

sup @ ' — R
(xi)iz1 > suUp;s, X
est continue (c’e$t un argument déterministe), et le résultat s’ensuit par §tabilité de la convergence

en loi par composition par une fonction continue.

44


igor.kortchemski@math.cnrs.fr
https://www.normalesup.org/~mfathi/docs/enseignement/poly%20M1S6%20probas.pdf

Théoremes limites et applications — M2 Maths de l’aléatoire — exercices Igor Kortchemski — igor.kortchemski@math.cnrs. fr

* ok %

Solution de I'exercice 3.18.

(1)

Notons
dp(p,v) =inf{r > 0: VF fermé de E, u(F) < v(F") + r}.

Tout d’abord, on a d;p(p, v) > dp(u, v). En effet, si on choisit r > d; p(y, v), on a alors
uA) <v(AT)+r

pour tout borélien A et a fortiori pour tout A fermé, ce qui implique que dp(p,v) < r. Ainsi
dpp(p,v) 2 dp(p, v).
Choisissons maintenant r > dp(y, v), de sorte que

H(F) < v(F")+r
pour tout fermé F. Pour un borélien A, on a alors
u(A) < ,u(Z) < V(Zr) +r=v(A")+r

car A = A’ (en effet, I'inclusion A" C A eSt claire, et pour l'autre inclusion, si x € Zr, on trouve
Ve A tel que d(x,y) <r, puis z € A tel que d(y,z) <r—d(x,y), de sorte que d(x,z) <r). Cela entraine
que drp(p,v) < r, ce qui conclut.
Oui! Comme a la queStion précédente, on a dyp(p,v) > do(p, v). Pour l'autre inégalité, soit r >
do(p,v) de sorte que

w(O) <v(O") +r

pour tout ouvert O. Soit A un borélien; nous allons vérifier que p(A) < v(A™") + r + 5 pour tout
1 > o, ce qui impliquera que dyp(u, v) < r + 11 et concluera. Pour cela, on écrit

H(A) < (A1) <v((A") ) +r <v(ATT) + 1+ 1.

* ok %

Solution de I’exercice 3.19. Par tension, pour tout n > 1, il existe un compact K, C E tel que u(K,) > 1—-1/n.

Posons

n=1

Alors pour tout n > 1, u(A) > 1 —1/n, de sorte qu’en faisant n — 1 on obtient y(A) = 1. Par ailleurs, A e$t
séparable, étant union dénombrable d’ensembles séparables (puisque compacts).

* %k %

Solution de I’exercice 3.20.

(i) = (ii) |Ceci découle que l'application

M GR) — R

(aii)ijz1 P i
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e$t continue.

(i) = (i)|Soit € > 0. Pour i,j > 1, soit C; ; tel que pour tout n>1 on a

&
Stt]

P(dy(Xu(1), Xu(2)) > C ) <

On vérifie (en utilisant le procédé d’extraétion diagonal) que
K = {(ai’j)i,]él € M, (R): |a,-,]-| < Ci,j pour tous 7,j > 1}

e$t un compact de M (R), et que

P ((d (X (i) X)) 21 € K)

AN
)
—
1N W
=
<
=
<

S

=
v
0

I
)
(NH

=
>
X

-
S
=
N
IV
9]

N

= ¢&.

(iii) = (ii)|Soit x, € E, tel que la suite (d,(x,, X,(1))),>, et tendue dans RR. Fixons e >oet C>o
tel que IP(d,(x,,, X,,(1)) > C/2) < ¢/2. Alors par inégalité triangulaire

P(dy(Xn(1), Xy(2)) > C) < P(dy(xy, Xn(1)) > C/2) + P (dyy (%, Xy (2)) > C/2)
= 2P(d,(x,, Xu(1)) > C/2)
< €

(ii) = (iii)|Pour tout ¢ > o, soit C, > o tel que P (d,,(X,(1),X,(2)) > C,) < € pour tout n > 1
Puisque d’aprés le théoreme de Fubini

P (d,(Xy(1), X,u(2)) > C) = L pn(dX)P (dyy(x, X;(1)) > C),

il exiSte x;, € E,, tel que IP(d,,(x}, X,,(1)) > C,) < € pour tout n > 1.
Vérifions que x,, = x,i/“

convient. Pour € < 1/2, ’événement
(0, X,(1) < Coyg) O {doxf, X (1)) < Co)
est non vide car de probabilité au moins 1 — € — 1/4. On en déduit que dn(x,ﬁ/“, xy,) < Ce + Cy,. Ainsi,
P(d, (x5, X, (1)) 2 2Cc + Cuyy ) S P(dy(x}, X, (1)) > Co) <,
ce qui conclut.

* ok %
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Solution de 'exercice 3.21.

(1) Pour f continue bornée, notons ¢(f) la limite de (de,”n)an Puisque E est compacdt, (y,,),>, est
tendue. Soit i extraction et y mesure de probabilité sur E tels que py,,) = p. En particulier,

(f) =] fdu.
Vérifions que p,, = p. D’apres le théoréeme de Prokhorov, il suffit de vérifier que si py,) = v
alors v = p. Par hypothese pig ) (f) — €(f), et donc ffdv ={(f) = jfd]/l. On conclut que v = p.

(2) Il s’agit d’un résultat dtt a Alexandrov, voir par exemple Ramamoorthi, R.V., Rao, B.V. & Sethura-
man, J. A note on weak convergence. Sankhya A 74, 269—276 (2012). https://doi.org/10. 1007/
$13171-012-0016-6 pour une preuve.

* 3k %

Solution de 'exercice 3.22.

(1) Soit € > o0 et K compact de E tel que P(X, € K) > 1 — &¢/n. Soit

o E" — E
(Xg,.e0rXy) B> X+ Xy,

s

continue. Alors en notant K,, = ®(K x K x --- x K), compact comme image continue d’'un compact
on a
n n €
P(X, +---X, ¢K,) <P (31 Sién:XieK)SZIP(X,-eK)SZE:e,
1=1 =1
de sorte que P (X, +---X,, € K,)) > 1 — ¢, d’ou le résultat.
(2) La réponse est oui. Pour cela, il suffit de démontrer que si X et Y sont deux variables aléatoires

indépendantes telles que X + Y est tendue, alors X et Y sont tendues. Le résultat voulu découle
alors par récurrence.

A cet effet, soit ¢ > 0 et K compact tel que P(X+Y e€K) > 1 —¢. Notons Py et Py les lois
respectives de X et Y de sorte que par Fubini

1—-€¢< L . ]1K(x + y)Px(dX)lpy(dy) = Lﬂ)y(K —X)Px(dX).

I1 s’ensuit qu’il existe x € E tel que Py (K —x) > 1 — €. Puisque K — x e§t compact comme image
d’un compa&t par l'application z — z — x, ceci montre que Y e$t tendue, et par symétrie X l'est
également. Ceci conclut.

* % %

Solution de I'exercice 3.23.

(1) L’équivalence entre (a) et (c) provient du fait général que X,, — X en probabilité si et seulement si
de toute sous-suite on peut extraire une sous-sous-suite qui converge p.s. vers X.

Montrons que (c) implique (b). Soit f : E — IR continue bornée. Il suffit de montrer que pour
tout extraction ¢ il existe une extraction ¢ telle que f fdMpopmn) — f fdM presque strement.
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Soit ¢ extraction. Par (c), soit ¢ extraction telle que presque sirement Moy, converge vers M
dans (M, (E),dp). L'espace métrique E étant polonais, la convergence au sens de dyp implique
la convergence étroite, et donc presque stirement M.y, converge étroitement vers M et donc
IfdM¢O¢(H) — ffdM presque stirement.

Montrons finalement (b) implique (a). Soit ¢ extraction. On montre qu’il exi$te une extraction
i telle que presque strement dyp(Mgoy(n), M) — o. Tout d’abord, pour toute fonction f € F, on a
dequ(n) — ffdM en probabilité, de sorte qu’il existe une extraction i telle que ffdMq_«,o(n) o
ffdM presque sirement. Comme F e§t dénombrable, par extration diagonale, il exi$te une ex-
traction ¢ telle que

presque sirement, Vf € f,ffdM(Pm/,(”) B deM (5)

Vérifions que presque strement dpp(M oy (n), M) — 0. Soit € > 0. D’apres le rappel, il existe f;,..., fx €
F et 0 > o tels que

{VEM jﬁdv fﬁdM'<6pourtout1<1<K}CB(Ms)

© ATTENTION. Ici fi,-.-, fx sont aléatoires.
Par (5), presque stirement, pour # assez grand on a

f fidMpopin) - f f.dM

pour tout 1 <i < K. Il s’ensuit que presque sirement, pour n assez grand on a dpp(Myoy(n), M) < €,

<o

et le résultat s’ensuit.

(2) D’apres (1), il suffit de montrer que pour toute fontion continue bornée f : E —Rona ffdMn —
f fdp en probabilité. Pour cela, I'idée est d’utiliser une technique de second moment en montrant

1EdeMnl — de,u et Var(J_fdMn) — o (6)

et le résultat s’ensuivra par Bienaymé-Chebyshev.

que

Pour la premiére convergence, on remarque que par définition de Il on a

deM] E[E[f(TTIM,]] = E[f(IT})] — E[f(Hl)]zjfdy,

n—-o0

ou la convergence provient du fait que I, converge en loi vers IT", qui a pour loi .
Pour la seconde convergence, en utilisant le fait que E[f(I1,,)|M, ] = E[f(I12)|M,] = IE fdM,, on

E[(deMn)] E[B{f (TL)IM, ] E[f (TT)IM,]] = E[f (L) f (TT)IM,] = E[f (IT,,) f (TT5)],

ou l'avant-derniere égalité provient du fait que IT;, et IT; sont indépendants conditionnellement a
M,,. Ainsi, par hypothese de convergence en loi,

2

el([rom) | = v -spemseen-( [ o)

ce qui conclut.
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Remarque. La premiere question est inspirée de la Proposition 2.2 de cet article et la deuxieme question
provient du Lemma 3.1 dans cet article.

* ok %

Solution de 'exercice 3.24.

(1) Notons X la limite presque stire de X,,. On écrit pour € > o:
P(d(Y,,X)>2¢) <P(d(Y,,X,) >¢e)+P(d(X,,X)>¢).

Le premier terme de la somme converge vers o par hypothese, et le second tend vers o également
car la convergence presque str entraine la convergence en probabilité.

(2) Non : en prenant X,, = X il suffit de prendre un cas ou une convergence en probabilité a lieu sans
convergence presque sure. On peut par exemple prendre E = R, X,, = X = o, (Y,,),,>;, une suite de
variables aléatoires indépendantes telles que P(Y, =1)=1/net P(Y, =0)=1—-1/n.

* ok %

Solution du probleme 3.25.

1) Une variante de 'ensemble du cours 1 convient (polyndmes a coefficients rationnels multipliés
poly p
par des fontions plateaux régularisées).

(2) Pour x > o, posons F(x) = g(o,x) > o et G(x) = F(x)— f(x) > 0. Alors :
— clairement F e$t croissante
— pour montrer que G est croissante, pouro<a<b:

En effet, sio =x, <x, <---<x, =a, en posant x,,,, = b on voit que par définition

[f(0) = f(a) + Zlf(xi+1) - f(xj)l < g(o,b)

et en passant au sup
| (b) - f(a)l + g(o,a) < g(o, b).
Ainsi
F(b)—F(a) 2 |f(b) - f(a)| = f (D) - f ().
Ainsi G est croissante.

— Vérifions que F et G sont lipschitziennes bornées sur IR, . Supposons que f est L-lipschitzienne.
Alors en utilisant le fait que g(a,c) < g(a,b) + g(b,c) pour a < b < ¢, on voit que F e$t L-
lipschitzienne, puis que G est L-lipschitzienne. Pour montrer que F et G sont bornées, on
remarque que puisque f e§t a support compact, F e$§t con$tante & partir d’un certain rang,
et donc G également. Ainsi F e§t G sont bornées sur R, .

Pour x < o, on pose F(x) = g(x,0) et G(x) = F(x) — f(x) et le raisonnement précédent s’adapte.
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(3) Puisque Z e$t a densité, les racines de P, sont presque stirement différentes. D’apres le théoreme de
Rolle, les racines de P, sont réelles et situées entre les zéros de P,. Notons ainsi Z!' < ZI! < --- < Z}!
les racines de P, et quitte a renuméroter les Y;” on peut supposer que

Zr<Y/'<Z} < <YL < Z).
D’apres les questions (1) et (2), il suffit de montrer que pour toute fonétion f : R — IR croissante

lipschtzienne bornée on a

n—-oo

ps. %;fwk”) —  Elf(2)]

Pour cela, on remarque que par croissance,

n n n
(

Ly S 1N o 1N rym < Y pn fiz)
;;ﬂzk)— : s;;ﬂzk)s;wak)szzf(zw_azﬂzk)_ Z)

k=1 k=2 k=2

D’apres la loi des grands nombres et puisque f est bornée, les deux termes tout a gauche et tout a
droite de cette inégalité convergent p.s. vers [E[f(Z)] et le résultat s’ensuit.

4) D’apres la question (1) il suffit de montrer que pour fon&ion f lipschitzienne bornée on a
P q que p P
1 n
ps. o) SO = EIf(Z)].
1=1

Pour cela, tout d’abord on remarque que

k

n
P,(X)= l_[(X —a;)Ni avec N/ = ZILZF%"
k=1

i=1

Le polyndme P, a alors, pour 1 < i < K, pour racine a; avec multiplicité Ni” -1, et K —1 autres

racines complexes notées (W/"),<;<x_,. On a alors

L& &N 1 v "
;;fm ) = ;7f<ai>+;;f<wi ).

D’apres la loi des grands nombres, p.s. N/’ = IP(Z, = a;). Puisque f e$t bornée, il s’ensuit que p.s.

f(ai)lp(zl = ai) = IE[f(Zl)]

g

n

1

—y s =
=1

* ok %

Solution du probleme 3.26.

(1) La séparation et la symétrie de d sont claires. Pour I'inégalité triangulaire, on remarque que pour
u,v,w € Uon ad(u,w) < max(d(u,v),d(v,w)). En effet, si d(u,w) > d(u,v), alors u Aw <uAv, de
sorteque v Aw=uAwetd(u,w)=d(v,w).
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Pour la séparabilité, U e§t dense dans U. En effet, si u € JU et [u]x € U désigne les k premiers
entiers de u, on a clairement d([u];, u) — o quand k — oo.

Vérifions maintenant que U et polonais. Soit (u,,),s, une suite de Cauchy de U. Remarquons
que pour tous u,v € U et k > 1, on a d([u, [v]x) < d(u,v). Par ailleurs, pour u,v € (N)¥, d(u,v) <
e¥ implique u = v. Par conséquent, pour tout k > 1, [u,]; e§t constant pour n assez grand et
converge vers une limite notée v(k), qui vérifie [v(€)]x = v(k) pour tous k < ¢. Il existe donc v € U

tel que [v]r = v(k) pour tout k > 1, et on a u,, — v.

(2) Soit u € U et r > o. Vérifions que B(u,r) = {v € U : d(u,v) < r} e§t fermé. Pour cela, soit v €
K_J\B(u,r) de sorte que d(u,v) > r, et vérifions que B(v,r) N B(u,r) = @. En effet, par 'absurde,
si w € B(v,r) N B(u,r), on a d(w,v) < r et d(w,u) <r, et alors d(u,v) < max(d(u,w),d(w,v)) <,
absurde.

(3) On vérifie tout d’abord que les ensembles de la forme {u} et T(u) pour u € U sont a la fois ouverts
et fermés. Ceci provient de la question précédente, en remarquant que pour u € (N*)", on a {u} =
B(u,27" ) et T(u) = B(u,27"*/?).

L'implication provient alors immédiatement du théoreme de porte-manteau.

Pour la réciproque, par séparabilité, tout ouvert peut s’écrire comme union dénombrable de
boules ouvertes. On remarque que les boules ouvertes de U sont précisément de la forme {u} et
T(u) pour u € U, et que deux boules ouvertes sont soit disjointes, soit incluses 'une dans l’autre.
Par suite, tout ouvert O de U peut s’écrire comme union dénombrable disjointe d’ensembles de la
forme précédente (ouverts et fermés). Ainsi, en écrivant O = | |, Ok, d’apres le lemme de Fatou :

o0 [(S0] [Se]

WO)=) WO =) liminfu,(Of) <liminf ) p,(Of) = liminf ,(O),

n—co
k=1 k=1 k=1

ce qui conclut.

Solution du probleme 3.27.

(1) L’équivalence entre (b) et (c) provient du fait que la convergence en loi et la convergence en pro-
babilité vers une constante sont équivalentes.

Montrons que (c) implique (d). Soit f € Cy(E, R). Pour montrer que ffdMn converge en pro-
babilité vers f fdu on va montrer que pour toute extration ¢, il existe une extraction ¢ telle
que que ffndpown) converge presque sirement vers Ifd/,t. Soit donc ¢ extraction. Comme M,
converge en probabilité vers p, il exiSte une extraction ¢ telle que presque stirement Myogp(n)
converge (pour dip) vers p. Alors presque sGrement Myo¢(») converge étroitement vers y, donc
presque sirement ffdMq)mp(n) converge vers ffdy.

Alternativement, pour montrer que (c) implique (d) on peut remarquer que pour f € Cy(E,R),
I'application v — |f fdv est continue, et que la convergence en probabilité est stable par compo-
sition par une fonction continue.

Montrons que (d) implique (c). Soit € > o et montrons que P (dyp(M,,, p) > €) — o, c’est-a-dire
que P(M,, ¢ B(p,€)) — o. D’apres le fait donné en début d’exercice, il existe f,,..., fx € C4(E,R) et
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0> o tels que

{VGM 'Jﬁdv ffldy'<6pourtout1<1<K}CB(;4, ).

:

Le fait que (a) implique (d) provient immmédiatement de I’'inégalité de Markov.

Alors

P (M, & B(p, ¢) ZIP(UﬁdM fﬁdﬂ

qui tend vers o par hypothese.

Le fait que (d) implique (a) provient du fait que la suite (I fdM,,),>, est uniformément
intégrable (car bornée par |[f]|)-

Montrons que (c) implique (e). Soit t € R. Il suffit de montrer que pour toute extraction ¢, il
exi$te une extra&tion \telle que presque sarement @y, () (t) converge vers O(f) et supy <, Do) (t)—
D(t)| converge vers o. A cet effet, par (c), pour toute extraction ¢, il existe une extraction i telle
que p.s. Moy (n) converge étroitement vers p. D’apres I’Exercice 6 (2) de la Feuille 1 d’exercices, on
a bien que p.s. @yoy(y) converge vers P(t) sur tout compact.

Montrons que (e) implique (d). Soit f € Cy(E, R). Il suffit de montrer que pour toute extraction
¢, il existe une extraction i telle que presque strement f fdMgoy(n) converge en probabilité vers
f fdp.

Soit ¢ extraction. Vérifions d’abord qu’il exiSte une extraction ¢ telle que p.s. (Mpoy(n))n>1 €5t
tendue. Soit 6 > o et  extraction telle que supysPpoy(n)(t) — P(f)| converge presque sirement
vers o. Comme dans le cours 1, en utilisant I'inégalité

1/A
M(P oih(n IR\[ -A, A] < CAJl/A(l —Req)¢o¢(n)(t))df

en passant a la limite lorsque n — oo et en utilisant la continuité de @ en o, on conclut que

(Mgpoy(n))n=1 €St tendue.

Soit maintenant f € Cy(IR,R) et vérifions que IfdMn converge en probabilité vers Ifdy en
trouvant une extration WV telle que IfdM(]f)Olll(n) converge en probabilité vers Ifd;/t (cela suffit, cf
Exercice 1). Soit ¢ > o. D’apres le paragraphe précédent, par tension, p.s. on peut trouver A > o
tel que p(R\[-A, A]) < & et Moy (n)(R\[-A, A]) < € pour tout n > 1. A fortiori, si g et une fonction
continue a support compact inclus dans [-A, A], on a

‘deM¢o¢(n> - jfdﬂ §dMyop(n) — Jgdl«“-

Sans perte de géneralité on peut donc supposer que f e§t a support compact. D’apres le théoreme
de Stone-Weierstrass, on peut trouver des complexes (), <j<k et des réels (t;),<j<x tels que

<2¢|flleo +

sup zt X

|x|<A

HM»
&Q
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Alors

A A
f f<x>M¢o¢<n><dx>—j £ (x)u(dx)
A _A

k
<26+ Zlajllq)¢o¢(n)(tj) — (1),
j=1

qui tend en probabilité vers o par hypothese. Le résultat désiré en découle.

Remarque. Strico-sensu, il faut faire attention car les variables aléatoires (M,,),>, ne sont pas
forcément définies sur le méme espace de probabilité, de sorte qu'on ne peut pas parler de conver-
gence p.s. (ce point m’a été signalé par Dimitri Faure). Cependant, sans perte de généralité, on peut
supposer que les variables aléatoires (M,,),>, sont définies sur le méme espace de probabilité, par
exemple en considérant une suite (M,),>, de variables aléatoires indépendantes définies sur le
méme espace de probabilité telles que pour tout n > 1 les lois de M,, et M, sont les mémes (on
utilise I’existence de mesures produit), et en travaillant avec M, a la place de M,, (les propriétés
considérées ne dépendent que des lois individuelles).

(2) (a) Démontrons que M, converge en probabilité vers y en montrant que pour toute extraction ¢
il exiSte une extraction @ telle que presque sGrement Mg,y (,) converge vers M (i.e. presque
strement dpp(Mpoy(n) M) — 0). Soit donc ¢ extraction. Par procédé diagonal, il exi$te une ex-
tration 1 telle que p.s. pour tout k > 1, kadM(pOlp(n) converge vers kad,u. D’apres un exercice
de la feuille d’exercices, p.s. Myoy(n) converge étroitement vers M, donc p.s. dpp(Mpoyp(n) M) —
0.

Alternativement, sans redéfinir les variables aléatoires sur le méme espace de probabilité,

il est possible de vérifier que (M,,) est tendue et pour l'identification de la limite utiliser le

principe des lois accompagnantes en considérant la fonc¢tionnelle v — Imax(min(xk,K), -K)dv

avec K — oo.

(b) D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, pour € >0 on a

P('Jxden - kady
jxden —IEkadMn

> e) + IP('IE [kadMnl - J-xkdy
Var(kadMn)

£2 + H'IE[jxden]—jxkdy‘ZS

> 23)

<

g

IA

qui tend vers o par hypotheése, et on peut appliquer la question (a).
(3) L’équivalence entre (a) et (b) est simplement la définition de la convergence étroite.
Le fait que (b) implique (c) et clair.
Pour montrer que (c) implique (b), fixons € > o et montrons que p.s., pour n assez grand
dip(M,, p) < €. D’apres le fait donné en début d’exercice, il existe f,,..., fx € C,(E,R) et 6 > o tels
que

{veMl(E):'indv—ffidy‘ < O pour tout 1 SiSK} C By, €).

Par hypothese, p.s. pour n assez grand
’JﬁdMn—jﬁdy‘ <dpourtout1<i<K
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Ainsi, p.s. pour n assez grand dyp(M,,, u) < €.
Alternativement, sans redéfinir les variables aléatoires sur le méme espace de probabilité, il et
possible d’utiliser la question (3) du probléme 5.
Le fait que (b) implique (d) et clair : sur I’événement de probabilité 1 ou pour tout f €
Cy(E,R), jfdMn — ffdy on a jeitden(dx) = feitxy(dx) pour tout t € R.
Pour montrer que (d) implique (b), I'idée e$t d’utiliser le théoréme de Fubini pour l'interver-
sion. Notons

A= {(a), t)e QxR: Jeitden(w)(dx) -+ Jeitxy(dx)}
ainsi que ses seltions
Ay, ={teR:(w,t)€A), Al={weQ:(w,t)eA).

Par hypothése, pour tout t € R on a IP(A") = o. Appliquons alors le théoréme de Fubini, en
notant A la mesure de Lebesgue :

_ t _ _
0= LP(A )A(dt) = LX]R 1,dP®dA = JQ A(A,,)dP.

On en déduit que A(A,) = o pour presque tout w € (2. Ainsi, p.s. pour A presque tout t € R on a
Ie”den(a))(dx) — fe’txy(dx). On conclut avec la premiere question de 1’exercice 2.

(4) C’e$t une application directe de l'exercice de la feuille d’exercices précédemment mentionné.

(5) D’apres la loi forte des grands nombres, pour tout f € C,(E,R), pour presque tout w € (2,

Jram=2 3 o= wisexl= [ an

D’aprés la question (3), on en déduit que p.s. M, converge étroitement vers y (a fortiori M,
converge en probabilité et en loi vers yu).

* ok %

Solution du probleme 3.28.

(1) Par compacité, E e§t borné. Il existe donc M > o tel que pour tout x € E on a B(x,M) = E. Ainsi

limpy e [,(M) = 1.

(2) Il est clair que I, e$t croissante, ce qui implique l'exiStence des limites a gauche. Pour démontrer
la continuité a droite, raisonnons par I'absurde en supposant que I, n’est pas continue a droite en
€, > 0. Alors par croissance

L(&) < llil;I:Iﬂ(E)

On peut donc trouver x, € E et d > o tels que pour tout n > 1,

#(B(xo, €5))) + 6 < L(e6+1/n).
En particulier, pour tout n> 1 on a
M(E(XO’ 60)) + 6 < ’/l(E(xOI EO + 1/”)).

Comme p(B(x,, €, + 1/n)) — p(B(x,,€,)) lorsque n — oo, on obtient une contradiction.
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(3) On raisonne par 'absurde. Supposons que p({x}) = o pour tout x € E mais que lim,,[,(¢) # o. Il
exi$te alors 6 > o tel que
inf u(B(x,1/n)) > 6

x€E

pour tout n > 1. Soit x, € E. Alors p(B(x,,1/n)) > 0 pour tout n > 1. En passant a la limite lorsque
n — oo on obtient u({x,}) > o, absurde.

(4) Camille se trompe : par exemple, si E = [o,1] et si A désigne la mesure de Lebesgue, y = 26, + ;A
vérifie lim, |, [,(¢€) = o mais p({o}) > o.

(5) Puisque E est séparable, la convergence étroite implique la convergence au sens de la distance de
Lévy-Prokhorov. Soit #7 > o. Pour n assez grand, dyp(u,, p) < 1. Soit x € E tel que u(B(x, & + 1)) <
L(e+1)+1n.0On aalors

I, (€) < pu(B(x, €)) < W(B(x,e+1))+n < L(e+m)+21n.

En notant 1, = 2dyp(p,, p) — 0, 0on a alors I, (¢) <I,,(e+1,)+1, et le résultat s’ensuit par continuité
a droite de I,,.

Autre maniere de faire. D’apres le théoréme de porte-manteau, on a pour tout x € E :

lim sup u,,(B(x, €)) < p(B(x, €)).

n—-o0

Par ailleurs, comme [, (¢) < t,(B(x, €)), en prenant la limsup on en déduit que

limsupl, (¢) <limsup ta(B(x, €)) < u(B(x, €)).

n—00 n—oo

On en déduit le résultat désiré en prenant l'inf sur x € E.

(6) Montrons que (a) implique (b). Supposons (a) et raisonnons par ’absurde en supposant qu’il existe
€ > o tel que
inf u(B(x, €)) = o.

x€E

Soit alors une suite (x,) de E telle que p(B(x,,¢)) — o. Par compacité, quitte & extraire, on peut
supposer que x,, — x. Alors pour n assez grand pour que d(x,,x) < &/2 on a

B(x, e/2) C p(B(xy, €)).

Donc p(B(x, ¢/2)) = o, de sorte que I,,(¢/2) = o, absurde.

Le fait que (b) implique (a) s’obtient par contraposée : si y n’est pas de support plein, il existe
un ouvert O tel que (O) = o. En choisissant une boule fermée B(x, ¢) incluse dans O on obtient
alors I,(¢) = o.

L’équivalence entre (b) et (c) s’obtient en utilisant 1’inégalité démontrée a la question (4), qui
implique pour n assez grand, toujours en notant 7, = 2d p(y,, p) = 0:

Iyn(e) < I,,(e + 1) + 1y < Iﬂn(£+ 21,) + 21, < Iy”(zs) + 21,
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Autre manieére de faire pour (b) implique (c). Soit € > o. Par compacité, soient x,,...x; € E tels

k
E= U B(x;, €).
i=1

D’apres le théoréeme le théoréme de porte-manteau, pour tout 1 <i <k

que

liminf u,,(B(x;, €)) > liminf p,, (B(x;, &/2)) > p(B(x;, /2)) > L(e/2)>o.

n—-o0

On en déduit que

liminf min u,(B(x;, €)) > o.
n—oo 1<i<k

Or pour tout x € E, il existe 1 <i <k tel que B(x;, &) C B(x,2¢). Il s’ensuit que

2¢) 2 min pa(B(xi, €))

L,

et donc
liminfI, (&/2)>o.

n—oo

Autre maniere de faire pour (c) implique (a). Soit O un ouvert de E. Soient x € E et € > o tels
que B(x,€) C O. Alors d’apres la question (5) on a

#(0) > u(B(x,€)) > u(B(x,e/2)) > I,(¢/2) 2 limsupl, (¢/2) > liminfl, (&/2)>o.

n—oo n—00

Puisque E e$t séparable, (M, (E),d; p) I'e§t également. On peut donc utiliser le théoreme de représentatior
de Skorokhod et supposer que la convergence de M,, vers M a lieu presque stirement dans (M, (E),dpp).

Supposons (a). Fixons ¢,¢” > o. D’aprés (5), presque stirement,
liminfIy; (&) > o.

n—-oo

Ainsi
P(36>0,AN21,n2N = Iy, (¢)25)=1.

Par monotonie, il s’ensuit I’existence de 0 > o tel que
IP(EIN >1,n>N = Iy (€)= 6) >1-¢.
Encore par monotonie, il s’ensuit I’existence de N > o tel que

]P(IMH(€) > 0 pour n > N) >1-2¢.

On en déduit que pour n > N on a IP(IMn(e) > 6) >1-2¢.

Supposons maintenant (b). Par monotonie,

IP (M e$t de support plein) = klim P (Ips(1/k) > 0).
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Soient k > 1 et ¢’ > o fixés. Soient 5, N > o tels que
V2N, P(Iy,(1/k)<s)<e.

D’apres (4), I'ensemble {y € M, (E) : I,(1/k) < o} et ouvert dans M, (E). Le théoréme de porte-
manteau implique que

¢’ > liminfIP Iy, (1/k) < 8) 2 P(Iyg(1/k) < 8).

n—00

Ainsi, on vient de démotrer que pour tous k > 1 et ¢’ > o il exiSte 6 > o tel que
P(Ip(1/k) = 0) < P(Ipp(1/k) < 8) < €.

On en déduit que P (Iy(1/k) = o) et le résultat désiré en découle.

(8) Non, les deux implications sont fausses. Donnons des contre exemples dans le cas déterministe. Si
E =o,1], pon = 6o €t pypyy = 6y, la suite (I, ),», €St constante mais (p,,),», ne converge pas en loi.
SiE=]Jo,2]et
1 1 1
Hn = _60 + 561/2 + 561/2+1/n1

on a

1/3 sio<e<1/2

I, (e)=42/3 si1/2<e<1/2+1/n

3 si1/2+1/n<e.

Par ailleurs y,, converge étroitement vers y = %50 + %51/2, et

Iy(g) =

1/3 sio<e<1/2
1 si1/2<¢

de sorte que I, ne converge pas au sens de Skorokhod vers I, (puisque I, ne prend jamais la valeur
2/3 : rappelons que la fusion de sauts macroscopiques n’e$t pas continue pour la topologie J, de

Skorokhod).

Remarque. Ce probléeme est inspiré de l’article suivant :

Benedikt Stufler, Mass and radius of balls in Gromov-Hausdorff-Prokhorov convergent sequences,
preprint disponible sur arxiv, arxiv :2201.12251
https://arxiv.org/abs/2201. 12251

I1 s’agit de pouvoir vérifier certaines propriétés d’'une mesure limite (étre de mesure pleine comme
a la question () ou étre sans atome) a partir d’estimées sur des mesures qui l'approchent (parfois plus
simples a manipuler).

* 3k %
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4 Lespace des fonctions continues sur un compact

4.1 Exercices

‘Exercice 4.1. Pour tout 1 > o, on se donne deux processus X", Y" dans l’espace C([o,1],IR), définis sur
un méme espace de probabilités (qui peut éventuellement dépendre de 1). On suppose que X" — X et
Y" - Y en loi.

(1) Alix dit : la suite (X", Y")),>, €St une suite tendue dans C([o,1],IR)>. A-t-elle raison?

(2) On voit maintenant le couple (X", Y") comme un unique processus
te (X7, Y, telo,1]

dans C([o,1],IR?). Billie dit : la suite (X", Y"),5, est tendue dans C([o,1],IR*)? A-t-il raison?
(3) On voit maintenant le couple (X", Y") comme une fonction (X{, Y;")s 10,11 de C([o, 1]?,IR?). Camille

dit : la suite (X", Y"),5, est tendue dans C([o, 1]*>,R?). A-t-elle raison?

* 5k %

Exercice 4.2. Soit (X"),s, une suite de processus dans C([o,1],RF). On suppose que X" = X dans
C([o, 1],1Rk). Soit f : R¥ — R une foné&ion continue. On pose

v, = f f(xids, Y= f F(X)ds.

Montrer que (X",Y,) = (X,Y).
* ok %

Z:zcercice 4.3. Soit X", X des processus croissants, continus de [0,1] dans R. Montrer que X" = X si et
seulement si X" converge vers X au sens des marginales fini-dimensionnelles.

* % %

f}(ercice 4.4.
(1) Pour a > o, l'application f — t,(f) = inf{t > o : f(t) > a} définie sur C = C(IR,,R) a valeurs dans
R, U {oo} e$t-elle continue? Sinon a-t-elle des points de continuité, et si oui, lesquels?
(2) Soit (X",n > o) une suite de processus dans C. On suppose que X" converge en loi vers X pour la
topologie uniforme sur les compacéts. On suppose également que X = o pour tout # > 1. On note,

pour a > o,
Tan = ta(Xn)l T, = ta(X)-

Discuter la convergence (ou non) de T,' vers T,. Discuter le cas particulier ot X e$t le mouve-
ment brownien §tandard (cette derniére question se traite mieux avec la notion de propriété de
Markov forte pour le mouvement brownien, voir le cours de calcul stochastique).

* %k %
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‘Exercice 4.5. Montrer que {f € R f e§ continue} n’et pas un élément de la tribu produit R®'],
Indication. On pourra considérer une variable aléatoire U uniforme sur [o, 1] et considérer la fon&tion
X(t) =14,y pouro<t<1.

* ok %

Z:?(ercice 4.6. On considere un espace de probabilités (QQ, F,IP) muni d’une filtration, c’est-a-dire d’une
famille (F,t > o) de tribus telle que F; C F pour tout s < t. On rappelle qu'une martingale est une
famille de variables aléatoires (X;,t > o) telle que X; € L, pour tout t > o et telle que pour tout s <t ona
E[X,|%] = X,.

Soit (X",n > o) une suite de processus de C = C([o,1],R), intégrables et adaptés par rapport a des
filtrations (F"), c’est-a-dire que X;' e§t mesurable par rapport a 7" pour tout t > o. On suppose que X"
e$t une F"-martingale, et que X" converge en loi vers X dans C. On suppose également que pour tout
te€lo,1], (X{'),>: e$t uniformément intégrable.

Montrer que (X;,0 <t < 1) est une (F;)-martingale ou F; = 0(X;,0 <s < t).

* ok %

‘Exercice 4.7. On note C 'ensemble des fon&ions continues de [0,1] dans R. Soit (X,(t): 0 <t < 1),5,
une suite de variables aléatoires a valeurs dans C. On note X, = (X,,(t):0 <t < 1).

(1) Démontrer que la suite (X,,),>, e$t tendue dans C si et seulement si les deux conditions suivantes
sont vérifies :
(a) la suite (X,(0)),>, e$t tendue dans R;

(b) pour toute suite 0y — o et pour toute suite (7 )g>,, On a

()
(‘)(Xnklék) kjo)o o,

ou w(f,0) = SUP|s_tj<s 0 1< |f () — f(£)] désigne le module de continuité.

(2) Soit (X},);>1,1<i<n une suite de variables aléatoires a valeurs dans C telle que pour tout n > 1, les
variables aléatoires (X},),<j<, ont la méme loi que X,, (mais on ne les suppose pas indépendantes).
On suppose que :

(I) la suite de variables aléatoires (X,,),>; est tendue dans C;

(IT) la suite de variables aléatoires SUPye(o,1] |X,.(¢)| e$t uniformément intégrable.

Démontrer que la suite de variables aléatoires (Y,),>, e$t tendue dans C, ou Y,, et définie par
1w
Yalt) =~ Zx,g(t), tefo,1].
1=1

(3) Le résultat de la question (2) reste-t-il vrai si on remplace (II) par (II’) défini par
(I) la suite de variables aléatoires sup,[, ,11X,(t)| e§t bornée dans L*?

Justifiez votre réponse.

* %k %
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‘Faercice 4.8. Soit (X;)i>, des variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans C([o,1]), I’espace des fonltions
continues de [0, 1] dans R muni de la norme uniforme. On suppose qu’il existe C, e > o tels que

Yo<s,t<1, E[(X,(s)-X,(t)*]<Cls—t]"", Yo<s<1, E[X,(s)]=0 et E[X,(s)]<oco.

On pose

7 X+ X, 4+ 4+ X,
n \/ﬁ *
(1) Pour o <s,t <1, calculer E[(Z,(s) — Z,(t))?].

(2) Montrer que (Z,,),,», converge en loi dans C([o, 1]).

* ok %

Z:;Cercice 4.9. Pour x € R, on note P, la loi d’'un mouvement brownien réel standard partant de x. Soit
(x,,)u>, une suite de nombres réels.

(1) Lorsque (x,),>, est bornée, montrer que la suite (P, ),>, e$t tendue dans C([o, 1], R).

2) Le résultat re§te-t-il vrai si la suite (x,,),>, n’est plus supposée bornée ? Justifiez votre réponse.
n)n>1 p pp p

* ok %

‘Exercice 4.10. Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans C([o,1],R), I'ensemble des fonctions
continues de [0,1] dans R muni de la topologie de la convergence uniforme. On suppose que pour tout
¢ > o, il exis$te un couple de variables aléatoires (X,, Y;) a valeurs dans C([o, 1], R)* tel que X, a la méme
loi que X, Y, ala méme loi que Y et IP (|| X, — Y,||, > €) < €. Montrer que X et Y ont méme loi.

* ok %

?roﬁ[éme 4.11. Dans cet exercice, on note R[> 'ensemble des fon&ions de [0,1] dans R muni de la

tribu produit B(R)®" et ¢ = C([0,1],R) I’espace vectoriel des fon&tions continues de [o,1] a valeurs
réelles muni de la norme uniforme et la tribu borélienne associée. On considere un espace probabilisé
(Q, F,P).

(1) Montrer que la tribu borélienne de C e$t égale a I'ensemble des A de la forme A = BN C pour
B € B(R)®lo1.

Si X,Y : Q — RI°' sont deux variables aléatoires, on dit que Y e§ une modification (ou version) de X si
pour tout t € [0,1], on a P(X(t) = Y(¢)) = 1.

(2) Soient X,Y : Q — RI**] deux variables aléatoires.

(a) Vérifier que si Y est une modification de X, alors X et Y ont la méme loi.

(b) Billie dit : la réciproque de (a) et vraie. A-t-il raison ? Justifiez votre réponse.

’Dans toute la suite de cet exercice, on fixe une variable aléatoire Y : ) — C. ‘ (Ainsi Y, est une fon&tion

continue pour tout w € ().)

(3) Soit X: Q) — RI° une variable aléatoire. On suppose que X et Y ont la méme loi.
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(a) Notons Y* la variable aléatoire Y vue comme fonétion a valeurs dans R[], Démontrer qu’il
exiSte une application mesurable F : RI'] — C telle que Y = F o Y*.

Indication. On pourra utiliser le lemme de Doob-Dynkin, qui e$t le résultat suivant.

Lorsque f,g sont deux fon¢tions mesurables définies sur ({2, F) et a valeurs dans respective-

ment (S,S) et (T,7),si f :(Q,0(g)) — (S,S) eSt mesurable et si (S,S) et un espace polonais

muni de de sa tribu borélienne, alors il existe une application mesurable h: (T,7) — (S,S) telle

que f =hog.
(b) Démontrer qu’il exiSte une variable aléatoire X’ : Q) — C telle que X’ soit une modification de
X.

(4) (a) Soit (U,)u>, et (V,),>, deux suites de variables aléatoires a valeurs dans un espace métrique
(E,d) complet séparable. On suppose que les deux suites (U,,),>, et (V},),>, ont méme loi. Mon-
trer que {(U,,),>, converge} (c’e§t-a-dire 'ensemble {w € Q : U, (w) converge quand n — oo}) est
un événement (i.e. e§t mesurable) et que

P((U,)ns, converge) =P ((V,),>, converge).

(b) On considére une suite de variables aléatoires (X,,),>; a valeurs dans R[] telle que X,, converge
vers Y au sens des marginales fini-dimensionnelles. On suppose aussi que pour tout g € [0,1]N
Q, la suite (X,,(g9)),>, converge presque stirement. Montrer qu’il exi$te une variable aléatoire
X : QQ — C telle que pour tout g € [0,1] N Q, la suite (X,,(g)),>, converge presque stirement vers

X(q).

* ok %

Probleme 4.12.

Premiére partie. Soit (E,d) un espace métrique séparable et (x,),>, une suite dense. On note M, (E)
I’ensemble des mesures de probabilité sur E muni de sa tribu borélienne, et Lip, (E) I’ensemble des fonc-
tions de E dans R 1-lipschitziennes (c’e§t-a-dire telles que d(f(x), f(v)) < |x —y| pour tous x,p € E).

Soit p,, u € M, (E). L'obje&tif de cette partie est de montrer que y, = p si et seulement si ffd,un —
f fdpu pour toute fonction f de la forme

f(x) =max(co, ¢, —d(x,%y),..., ¢,y —d(x, X))
avecn>1etcgy,...,c, €R.
(1) Justifier I'implication.
(2) Vérifier que pour montrer que y,, = p il suffit de vérifier que ffd;/tn — ffdy pour toute fonction
f € Lip,(E) bornée.

(3) Démontrer la réciproque.
Indication. Pour f € Lip,(E) bornée telle que f > c,, on pourra vérifier que pour tout x € E on a

f(x) = supmax(c,, f(x,) = d(x, x))-

n>1

4) Si E e$§t borné (c’est-a-dire si su X,9) < co), montrer que y, —> p si et seulement si

(4) Si E eSt borné (c’est-a-dire si sup, ,cpd(x,y) < oo) que p p si 1 i
ffd,un — ffd//t pour toute fontion f(x) polynomiale en les variables d(x,x,),...,d(x,x,) pour
tout n > 1.
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Deuxiéme partie. Considérons 1’ensemble E des fonctions mesurables de [0,1] — R, considérées a
égalité presque partout pres (c’est-a-dire qu’on identifie deux fonctions égales presque partout) muni
de la distance

dlf.9)= [ mina,If()- g(oi)dr, @
(5) En notant A la mesure de Lebesgue, montrer que f,, — f dans E si et seulement pour tout € > o on
aA({xefo1]:]f,(x)— f(x)| = ¢}) = o quand n — oo.

(6) On suppose que f, — f dans E. Montrer qu’on peut trouver une extraction ¢ telle que fy(,
converge presque partout vers f.

(7) Démontrer que E est polonais.

Troisieme partie. Considérons I'espace métrique C des fon&tions continues de [0,1] — R muni de la
distance d définie par (7).

(8) Vérifier que (C,d) e$t séparable et borné. ESt-il complet? Justifier votre réponse.

Soit (X,,),>, des variables aléatoires a valeurs dans C et X une variable aléatoire a valeurs dans C.

(9) Démontrer que si X,, converge en loi vers X, alors pour tout k > 1, si (U;),<;<x sont i.i.d. uniformes
sur [0,1] (aussi indépendantes de X,,X) on a la convergence en loi de (X,(U,),...,X,(Uy)) vers
(X(Uy),..., X(Uy)).

(10) On suppose que les marginales fini-dimensionnelles de X,, convergent en loi vers celles de X.

Démontrer que X,, converge en loi vers X.

(11) [Question bonus hors baréme] Démontrer que X,, converge en loi vers X si et seulement si, pour
tout k > 1, en notant Vlk, . ka le réarrangement croissant de k variables aléatoires i.i.d. uniformes
sur [o,1] (aussi indépendantes de X,, et X) on a la convergence en loi de (Xn(Vlk),...,Xn(ka)) vers
(X(VF),...,X(V})).

* % %
Probleme 4.13. Soit (E;)i>, des variables aléatoires exponentielles indépendantes de parametre 1. On

pose S, =oetS; =E, +---+E; pour i > 1. Pour t >0 on pose P(t) = Card{i > 1: S; < t}, de sorte que P est
un processus de Poisson de paramétre 1.

Premiére partie.

P(un p.s.
(1) Montrer que pour tout T >oona sup (un) _ ul — o.
o<u<T n—ee
. . P(un p-s. - ,
(2) ES$t-il vrai que sup (un) _ u| —> o?Justifiez votre réponse.
u>o n—-oo

Deuxiéme partie. Soit (Y,),>,; une suite de variables aléatoires a valeurs dans C(R,,R), muni de la
norme de la convergence uniforme sur tout compact. On suppose qu’il existe une variable aléatoire Y €
C(R,, R) telle que pour tout T > o, (Y,(t): 0 <t < T) converge en loi vers (Y(t): 0 <t < T) dans C([o, T, R)
lorsque n — oo.
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(3) Démontrer que pour tout T > o la convergence suivante a lieu en probabilité

Yn(M)—Yn(t) =

n—-o0

sup
o<t<T

0.
n

Troisieme partie. Soient T >o, f: IR — R, une fonction lipschitzienne et z, € R,.

(4) JuStifier que 1’équation différentielle z’(t) = B(z(t)) avec z(o) = z, admet une unique solution sur
[0, T], qui sera notée z dans la suite.

Pour n > 1, on fixe Z,,(0) € R et on suppose que (Z,(t))o<t<T Vérifie pour touto <t <T:

Z,(t)=Z,(0)+ P(nJ‘tﬁ (Z"T(S))ds),

On pose Z,(t) = Z,(t)/n et on suppose que Z, (o) — z, lorsque n — co.

(5) Montrer que

Indication. On pourra utiliser le lemme de Gronwall.

* %k %

4.2 Solutions

Solution de 'exercice 4.1.

(1) Oui! Soit € > 0. D’aprés le théoréme de Prokhorov, il existe deux compaéts K,,K, de C([o,1],R)?
tels que P(X"eK,) > 1—-¢ et P(Y"€K,) > 1 — ¢ pour tout entier n > 1. Alors K, x K, e§t un
compact de C([o,1],IR?), et P((X",Y") ¢ K, xK,) > 1 — 2¢, ce qui montre que ((X",Y")),>, eSt une
suite tendue dans C([o,1],R)>.

(2) Oui! Tout d’abord, il e$t clair que pour tout t € [o,1], (X{,Y/"),>, eSt tendue. Pour controler le
module de continuité, munissons R? de la norme || ||,. Pour une fonction f = (f;, f,) € C([o,1], R?),

w(f,0) =sup{lf;(s) = (O +1fo(s) = o (8)] : [s = t] < 0} < w(fy, 0) + w(f, O).

Ainsi,
P(w((X",Y"),0)21n) <P(w(X",0)=2n)+P(w(Y",0) > 1),

ce qui implique la tension.

Remarque. Alternativement, on peut utiliser le fait que la fonction

C([o,1],R)> —  C([o,1],R?)
(f,8) = (f(£),8(F))ost<:

est continue et la $tabilité de la tension par composition par une fonction continue.
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(3) Oui! Il suffit de vérifer que la fonction

@ : C(lo,1],R)? — C([o,1]?,R?)
(f’g) = (f(s)fg(t))o<s<1o<t<1

_____

et le résultat en découlera par $tabilité de la tension par composition par une fonction continue.
A cet effet, en munissant IR> de la norme || -||,, et en notant d(F, G) = sup, IIF(s,t)— G(s,t)|l,
pour F,G € C([o,1]?,R?), on remarque que

d(@(f,8),P(f,8) = If = flleo +1Ig = §llco-
Il en découle que si f, — f et g, — g, alors (f,,g,) = P(f,g), d'ou le résultat.

s,t)e[o,1]?

* ok %

Solution de I’exercice 4.2. D’apres le théoreme de représentation de Skorokhod, on peut supposer que la

convergence X" — X a lieu presque sirement. Par continuité de I'application
C([o,1], RF) — R
g — | f(g(s)ds,

on en déduit que Y,, — Y presque sirement. Ainsi, (X",Y,) — (X,Y) presque stirement, et donc en loi.

Remarque. On peut aussi dire¢tement dire que l'application
®: C([o,1,R") - C([o,1],RF) xR
g P (&), f(g(s)ds)
e$t continue, et donc que @(X") converge en loi vers @(X).
.
Solution de I'exercice 4.3. Cette implication est toujours vraie.
| & | Puisque (X"(0)),», converge en loi, il suffit de vérifier que la suite (X"),>, e$t tendue. D’apres

le cours (prendre 6 = 1/k en haut de la page 3 dans les notes du cours 5), que pour une fonction f €
C([o,1],R)on a

w(f,1/k) <3 max sup |[f(r+i/k)—f(i/k)|

o<i<k-1 refo,1/k]

En particulier, si f e$t croissante, on a

w(f,1/k) <3 max |f((i+1)/k)— f(i/k)|.

o<i<k-1
Par ailleurs, par convergence des marginales fini-dimensionnelles de X" vers celles de X, on a

loi
max | X"((i +1)/k)— X" (i/k)| (—2 max |X((i+1)/k)— X(i/k)|.
o<i<k-1 n—oo  o<i<k-—1
Par continuité de X, on pour tout # > o,
IP( max [X((i + 1)/k) = X(i/k)| = 17) o

o<i<k-1 k—o0

On en déduit que pour tout ¢,7 > o, on peut trouver k > 1 tel que

limsupP(w(X",1/k) > 1) < e.

n—-oo0
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* ok %

Solution de 'exercice 4.4.

(1)

Non, elle n’est pas continue. Dans I'exemple ci-dessous, f, — f uniformément sur tous les com-
pacts, mais 3 = t,(f,) = t,(f) = 1. On vérifie aisément que les points de continuité de cette appli-
cation sont les fontions f € C telles que t,(f) = co ou bien telles que t,(f) < co et f n'admet pas de
maximum local en t,(f).

Sn

el

_\
7/

Tout d’abord, il e$t clair que o = T)' converge vers T, = o. On suppose donc a > o. D’apres la
question précédente, si presque sirement, X n'admet pas de maximum local en T, lorsque T, < oo,
alors T,' converge en loi vers T, (utiliser par exemple le théoréme de représentation de Skorokhod).
Lorsque X est le mouvement brownien $tandard, on sait que T, < co presque sirement, et puisque
pour tout € > o, IP(sup[O’e] X > o), d’aprés la propriété de Markov forte appliquée au temps d’arrét
T,, presque sirement X n'admet pas de maximum local en T,. Ainsi, dans ce cas, T,' converge en
loi vers T,.

Maintenant, si avec probabilité stri¢tement positive T, < co et X admet un maximum local en
T,, alors on peut trouver X" tel que T,' ne converge pas en loi vers T,. En effet, puisque

{T, < 00 et X admet un maximum local en T,} = U{Ta <ketX;<apouro<|t—T,|<1/k},

k>1

il existe k > 1 tel que A ={T, <k et X; <apouro < |t—T,| < 1/k} vérifie P(A) > o. Pour w ¢ A on
pose X" = X et pour w € A on peut construire X" tel que X" — X et tel que T, > T, + 1/k. En

particulier, [E [TQ”ILTa(H)Sk] >E [TaﬂTﬂsk]- En prenant M > 2k, on a alors
[E[T,)) A\M]-E[T, AM]|>1P(A)/k > o.
Donc T,' ne converge pas en loi vers T, (sinon T,' A M convergerait en loi vers T, A M).

* ok %

Solution de I’exercice 4.5. On raisonne par 1’absurde en supposant que A = {f € Rl f est continue} €

R[], La variable aléatoire X = (X(t) : 0 <t < 1) ales mémes marginales fini-dimensionales que la
fonction nulle. Ella donc la méme loi que la fontion nulle. Ainsi

P(XeA)=P(oeA)=1.

C’e$t absurde car X n’est pas continu.

* %k %
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‘Exercice 4.14. Soit K un espace métrique compact et E un espace métrique. On note C(K, E) l’espace
des fontions continues de K dans E muni de la distance d(f,g) = sup,.x de(f(x),g(x)). Montrer que
{BNC(K,E): B e B(E)®X} et 1a plus petite tribu sur C(K, E) qui rend toutes les projeGions

M,: C(K,E) — E
f = flx

pour x € K mesurables (autrement dit, la trace de la tribu produit B(E)®X sur C(K, E) eét la tribu produit
sur C(K,E)).

* ok %

Solution de l'exercice 4.6. Notons F = {BN C(K,E): B € B(E)®X}, qui e$t bien une tribu sur C(K, E).
Puisque pour tout x e Ket Ae B(R), {f e C(K,E): f(x)e A} ={f € EX : f(x) e AJnC(K,E) € F, la tribu
F rend bien les projections 1, mesurables.
Soit maintenant G une tribu sur C(K, E) qui rend toutes les projections I'l, mesurables et considérons

{Be B(E)®X: BN C(K,E) € G).

On vérifie que c’e§t une tribu qui contient les cylindres de B(E)®X, elle e§t donc égale a B(E)®X, ce qui
conclut.

* ok %

Solution de I'exercice 4.7. Tout d’abord, on remarque que par uniforme intégrabilité, pour tout t € [0,1],
X, est intégrable et E[X;] = E[X,].
On fixe s < t. Soit A € F;. Il s’agit de démontrer que

E[X 1] =E[X/14].

Puisque I’ensemble des événements A satisfaisant a 1’égalité précédente est une classe monotone, il suffit
de démontrer que pour tout o <t, <--- <t, <t et couples de réels (a;,b;),<j<, avec a; <b; on a

E [Xsﬂai<Xti<bi pour tout 151’311] =E [Xt]lai<Xti<bi pour tout 1Si£n] .
A cet effet, on remarque que
n _ n
E [Xs ]lai<Xfi <b; pour tout 1Si£n] =E [Xt 1a,~<Xt"i<bi pour tout 1Si£n]

car I’événement {a; < X;; <b; pour tout 1 <i < n} appartienta o(X;, : 1 <i <n)est donca F".
D’apres le théoréeme de représentation de Skorokhod, on peut supposer que X" — X presque stirement.
On a alors les convergences presque sires

n
Xs ﬂai<XZ <b; pour tout 1<i<n n_)oo’ Xsﬂa,-<Xti<b,' pour tout 1<i<n

et

n
Xt ILui<Xﬁi<b,~ pour tout 1<i<n n_)ooa Xt]la,v<Xti<bi pour tout 1<i<n:

Par uniforme intégabilité, ces convergences ont également lieu en ajoutant des espérances, ce qui conclut.
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* ok %

Solution de 'exercice 4.8.

(1)

D’apres le cours, la suite (X,,),>, e$t tendue dans C si et seulement si la suite (X,,(0)),>, et tendue
dans R et
Ve >o0,Y1>0,30> 0, limsupP(w(X,,0) > 1) <e. (8)

n—-oo
I1 s’agit donc de démontrer que (8) est équivalent a (b). Démontrons que les deux négations sont
équivalentes :

— La négation de (8) e$t : il exiSte €,1 > o tels que pour tout 6 > o,

limsupP(w(X,,0)>n)>¢

n—-oo

— La négation de (b) eét : il existe une suite 6 — o et une suite n; — oo tels que w(X,,,d) ne
converge pas en probabilité vers o.

En supposant la négation de (8), il existe &, > o et une suite (1ny) telle que pour tout k > 1 :
P(w(X,,, 1/k) 2 17) > €.

Ainsi en prenant o; = 1/k on a bien que w(X,,, 5¢) ne converge pas en probabilité vers o.
En supposant la négation de (b), il existe une suite 6y — o, 11,& > o et une suite (1) telle que pour
tout k > 1

P(w(X,y,8¢) 2 17) > €.

Ainsi, pour tout 0 > o, pour tout k assez grand tel que oy <9, on a
lP(a)(Xn;(,é) > 17) > €

ce qui démontre la négation de (8).

On utilise le résultat de la question (1). On démontre tout d’abord que (Y,(0)),>, est tendue en
montrant qu’elle e§t bornée dans L'. Ceci provient du fait que par linéarité

E[[Y,(o)l] < B[IX,(0)]] <

sup |X,(t )I}

te[o 1]

et puisque la suite de variables aléatoires sup,g(, ,|X,(t)| e$t uniformément intégrable elle est
bornée dans L*.

Pour la tension, soit une suite 6; — o et une suite (1y)i>,. Vérifions que w(Y,,, ) converge en
probabilité vers o. Tout d’abord, puisque la suite (X,,),>, est tendue dans C, w(X,,,, o) converge en
probabilité vers o. D’apres la question (II), cette suite est également uniformément intégrable et
donc IE[a)(Xnk,ék)] — 0. Ainsi :

Ynk)ék <_ZC‘) nkl

de sorte que
E|w(Y,,, 00| S E[o(Xy,00] — o

n—o0

Il s’ensuit que w(Y),,0) converge dans L* vers o et donc en probabilité.
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(3) Non. Prenons par exemple une suite (B,),>, de variables aléatoires de Bernoulli de parametres
respectifs 1/n et prenons (X},),<i<, i.i.d. de méme loi que X,, défini par

n>B, t it<1/n
T
nB, sit>1/n.

Ainsi supye(o 4 |X,,(t)| est bornée dans L' par 1, mais (Y;,),>, n'e$t tendue dans C : avec probabilité
tendant vers 1/e un seul des (X,i)lsisn n’est pas la fonétion nulle, et dans ce cas w(Y,,1/n) =1, ce
qui fait que (8) n’est pas vérifié.

Remarque. Cet exercice e$t inspiré de 'appendice A de 'article Berzunza Ojeda G, Janson S. The dis-
tance profile of rooted and unrooted simply generated trees. Combinatorics, Probability and Computing.
2022;31(3) :368-410. doi:10.1017/50963548321000304.

* ok %

Solution de I'exercice 4.9.

(1) On trouve que E [(Zn(s) - Zn(t))z] =E [(X1 (5) _X1(t))2]-

(2) On vérifie d’abord la tension avec le critére de tension de Kolmogorov. D’une part, pour tout
s€lo,1], E[Z,(s)*] = E[X,(5)?] < o0, de sorte que pour tout s € [0, 1], la suite (Z,(s)),>, est bornée
dans L?, donc tendue. D’autre part, par la question précédente, on a bien pour tous s,t € [o0,1],
E[(Z(s) = Zu(t))?] < Cls = t[*™*.

Pour l'identification de la limite, on remarque que les marginales fini-dimensionnelles de Z,

convergent. En effet, pour o <t, <--- <t;, on peut écrire

Y +---4Y,
W J

ou Y, =(X;(t;),..., X (tx)) avec les (Y;),<j<, i.i.d. a valeurs dans RF. D’apres le théoréme central li-
mit multidimensionnel, (Z,,(t,),...,Z,(tt)) converge en loi lorsque n — oo vers un vecteur gaussien

centré sur R* de matrice de covariance (IE[X1(ti)X1(tj)])1g,jsn.

(Zn(t1);-'wzn(tk)) =

Ceci conclut.

* % %

Solution de l’exercice 4.10.

(1) Notons C =C([o,1),R). Puisque C est polonais, d’aprés le théoreme de Prokhorov il suffit de mon-
trer que de toute sous-suite de (]Pxn)n21 on peut extraire une sous-suite qui converge étroitement.
Sans perte de généralité, il suffit de monter qu'on peut trouver une sous-suite de (P, ),>, qui
converge étroitement. Puisque (x,),», e$t bornée, on peut trouver une sous-suite (xy,)) conver-
gente vers x. Vérifions que IPx(/,(n) - P,.

Notons (B;)y<t<; un mouvement brownien réel partant de o, de sorte que P, est la loi de
(X + By)o<t<1- Soit F : C — IR continue bornée. Alors par convergence dominée

P (F):IE[P(x¢(n)+Bt:o§t§1)] —  E[F(x+B;:0<t<1)]=P,(F).

Xp(n) n—oo0

68


igor.kortchemski@math.cnrs.fr

Théoremes limites et applications — M2 Maths de l’aléatoire — exercices Igor Kortchemski — igor.kortchemski@math.cnrs. fr

Ceci conclut.

Autres solutions. On peut vérifier le critere de tension via module de continuité ou bien le critére
de tension de Kolmogorov.

(2) Non. En raisonnant par I'absurde, si (P, ), est tendu, par image continue en évaluant a I’instant
o, la suite de mesures (0, ),>, serait tendue dans RR, ce qui n’e$t pas le cas en prenant une sous-suite
non bornée.

* ok %

Solution du probléme 4.11.

(1) On a vu dans le cours que la tribu borélienne de C est égale a sa tribu produit, i.e. la plus petite
tribu rendant les projections 7t; : C — IR mesurables pour t € [o0,1]. Vérifions que celle-ci e$t égale
aF={BNC:BC B(IR)®[°’1] mesurable}.

Tout d’abord, F est bien une tribu. Ensuite, pour tout t € [o,1] et A€ B(R), {f € C: f(t) €
A} ={f eRl°: f(t) e A}NC, la tribu F rend bien toutes les projetions mesurables.
Enfin, soit G une tribu sur C qui rend toutes les projections mesurables et considérons

{Be B(R®*':BNCeg).

[0,1]

On vérifie que c’e$t une tribu de R qui contient les cylindres de R, elle e§t donc égale a

B(R)®°"], ce qui conclut.
(2) (a) SiY e$tune modificationde X, pouro<t, <t,<---<t,<1ona(X(t;),...,X(t,) = (Y(t;),..., Y(t,))
presque sirement, de sorte que ces deux veteurs aléatoires ont bien méme loi.
(b) Non, il a tort : on prend par exemple ¢ une variable aléatoire de Bernoulli de parametre 1/2 et
on pose X(t)=cetY(t)=1—epouro<t<1.
[©1] J’inclusion (mesurable d’aprés (1)), ona Y* =ToY
(en particulier, Y* e§t mesurable comme composée d’applications mesurables). Vérifions que
Y : (Q,0(Y")) — C est mesurable. Soit A un ensemble mesurable de C. D’aprés (1), il s’écrit
A=BNC =1I"(B)pour Be B(R)®! de sorte que

Y7 (A) = (V") (B)

(3) (a) Remarquons qu’en notant [ : C — R

e$t bien dans o(Y™).
D’apres le lemme de Doob-Dynkin, puisque C e$t polonais, il existe une application mesu-
rable F : RI*) — C telle que Y = Fo Y*.

(b) On pose X’ = F o X, qui e$t bien une variable aléatoire a valeurs dans C. Vérifions que pour
tout t € [0,1], P(X(t) = X'(t)) = 1. Remarquons que puisque X et Y ont la méme loi, X et Y*
ont la méme loi. Donc (X, X’) = (X, F(X)) et (Y*,Y) = (Y*,F(Y*)) ont méme loi. Ainsi, pour tout
telo, 1],

P(X(t)=X'(t)) =P(Y*(t) = Y(t)) = 1.

(4) (a) Puisque E e$§t complet, une suite d’éléments de E converge si et seulement si elle e§t de Cauchy.

Ainsi,
(Uy)us, converge) = ()| ] () {d(Up, U,) < %}

nz1 N>op,q>N

et les résultats désirés s’ensuivent.
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(b) Pour g € [0,1]NQ, notons Z(q) la limite presque stre de la suite (X,,(q)),>,. En particulier, sur
[0,1] N Q, les marginales fini-dimensionnelles de Z et de Y coincident. On prolonge Z a [o, 1]
en une variable aléatoire de Rl ayant les mémes marginales fini-dimensionnelles que Y en
posant Z(t) = Y(t) pour ¢ € [0, 1]\Q.

D’apres (2b), il existe une variable aléatoire X : () — C qui soit une modification de Z.
Pour g € [0,1] N Q, puisque X,,(q) converge p.s. vers Z(q) et que Z(gq) = X(gq) p-s., ceci conclut.

Remarque. Le résultat re§te vrai si Y n’est pas défini sur le méme espace de probabilité
que la suite (X,,),», : on peut encore prolonger Z  [0,1] en une variable aléatoire de R(>*] ayant
les mémes marginales fini-dimensionnelles que Y en utilisant la question (4a).

En effet effet, pour tout t € [0,1]\Q, considérons une suite de rationnels g,, — t. Par
continuité de Y, Y(q,) converge p.s. vers Y(t). Puisque Z et Y ont les mémes marginales fini-
dimensionnelles, les deux suites (Y(g,))n>: et (Z(g,))n>: ont méme loi. Par (4a), il existe donc
une variable aléatoire notée Z(t), limite presque stre de (Z(g,)),>. Il s’ensuit que Z a les
mémes marginales fini-dimensionnelles que Y.

Remarque. Cet exercice et inspiré par le Theorem 3.24 dans O. Kallenberg, Foundations of Modern
Probability (2nd Edition), Springer.

* ok %

Solution du probleme 4.12.

Premieére partie.

(1) Ceci simplement du fait qu'une fonétion de type f(x) = max(c,,¢; — d(X,%;),...,¢, —d(x,x,,)) e§t
continue bornée.

(2) Par linéarité de I'intégrale, on a alors ffd;/tn — ffdy pour toute fonction f lipschitzienne bornée,
ce qui implique que y,, = p par le théoréme de porte-manteau.

(3) Commencgons par vérifier I'indication. Soit f € Lip, (E) bornée telle que f > c,.
Sin>1,o0na f(x)>c, et f(x) > f(x,)—d(x,x,) car f es§t 1-lipschtzienne. Donc f(x) >

sup,,», max(c,, f (x,,) — d(x,x,)).
Ensuite fixons ¢ > o et vérifions qu'on peut trouver n > 1 tel que f(x) < max(c,, f(x,) —
d(x,x,))+ €. Par densité, soit x,, tel que d(x,x,,) < e/2. Alors

fx)=e=f(xu)+ f(x) = fxn) =& < fx0) +d(x,x0) = 2 (x, %) = f(x0) = d(x, %),

d’ou le résultat.
Pour démontrer la réciproque, soit f € Lip, (E) bornée et soit c, tel que f > ¢,. Posons
Jfi(x) = max max(co, f (x;) = d(x, x;)),

1<i<k

de sorte que f,, converge simplement vers f(x) en étant croissante. Par ailleurs, f, e$t 1-lipschitzienne

bornée, donc
[ = [ fan
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Comme ffidyn < jfdyn, on en déduit que

indpt < liminfffdyn.

Par convergence monotone, en faisant i — co on conclut que

de,u < liminfffdyn.
En remplagant f par —f, le résultat désiré en découle.

(4) Comme pour (1), 'implication est immédiate. Pour la réciproque, soit A > o tel que d(x,y) < A
pour tout x,y € E. On remarque que 'application

O:  [oA]" — R
(ty,...,t,) +— max(cy,¢; —ty,...,Cr—t,)

peut étre approchée uniformément par des polyndémes en t,,...,t, d’aprés le théoreme de Stone-
Weier§trass, ce qui permet de conclure.

Deuxiéme partie.

(5) Pour I'implication, on écrit, pour ¢ €]o, 1], en utilisant 'inégalité de Markov :

Afx e fo,1]: [fulx) ~ F(0) 2 €} = Ax € [o,1] : min(x, |fy(x) - F(x)]) = € < gj min(1,|f, (£) - F(£))dt,

qui tend vers o.
Pour la réciproque, supposons que A({x € [o,1] : |f,(x) — f(x)| = €}) — o pour tout ¢ > o. Soit
€ €lo,1[ et notons A = {x € [o,1]: |f,(x) — f(x)| > €}. Alors

f min(1,|f, (£) - £(£))dt < f 1dt +J edt < A(A)+ e,
o A ¢

de sorte que d(f,, f) < dt < 2¢ pour n assez grand.
(6) Supposons que f,, — f dans E. On choisit une extraction ¢ telle que pour tout n > 1 on ait

M{xetond: fyme) - = 25} < 25

2 2

D’apreés le lemme de Borel-Cantelli, f,,) converge presque partout vers f.
(7) La séparabilité provient du fait que L*([o,1],d ) et que la convergence dans L*([o,1],d ) implique
la convergence pour d car d(f,g) <||f —gll;-
Pour la complétude, soit (f,) une suite de Cauchy dans E. Il suffit de monter qu’elle a une va-
leur d’adhérence. En utilisant la question précédente, soit ¢ une extraction telle que f,(,) converge
presque partout vers une fonction notée f. Le théoréme de convergence dominée entraine immédiatemer
que d(f¢(n), f) — o, ce qui conclut.
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Troisieme partie. Tout d’abord, remarquons que pour tout t € [0,1],

I;: ¢ — R
fo= f)

e$t mesurable. En effet, en posant pour tout ¢ > o

I;: ¢ — R
foe [ fndt’

on voit que TT; est continu (c’e§t par exemple une conséquence de (6) et du théoréme de convergence

dominée) donc mesurable, et I'T; = lim,_,,I1; e§t mesurable comme limite d’applications mesurables.

(8)

La séparabilité provient par exemple du fait que I’espace métrique des fonctions continues de [0, 1]
dans R munies de la norme uniforme est séparable, combiné avec le fait d(f,g) < ||f — gl pour
tout f,ge€C.

Ensuite, il et clair que d(f,g) < 1 pour tous f,g €C.
Enfin, (C,d) n’est pas complet. En effet, si on pose

: 1
o} sS1x <>
— 1 n 1 . 1 1
fn(X)— 5+5(x—5) SlXSE'i‘E
: 1 1
1 sSLx2> S+,

la suite f,, eSt de Cauchy pour ||-||, donc pour d, mais elle ne converge pas. En effet, si elle converge
vers une fonction continue f €C, elle converge aussi vers f dans E. Or f,, — 1{,, ;] pour || ||, donc
dans E. Ainsi f = 1,/, ;] presque partout, ce qui e$t absurde.

Soit F : R¥ - R continue bornée. Il suffit de montrer que

E[F(Xy(Uy)- o, XU — EIEX(U,),..., X(Up)]-
A cet effet écrivons

IE[F(Xn(U1)I"-1Xn(Uk))] = ]E[J; P(Xn(t1)!--"Xn(tk))dt1 cediy | = IE[CD(Xn)]f

0,1k

ou
o: C — R

[P J[Oll]kF(f(tl)""lf(tk))dtl"'dtk.

Il suffit alors de remarquer que @ e$t continue bornée. En effet, le caratére bornée provient du
fait que F e$t bornée. Pour la continuité, soit f,, — f dans C. Puisque (D(f,,)),>: est bornée, il suffit
de montrer qu’elle a unique valeur d’adhérence. D’apres la question (6), il existe une extraction
¢ telle que fg(,) — f presque partout. Alors par convergence dominée D (fy(,)) = P(f), ce qui
conclut.

Soit (f,),>, une suite dense dans C. D’apres la question (4), il suffit de vérifier que pour tout k > 1
et tout polynéme P en k variables on a

E[P(d(Xy, fi),-.rd(X )] —> E[P(A(X, fi),...,d(X, fi))]. (9)

n—-oo
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Or

E[P(d(Xy, fr),.., d(Xy, fi)] = E l (J min(1, [ X, (t Jmm 1 Xn(t) = fil(8) )]

e$t une combinaison linéaire d’éléments de la forme

N
| BT Temimte 0 —si

avec N >1et g e{f,,..., fy) pourtout 1 <i <N.Or,at,...,.ty €[o,1] fixés, on a

N
E I_[min(l; X (t;) — &i(t:)])

. RN — R
(xp,..oxy) > TIN, min(1,x; - g(#))

continue bornée. Ainsi, par convergence dominée

| e
[o1]Y

dt, ---dty

= E[W(X,(t,), .., Xu(tn))]

avec

]_[mm X)) - gi(t)) ]dtl---dtN.

71—)00 [0 1]N

Ceci démontre (9) et conclut.

(11) Dans le cadre général de I'espace E, voir la Proposition 29 (en annexe) de Aldous, D., & Pitman, J.
(2002). Invariance principles for non-uniform random mappings and trees. In Asymptotic Com-
binatorics with Application to Mathematical Physics (pp. 113-147). Springer, Dordrecht.

* ok %
Solution du probleme 4.13.
(1) On commence par montrer que
P(t S
¥ tﬁ) 1. (10)

Il e$t clair que P(t) — oo lorsque t — oo car P et croissante et P(S,) = n. On remarque que Sp(;) <
t < Sp(t)11- Soit € > 0. D’aprés la loi des grands nombres, il existe N > o tel que pour n > N on a
|S,,/n—1| < e. Alors pour t assez grand pour que P(t) > N on a

(1 - E)P(t) < Sp(t) <t< SP(t)+1 < (1 + 8)(P(t) + 1).

I1 s’ensuit que
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et (10) en découle.

Revenons maintenant a la question initiale. En utilisant (10), soient € > o et N > o tels que
|P(t)/t —1| < e pour t > N. On a alors

P(un) P(un) P(un) ‘
sup —u| < sup u —1|+ sup u -1
osu<T! 1 o<u<N/n un N/n<u<T un
N P(u P(u
< — sup L—l + T sup Plu)
nocusN| U u>N1 U
N P(u
< — sup ﬁ 1|+ Te.
N ocusn| U

Le premier terme tend presque sirement vers o quand n — co, d’ou le résultat.
(2) Par définition, on remarque que pour u = Sg/n on a
K Sk
non

_ ISk =K|
n

‘P(un) ol

n

Soit Ag 1’événement {|Sx — K| > VK}. Alors I’événement

l1msupAK = ﬂUAk

n>ok>n

appartient a la tribu queue de (E;);>, et sa probabilité vaut donc o ou 1 d’apres la loi de o-1 de
Kolmogorov. Mais
4

k>n

> limsup P (Ag)

k— o0

(llmsupAK) = hm P
K

D’apreés le théoreme central limite, P (Ay) — 1/2 lorsque k — co. On en déduit que P (limsupy Ag) =
1. Donc presque sirement pour une infinité de valeurs de K on a |Sx — K| > VK. Donc presque

sirement
VK

sup P(un) !

u=o

\%

pour une infinité de valeurs de K. Donc presque strement le sup vaut +oco.

(3) Ceci provient essentiellement de la continuité de 'application

® : C(R,R)xC([o,T],R,) — C([o, T],R,)
(f,8) = (f(g(f) o<t <T)

Cependant (P(tn)/n),<;< n'est pas continue, donc il faut faire un peu attention.
Soient €, > 0. Pour f € C(RR,,IR) et t > 0 posons

wr(f,0)= " sup  |f(s)=f(H)

[s—t|<8,0<s,t<L
Par continuité de Y, on a w,7(Y,9) = o quand o — o. On peut donc choisir 6 > o tel que

P(w,r(Y,0)21n)<e
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Par continuité de f — w,7(f,9), w,7(Y,, ) converge en loi vers w, (Y, ). On en déduit que pour
n assez grand,
P(w,7(Y,,0) > 1) < 2¢.
Notons
P(tn)
n

A, = sup —t‘.

o<t<T

D’apres la question (1), on a A,, — o presque strement. En particulier, pour n assez grand

IP(P(Tn) < 2T) >1—¢€
et presque stirement A, < 6 pour n assez grand.
Alors on a
P P(T
IP( sup Yn( (;n))_ Yn(t)’ > 17) < IP( (nn) > 2T) +P(w,r(Y, Ay) 2 1) <e+P(w,r(Y, Ay) 2 1).
o<t<T

Par ailleurs
P(w(Y, Ay) 2n) <P(w(Y,,0)>n)+P (A, >0) <2e+P(A,>0).

Or quand n > oo onaP(A, >0) > ocar A, — o p.s. On en déduit que

Yn(P(tn) ) - Yn(t)

n

limsupIP( sup ZW)S3€,

n—-oo o<t<T

ce qui conclut.
(4) Ceci provient du théoréme de Cauchy-Lipschitz global (S est lipschitzienne).

(5) Premiere étape. Vérifions d’abord que que presque siirement, il existe K > o tel que |Z,(t)| < K pour
touto<t<T.

D’apres la question (1), presque strement il existe deux constantes a,b > o telles que P(t) < a+bt
pour tout t > o. Par ailleurs, comme f est lipschitzienne, il exi$te deux constants A, B > o telles que
|B(z)] < A + Blz| pour z € R. Alors pour o <t < T, par définition de Z,, :

t t
ZO1< 12,001+ 540 | pEZyoNds <120l + 5+ b [ (A% BIZG)ds

On en déduit que
t
1Z,(6)] < |Z,,(0)] + % +DAT + BJ. 1Z,,(s)|ds.
(0]

D’apres le lemme de Gronwall, il en découle que pour touto <t <T.
1Z,(8)| < (IZn(o)I + 24 bAT)eoT.

Comme |Z,(0)| converge lorsque # — oo, la quantité de droite e§t bornée, ce qui conclut la premiere
étape.
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Deuxieme étape. On montre que presque sirement il exiSte M > o et L > o tels que pour tout
telo,T]ona

|Z,,(t) = z(t)] < |Z,,(0) — 20| + sup —|P nMs) |+Lf |Z,,(s (s)|ds

o<s<t 1

ot on a posé P(t) = P(t)—t.
En utilisant le fait que z(t) = z, +f B(z(s))ds, on écrit

Zn(t)—z(t):Zn(o)—zo+%15( J/s ds) U Bz ds—f [j’(Zn(s))ds).

Soit L > o une cons$tante de Lipschitz pour p et M > o tel que |(x)| < M pour tout o < x < K. Alors
pouro<t<T:

|Z,,(t) = z(t)| < |Z,,(0) — 20| + sup —|P nMs) |+LJ |Z,,(s (s)|ds.

o<s<t 1

Ceci conclut la deuxiéme étape.

Troisieme étape. D’apres le lemme de Gronwall, pour tout ¢t € [o,T] on a
S 1.5 Mt
|1Z(t) = 2(t)] < (IZn(O) — 20|+ sup —IP(HKS)I)e
o<s<t

Donc
sup |Zn<t>—z<t>|s(|zn< )~ o]+ sup |ﬁ<nMs>|)e”

o<t<T o<s<T I

qui tend presque siirement vers o par hypothese et grace a la question (1).

Remarque. Ce probleme e$t inspiré du Theorem 5.2 de l'ouvrage Stochastic Epidemic Models
and Their Statistical Analysis (Andersson & Britton).

* ok %
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5 Théoreme de Donsker, pont brownien

5.1 Exercices

f?(ercice 5.1. Soit (By);>o un mouvement brownien §tandard a valeurs dans R. On pose, pour tout ¢ > o:

Ve

(1) Montrer que la famille de variables aléatoires a valeurs dans C(R,,R) (B(C), c > o) e$t tendue.

BY = B,

(2) On suppose que o < ¢ < 1. Montrer ’égalité en loi

(loi)

(Beyit 2 0), (B, 0<s<1) "2 (VB + Byt > 0),(Bl,o<s<1)),

ol B” e§t un processus indépendant de B, et de méme loi.
(3) On considére des réels §tri¢tement positifs o < t, <t, <---<f <1eto<t, <---< tl’c’ <1 eton

garde les notations de la question précédente. Montrer la convergence en loi

(loi) , ,
(Bt1,...,Btk,Biif),,..,B(f)) — (By,....By,Bl,...,B},).

tk’ c—0 1 tk/

(4) En conclure que (B,B(C)) converge en loi dans C(R,,R)> vers (B, B’) lorsque ¢ — o. Expliquer pour-
quoi ce résultat peut paraitre surprenant.

(5) Que devient la question précédente si on fait cette fois tendre ¢ — co?

* ok %

Z?(ercice 5.2. Soit (X;);>, des variables aléatoires réelles i.i.d. centrées de variance 1. On pose S, = o,
Sp=X,+---+X,,ainsique A, =0, A, =S, +---+S5,. On définit (S;);>, et (A;);>, par interpolation linéaire.
On note enfin, pouro <t <1,

S;”) = %, A(t”) _ Aut .
\/ﬁ n3/2

Montrer que (S, A1) converge en loi dans C([o, 1],IR)? vers une limite dont on précisera la loi.

* %k %

‘Exercice 5.3. Soit (b¢)o<t<: un pont brownien. Montrer que presque siirement ses maxima locaux sont
distinéts (c’est-a-dire que presque sirement, pour tous 0 <a <b <c<d <1, supy, ;b # supy, 4 b).
On pourra admettre que les maxima locaux du mouvement brownien sont presque siirement distinéls.

* ok %

Exercice 5.4. — (Loi forte des grands nombres fonctionnelle)—
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(1) Soit (X;);>, des variables aléatoires i.i.d. réelles telles que E[|X,|] < co. On pose S, =0, S, = X, +
.-+ X,, et on definit S; par interpolation linéaire pour t > o. On note finalement

S
st 5o nx1
n

Montrer que presque sirement, la convergence suivante a lieu pour la topologie de la conver-
gence uniforme sur tout compact

(5)so  —  (B[X,]H)m0-

n—oo

(2) Soit (N¢);>, un processus de Poisson standard avec N, = o. Montrer que presque stirement, la
convergence suivante a lieu pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact

Faercice 5.5. — (Détails de la preuve du théoréme de Lévy)— On considére une marche aléatoire symétrique
simple (S,),5, (c’eSt-a-dire S, =o et S, = X, +---+ X, avec (X;);», i.i.d. et P(X; = +1) = 7). On pose

In:mkinSk, O,=0 et O,=Card{1 <k<n:Sy—-I#S,— Iy} pourn>1.
o<k<n

On définit aussi 0," = o et 0;' =inf{n>1:0, =k} pour k > 1. Finalement, on pose X,, = Sg-1 =I5+ et on
définit (X;);>, par interpolation linéaire.

(1) Justifier que (X;);>o et (|S¢])t>o ont méme loi.

(2) Vérifier que (S, —I,,),>, €$t une chaine de Markov récurrente nulle et en déduire que
n
1 Z]]_ p-s.
- L —> O
n £ Sile=o 05
=1

(3) Montrer que max, <x<;, |9,;/1n - 1| converge en probabilité vers o lorsque n — co et en déduire que

o
(X"t:tZO) ol (B;—1,:t>0).

n n—o00
(4) Conclure que (B;—1I;:t >0) et (|B;| : t > 0) ont méme loi.
* % %

Z?(ercice 5.6. Soit X une variable aléatoire réelle non con$tante, de fonétion caractéristique notée ¢. On
rappelle que X est dite lattice s’il existe b e Ret h > o tel que IP(X € b+ hZ) = 1 et que son span eét le plus
grand tel h.

(1) Montrer que X est lattice si et seulement si il existe ¢, € R, tel que |$(t,)| = 1.

(2) Montrer que X a pour span h si et seulement si [p(27/h)| = 1 et |p(t)| < 1 pour o <|t| < 21/h.
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On suppose maintenant que X est a valeurs entieres. On rappelle que X est dite apériodique si son span
vaut 1.

(3) On suppose que X et lattice de span h. A-t-on forcément h € Z?

(4) ES$t-il vrai que si le PGCD du support supp(X) de X vaut 1, alors X est apériodique?

(5) On suppose qu’il exi$te k € supp(X) tel que PGCD({i — k : i € supp(X)}) = 1. Montrer que X e$t
apériodique.

* %k %

‘Exercice 5.7. Donner un exemple d’une famille de variables aléatoires (an) )i n>1 @ valeurs entiéres telles
que pour tout n > 1, les variables aléatoires (XEH))Z-Z1 sont i.i.d. apériodiques, et telles que S,(qn) = Xin) Foet

Xfln) satisfait a un théoreme central limite mais pas a un théoréme local limite.

* ok %

f?(ercice 5.8. Soit n > 1 un entier. On considére une urne avec 21 boules. Parmi celles-ci, n sont étiquetées

+1 et n sont étiquetées —1. On tire successivement indépendamment au hasard 27 boules, on pose S, = o
et pour 1 < k < 2n on note Sy la somme des k premieres boules tirées. On définit S; pour o <t < 2n par
interpolation linéaire. Etudier la convergence en loi de la suite

S2m:oSt$1
n

dans l'espace C([o,1],IR) dans les deux cas suivants :
(1) les tirages se font avec remise,

(2) les tirages se font sans remise.

* ok %

Z:xercice 5.9. Soit (X;);>, une suite variables aléatoires a valeurs dans Z, indépendantes, de méme loi,
de variance finie 0. On suppose que E[X, ] = o et que P(X, = k) > o pour tout k € Z. Pour n > 1, on pose
S, =X, +---+X, et on note y, laloi de X, sachant que S, = o.

(1) Démontrer que la suite de mesure de probabilités (y,,),>, converge étroitement.

(2) Alix dit : en notant Y, une variable aléatoire de loi p,, la suite de variables aléatoires (Y,),>, est
uniformément intégrable. A-t-elle raison?

* 3k %

Probleme 5.10.
Premiere partie. On considere des variables aléatoires réelles I,,,1,(5),I,1(d) pour 6 > o0 et n > 1 telles
que :

(i) presque stirement I(6) — I lorsque 6 — o,

(ii) pour tout 0 > o, I,(0) converge en loi vers () lorsque n — oo,
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(iii) pour tout n>1 et o> o, E[|[,(0)—1,]] < 0.
(1) Montrer que I, — I en loi lorsque n — oo.

On considere dans la suite des variables aléatoires (X;);>, i.i.d. a valeurs dans Z apériodiques avec
E[X;]=0, E[X?]=1.0npose S, = X, +---+ X, pour tout n > 1. On note (B;);>, un mouvement brownien
réel §tandard issu de o. On fixe également o < y < 1.

Deuxiéme partie.

(2) Montrer que pour tout o > o, presque sirement la mesure de Lebesgue de {t € [0,1] : B; = 9} e$t

nulle.

(3) Montrer que pour tout 0 > o la convergence suivante a lieu en loi

: i 1 O
ni-v/2 - |S;” ISi[>ovn T2 o B |B¢|>0

Troisiéme partie.

(4) Montrer que presque stirement ¢ — ﬁ est intégrable sur [o,1] par rapport a la mesure de Le-
t

besgue.

(5) Montrer que la convergence suivante a lieu en loi

1 L 1 (loi) g
I — —dt.
n*-r/? Z Sil” n—eo J; B

i=1,5;#0
(*) Que se passe-t-il pour y =17
* ok %

Probléme 5.11. L'objet de ce probléme est d’étudier le comportement asymptotique d’une marche aléatoire
qui peut parfois faire plusieurs sauts identiques a la suite.

On note C I’ensemble des fontions continues de [0,1] dans R muni de la norme uniforme.

Les trois premieres parties peuvent étre traitées indépendamment les unes des autres.

Premiere partie. Soit H € [1/2,1]. On considere une variable aléatoire W = (W;),<;<, a valeurs dans C
vérifiant les propriétés suivantes :
a) (W)o<i<, €8t un processus gaussien centré, c’est-a-dire que pour tout k > 1, pour touso <t, <--- <
ty <1, pour tous a,,...,a; € R, la variable aléatoire a, W, +---+a; W, est une variable aléatoire
gaussienne centrée.

b) Pour tous s,t € [o,1] on a E[W,W,] = %(52H +12H |5 — t|2H).
La famille (IE[W;W;])o<s 1<, €5t appelée matrice de covariance de W. On rappelle que la loi d’un proces-
sus gaussien centré est caratérisée par sa matrice de covariance. En effet, si (X,,...,X,,) eSt un veCteur
gaussien (c’e§t-a-dire que toute combinaison linéaire des coordonnées suit une loi normale) centré sa

fonction caractéristique e}, en notant u = (uy,...,u,) € R",
(1, X, 4 X _1,7k
(P(XI,,,,,XH)(M) :IE[ez(ul ey, n)] — o 5u Ku

ot | désigne la transposition et K = (E[X;X;]):1<i,j<n €St la matrice de covariance.
Enfin, on note Py la loi de W (l’existence de Py sera démontrée plus tard dans ce probleme).

8o


igor.kortchemski@math.cnrs.fr

Théoremes limites et applications — M2 Maths de l’aléatoire — exercices Igor Kortchemski — igor.kortchemski@math.cnrs. fr

(3)

Si Z e§t une loi normale N (o,0?) centrée de variance o2, démontrer que E[Z*4] = 30*.

On suppose l'exiStence de IPy pour tout 1/2 < H < 1. Démontrer que I'application

O : [1/2,1] — (M,(C),drp)
H - IPH

est continue.

Démontrer 1’existence de Py dans le cas ou H = 1.

Deuxiéeme partie. Soit H €]1/2,1[. Dans cette partie, (Y;);>, sont des variables aléatoires réelles centrées
de variance finie. On pose S, =oet S, =Y, +---+ Y, pour n > 1 entier. Enfin, on définit S; pour ¢t > o par
interpolation linéaire et on pose pour n>1ette€[o,1]:

On suppose dans cette question que les propriétés suivantes sont satisfaites :
a) pourtoutn>1eti>1,S,,;—S,alamémeloiqueS;.

b) E[S2] = O(n*H) lorsque 1 — co.

¢) (Z,) converge en loi au sens des fini-dimensionnelles dans C.

Démontrer que Z,, converge en loi dans C lorsque n — oo.

On suppose dans cette question que les propriétés suivantes sont satisfaites :
a) (Y;)i>, eSt un veCteur gaussien.

b) pourtoutn>1eti>1,S,,;—S,alameémeloiquesS,.

¢) E[S2]~c-n*H lorsque n — o, avec ¢ > o.

Démontrer que Z, converge en loi lorsque n — oo vers (vc- W, : 0 <t < 1) ou la loi de W a été
définie dans la premiére partie.

Troisieme partie. Soit p € [0,1]. Dans cette partie, (X,,),,>, sont des variables aléatoires indépendantes
telles que X, suit une loi de Bernoulli de parametre 1/2 et pour n > 2 la variable aléatoire X,, suit une loi

de Bernoulli de parametre 1 — p. Pour k,n > 1, on pose Y,, = (—1)

Xt 4 X puis Sy =oet S, =Y, +---+ Y,

Ainsi, les sauts de la marche (S,) sont +1, le premier saut est +1 avec probabilités 1/2 et pour n > 2 le
n-iéme saut est le (n — 1)-iéme saut avec probabilité p, et 'opposé du (n — 1)-iéeme saut avec probabilité
1 —p. Enfin, on définit S; pour t > o par interpolation linéaire.

(6)

(7)

Démontrer que pour tous i,n >1ona E[Y;Y; ] = (2p—1)".

Dans le cas ou p = 1/2, démontrer que (S,,/yn: 0 <t < 1) converge en loi dans C vers la loi de W
définie dans la premiere partie pour H = 1/2.
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Quatriéme partie. Soit H €]1/2,1]. Soit P une variable aléatoire a valeurs dans [1/2,1] de loi

(1- H)23_2H(1 - x)1_2H1[1/2,1](x)dx-

Dans cette partie, on note X = (X,,),>, une suite de variables aléatoires qui, conditionnellement a P,
sont indépendantes et telles que X, suit une loi de Bernoulli de parametre 1/2 et pour n > 2 la variable
aléatoire X, suit une loi de Bernoulli de parametre 1 — P. Formellement, si pour p € [o,1] p, eét la loi

d’une suite de variables aléatoires indépendantes de Bernoulli dont la premiere a parametre 1/2 et les

autres ont parameétre 1 —p, la loi IPx de X est caratérisée par le fait que pour tout événement A de {o,

on a

1 }N

Px(A) = j WP(A)- (1~ H)23H (1 - M1, ()d

Soit maintenant (Xk)kz1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de méme loi que X. Pour k > 1, on pose
k k
Xk = (X¥),5,. Pour k,n > 1, on pose YK = (—1)Xit+%u,

(8)

p YL e+ YK . . ..
Démontrer que lorsque k — oo, (% in> 1) converge en loi au sens des marginales fini-
dimensionnelles vers un vecteur gaussien (G,),>, centré qui vérifie :

a) pour tout n>1, E[G;]=1.

b) pour tout n>1 et i > 1, la quantité r(n) = E[G;G;,,] ne dépend pas de i et on aon a

(n) 1 H2H-1) H(2H —1)
r(n ~ S — avec g = 4| ————.
n—o00 612—1 n2—2H H F(3 - 2H)
Remarque. On admettra que Ll/z(zu —1)"(1 —u)'2Hduy ~ = (ngi;_lZ)H : anZH lorsque 1 — co.
S

On pose V,, = G, +---+ G,, pour n > 1 et on définit V; pour t > o par interpolation linéaire.

Démontrer que
V. (loi)
(CH_”I;:OStgl) —> (Wt:OStﬁl)l

n n—-o0

ou la loi de W a été définie dans la premiere partie.

* ok %

5.2 Solutions

Solution de I'exercice 5.6.

(1) Si X e$t lattice avec P(X € b+ hZ) =1, on a alors |p(3E)| = 1. Si |p(t,)| = 1, alors la preuve du cours
I P

montre que ]P(X eb+ i—”) =1 pour un certain b € R.

(2) C’e$t une conséquence du fait que si IP(X € b+ hZ) = 1, on a alors |p(FF)| = 1.

(3) Oui (pour des variables aléatoires non constantes) : si P (X € b+ hZ) = 1, en prenant k, # k, dans le

support de X, on a k; = b+ ha, et k, = b+ ha, pour des entiers a, et a,, de sorte que h e$t rationnel.
Supposons maintenant par ’absurde que le span de X est rationnel non entier. En I’écrivant sous la
forme h = p/q, et en considérant k, —k,, on voit que p divise k; —k,. Puisque le span d’une variable
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aléatoire est invariant par 'addition d’'une méme quantité a tous les éléments de son support, on
peut supposer que tous les éléments du support de X sont divisibles par p. La variable aléatoire
Y = X/p a valeurs dans Z a alors pour span 1/, ce qui absurde car le span d’une variable aléatoire
entiere vaut clairement au moins 1.

(4) Non, prendre par exemple X a support dans {1, 3}; le span vaut 2.

(5) Soit k dans le support de X avec PGCD({i —k, : i € supp(X)}) = 1. Avec k" # k dans le support de X,
onécritk=b+haetk’=b+ha aveche Zlespande X et b,a,a’ € Z. Alors k—k’ = h(a—a’). Ainsi
h divise PGCD({i — k; : i € supp(X)}) = 1, de sorte que h = 1.

* ok %

Solution de I’exercice 5.7. On prend par exemple

P(X"=0)=1-¢"-—, PX'=1)=¢", PX'=2)= —
\Vn
qui définit une loi apériodique.
En posant S} = X +---X]!, on vérifie que m,, = E[S]!] = n(e™" + 2/+/n), et que Var(S 4/\/_
En faisant un developpement limité de la fon&ion caradtéristique de (S, —m,,)/+/ nVar ,onaleTCL

S, —m, LGN

N(o
2n1/4 n—00 ( ’ )
En revanche, il n’e$t pas vrai que
_ (k_mn)z
sup nVar(SZ)IP(S;‘ = k) — e 2nVar(Sy) SN o,
kez 27 n—00

car si c’était le cas, IP (S,’f =[m, T+ L, est pair) aurait alors une décroissance polynomiale, alors que

P(S, eStimpair) <ne™ — o.

n—-o00

* ok %

Solution de I'exercice 5.8. Soit (X;);», une suite de variables aléatoiresi.i.d. deloiP(X, =1)=P(X, =-1) =
1/2 etnotons S, =X, +---+ X, pour n >0.OnaE[X,]=oet E[X?] =1.

(1) On a convergence en loi vers /2 fois le mouvement brownien sur [0, 1]. On remarque que (S;)o<i<sn
a la méme loi que (S])o<i<,y, et le résultat découle du théoréeme de Donsker.

(2) On montre que la suite converge en loi vers v2 fois le pont brownien. On remarque maintenant
que (S;)o<i<on @ la méme loi que (S;),<i<,, sous le conditionnement S,, = o. Le résultat désiré est
alors une conséquence du théoreme de Donsker conditionné de convergence vers le pont brow-
nien. Il faut toutefois faire attention car nous avons ici une loi périodique (en cours le théoréeme a
été formulé dans un cadre apériodique). Pour se ramener au cas apériodique, posons Y; = (1+X,)/2
etT, =Y, +---+Y,. Alors puisque Var(Y,) = 1/4, d’aprés le théoréme de Donsker conditionné (avec
extension immédiate au cas non centré)

T,, —nt (loi)
2 o<t < sous P(- | T,,-n=0) — b,
n/z n—o00

ou b e§t le mouvement brownien. Comme T,,; = nt+S,,,/2, le résultat désiré en découle.
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Solution de I'exercice 5.9.

(1) On écrit, pour ke Z:
_ o _ P(S,_, =-k)
P (X, =k|S,=0) =P (X, =k) P(S,=0) "

P’n(k) =

D’apreés le théoreme local limite le numérateur et le dénominateur sont tous les deux équivalents

a T de sorte que
k) = P(X, =K).

Ainsi, p,, converge étroitement vers la loi de X, .
(2) Oui, elle a raison. Vérifions que (Y,,),>, est bornée dans L?, ce qui entrainera le résultat désiré. On

a
P(S,_, =-k)
E[Y; :E KPP (X, =k) ————.
[}’Z] ( 1 ) IP(S”:O)
kez
%pour tout n > 1

D’apres le théoréme local limite, il existe une constante C > o telle que

et k € Z, et le résultat s’ensuit.

* ok %

Solution du probleme 5.10.
(1) C’e$t une variante du principe des lois accompagnantes. On montre que pour tout fermé F
(11)

limsuplP(I, € F)<P(I €F).

n—o0
. Donc en notant F'" le -

=|>

D’apres 1'inégalité de Markov, pour 1 > o on a P(|[,,(0)-1I,|>#) <

voisinage fermé de F on a
limsupP(I, € F) <limsupP(I,(0) € F") + % <P(I(6)e F")+ "

n—-oo n—-oo

en vertu de la convergence en loi de I,,(6) vers I(6). En faisant 6 — o, puis # — o on obtient le

résultat voulu (11).
Autre solution. Alternativement, on peut utiliser la caradtérisation de la convergence en loi via

les fonctions lipschitziennes bornées (théoréme de portemanteau).

(2) On applique le théoreme de Fubini a (w,t) = 1p,—;s :

1 1
1EU ILBt:b-dt] - J P(B, = 8)dt = o,

donc p.s. fol 1p,—sdt = o, ce qui donne le résultat.
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(3) On écrit

L 1
1 1 dt
1 s = - 1 . 12
”1_y/2;’|5i|7 Si>6vn L (ISyenl/ V1) Sl V2 (12)

D’apreés le théoreme de Donsker et d’apres le théoréme de représentation de Skorokhod on peut
supposer que (S,;/\n : 0 <t < 1) converge presque sirement vers (B;)o<;<, ou S; e§t défini par
interpolation linéaire pour t > o. Alors d’apreés (2) presque strement la mesure de Lebesgue de
{t € [o,1] :|Bs| = 0} est nulle. Il s’ensuit que presque stirement, pour presque tout f € [o,1] on a

1 1
— 1 — 1
Siengl/ V>0 By|>6
(Sl VBtV e B
et le résultat s’ensuit par convergence dominée.
Remarque. Alternativement a (12), on peut montrer “a la main” que

1 v 1 ! dt (P)
Lspovi— | =1 ® o,

IEU ﬁdtl <o (13)

ce qui impliquera que p.s. fol ﬁdt < 0o. D’apreés le théoreme de Fubini et d’apres la propriété de
t
scaling du mouvement brownien,

g 1 1 T g 1
E dt| = E dt = dt-E )
lJ; B l L [|Bt|yl J; tr/> l|B1|yl

Puisque y/2 < 1, il suffit de vérifier que IE[1/|B,|”] < c0. Pour cela, on écrit simplement

(4) On montre que

lEl 1 J‘ 1 1 _ﬁd <
—|=| —5 —e 2dx<
B.I” | Jrlx" +am
car y <1, et (13) s’ensuit.
(5) On pose
n n
1 1 1 1
Iy = ni-v/2 Z 1S:]”” I,(8) = ni-v/2 Z|5.|7/ Ls>sya
i=1,5;#20 ' ' i=1
et

C g s L d
I = t, 1 = —1 dt
L B, (©) J |B,[7 " IBio

et on vérifie qu'on peut appliquer (1).
Le point (i) découle par convergence monotone, le point (ii) provient de la question (3). Le
point délicat e$t (ii). Pour cela, écrivons :

n
1 1
lE“In(é) _In” = Tll_yh ZIELSzP/ ]lo<|S,'|Sb\/ﬁl'

1=1
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Par corollaire du théoréme local limit, il exi§te une constante C > o telle que P(S; =k) < &

\/lT

pour tout k € Z et i > 1 (dans la suite, C est une con$tante universelle qui peut changer de ligne
en ligne). Ainsi

1
E[WHO<|Si|SOWl Zky |S | )

< CoT Y
i

gﬂﬂ
<=

Donc

n 1— 1/2—y/2 1— 1/2—y/2
1 1 O V.n Y STV .n Y " )
. _ - . I
nt-r/> Z]E[|si|y 10<|Si|sbxlﬁl SC——7575— R E = C 7 n'><Co'7.

1=1

Ceci démontre (c) (quitte a remplacement 6 par une puissance de o).

(*) Dans ce cas t B n’est en fait pas intégrable sur [o,1] (cela peut se voir en utilisant la notion de

temps local).

* %k %

Solution du probléme 5.11.

(1) On a

E[Z4] = xte 207

el

En intégrant par parties, il vient

X2

x3 - xe 2 dx = 3x%-0%e 207dx = 30%.

el )

Soit H, — H avec H € [1/2,1]. On montre que Py converge étroitement vers IPy;. On suppose que
" a pour loi Py .

Convergence des marginales fini-dimensionnelles. Soient o <t, <t, <--- <t; < 1. Pour démontrer
la convergence en loi de ((W,},..., W[)),>, vu la forme des fonctions caractéristiques des vecteurs
gaussiens, il suffit de démontrer que les matrices de covariance convergent d’apres le théoréme de
Lévy. On a

IE[W”W”]_ (27 + 25—t -PH) — é(tfH+t]?H—|ti—tj|2H),

n—-o0

de sorte que les marginales fini-dimensionnelles de IPy; convergent vers celles de IPy.

Tension. On utilise le critéere de tension de Kolmogorov. On a déja vu que les marginales uni-
dimensionnelles convergent. En utilisant le fait que E[(W/")?] = u>H", on calcule

1
E[(W"-W/")?] = >Hn 4 420 _ 5. = (szH” 42t |5 - t|2H") = |s — ¢|Hn,
2
Ainsi, lorsque H > 1/2, il exiSte des constantes C,# > o telles que pour n assez grand, pour tout
s,tefo,1]ona

E[(W'=W/)’] < Cls— "™,
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ce qui montre la tension.

Lorsque H = 1/2, on calcule le moment d’ordre 4. D’apres le calcul précédent, W' — W/" est une
variable aléatoire gaussienne centrée de variance |s — t|2H", et donc d’apres la premiére question
B[(W ~ W)] = 3ls - 4,
et on conclut comme dans le cas H > 1/2.

(3) Soit N une variable aléatoire gaussienne centrée réduite. On pose W; = sN pour o < s < 1. Ainsi
(Wy)o<s<: €St un velteur gaussien de covariance [E[W;W;] = st, dont la loi et donc PP, .

(4) Il suffit de vérifier le critere de tension de Kolmogorov. On montre qu’il existe C > o et 7 > o tels
que pour n assez grand, pour tout s,t € [0,1] :

E[1Z,(s) = Z,(t)P] < Cls — """,

Soit C’ > o tel que IE[S2] < Cn*H pour tout 1> 1. Soient s <t € [o,1].
Premier cas : |ns| = |nt|=k. Alors S, — S,;; = n(t —s)(Sk;+, — Sx) et donc

E[1Z,(s) = Zu(t)P] = 0> 721 (t =)’ E[(Skes — Sk)?] = n* 72 (1 = 5)*E[S7] < C(t —5)?

pour une certaine constante C.

Deuxieme cas : |ns| < |nt]. Posons k = |ns| et £ = |nt]. Alors en utilisant le fait
|Snt - Snsl = |Snt - S€| + |S€ - Sk+1| + |Sk+1 - Snsl*

le premier cas et 'inégalité x < x pour x €[o0,1],0n a

E[(Sus = Sut)?]"> < E[(Sut = S)?)"* + E[(S¢ = Skr1)?]* + E[(Skas — Sus)]"?
< Cnt—=0)+C'(€—(k+1))T+C(k+1-ns)
< Cnt=-0H+C(C-(k+1) +Clk+1-ns)H
< C(nt-ns)H +C'(nt —ns)? + C(nt —ns)H
< (2C+CHnfl(t—-s)H,

ce qui implique
E[1Z,(s) - Z,(t)P] < C"(t—s)*F.
Comme 2H > 1, le criteére de tension de Kolmogorov est vérifié.

(5) On vérifie les conditions de la question (4). Il suffit de vérifier que Z, converge en loi au sens
des fini-dimensionnelles dans C vers W. Pour cela, on remarque que (Z,(t) : o <t < 1) e§t un
processus gaussien. Par ailleurs, vu la forme des fonctions caraltéristiques des veteurs gaussiens,
pour démontrer la convergence des fini-dimensionnelles il suffit de démontrer que les matrices
de covariance convergent d’apres le théoreme de Lévy. Pour cela, fixons o < s <t < 1 et calculons
d’abord en utilisant la formule xy = 2 (x* +y* — (x —)*) :

#LHIE[SLnSJSLntJ] = 2HIE[SLnsJ]+ 2HIE[SLntJ nlelE[(SLntJ_SLnsJ)2]
= 2HIE[SL”5J]+ — B [S7 |- B[St s

an?
N —(52H+t2H—|s—t|2H).
2
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Pour conclure, il suffit de montrer que pour tout t € [o,1] on a (S,;; — SLmJ)/nH — 0 en probabilité.
Ceci découle du lemme de Slutsky combiné avec le fait que

S-S S
St LntJ|<| Lt ]+1] P

nH - nH n—-oo

(o}

car S|+, a la méme loi que S, par la condition b).

On a .
E[Y;Yiy] = B[ (-0) X | = B[ (-0)% | = (p— (1 -p))" = (2p - 1)".

C’e$t une conséquence du théoreme de Donsker : dans le cas p = 1/2, (Y},),>, sont i.i.d. avec
P(Y,=1)=P(Y, =—1)=1/2.

Tout d’abord, comme IP(Xf = 1) = IP(Xf = —1) =1/20na IE[Y,f] = 0. Posons

y! .+ Yk

Gk _ i1 T n+1

! \/E

D’apreés le théoréme central limite, pour tout n > 1, G converge en loi lorsque k — oo. Ainsi,
pour tout n > 1 fixé, la suite (GK,..., Gﬁ)k21 est tendue. Vérifions 1'unicité de la limite en montrant
que toute limite en loi le long d’une sous-suite est un veteur gaussien d’une certaine covariance
donnée.

Quitte a extraire, supposons que (GF,...,GK);, converge en loi vers (G,,...,G,). Alors pour
touta,,...,a, € Rona

k k
et (a Y 4 a,Y )

’
\/E
qui converge en loi vers une loi normale d’aprés le théoreme central limite, ce qui montre que
a,G; +---+ a,G,, suit une loi normale. Pour trouver la matrice de covariance de (G,,...,G,) on

(alyzl +"'+anYr}+1)

ale+---+anGﬁ:

remarque que pour tout i > 1, (Gf-‘);Ql est bornée dans L*, donc pouri>1etn>o:

IE[Gk itn k::o IE[GiGi+n].
Mais par indépendance

IE[G:( z+n] ]E[ i+1 n+z+1] IE[Y ”+2]

ne dépend pas de k ni de i.
D’apres la question (5),

r(n)=E[(2P-1)"] = (1 _H)23—2HJ1 (21 —1)"(1 — 1) >Hdu
1/2

et le résultat s’ensuit grdce a la remarque.
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(9) On vérifie que les conditions de la question (5) sont satisfaites. On a déja vu que (G,,),>, est un
vecteur gaussien. Le fait que V,,; — V,, a la méme loi que S; provient du fait que Y, +---+ Y}, ala

méme loi que Y,;,, +---+ Y, . . Il reste a vérifier la condition (c). On calcule
IE[SIﬂ - ]E[(G1 Tt Gn)2]

iiE[GiGJ‘]

i=1 j=1
=YY i)
i=1 j=1
= nr(o)+2iir(k).

i=1 k=1

. Par comparaison série-intégrale,

c
k=1 H
puis
~ 11 1
s § T_1-2H—1 " TnzH
P CH H n—o0 CH
de sorte que
1
rn)  ~  —nt

ce qui conclut.

Remarque. Le processus W s’appelle le mouvement brownien fractionaire; ce probleme e$t inspiré de
l'article de Nathanaél Enriquez ”A simple construction of the fractional Brownian motion.” Stochastic
Processes and their Applications 109.2 (2004) : 203-223.

* ok %
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6 L'espace des fontions cadlag

6.1 Exercices

Z:;(ercice 6.1. On note ID = ID([o,1],IR) I'ensemble des fon&tions cadlag sur [o,1] a valeurs réelles muni
de la topologie J; de Skorokhod définie en cours. Pour une variable aléatoire Z, on note F, sa fonction de
répartition définie par F;(t) =IP(Z < t) pour t € R, vue comme élément de ID par restriétion a [o, 1].

Soient (X,,),>,, X des variables aléatoires réelles a valeurs dans [, 1].

(1) Alix dit : “si X,, converge en loi, alors Fx converge dans ID.” A-t-il raison ? Justifiez votre réponse.

(2) Billie dit : “si Fx converge dans ID, alors X, converge en loi.” A-t-elle raison? Justifiez votre
réponse.

* % %

Probleme 6.2.

Les trois parties de ce probleme sont indépendantes, sauf la question (6) qui utilise des résultats de
parties précédentes.

Notations et rappels. Pour un espace vectoriel E et A C E, on note co(A) l'enveloppe convexe de A,
définie par

n n
co(A) = {Z/Lai :n>1,a;€Aet A;€lo, 1] pour1<i< n,z/\i =1

=1 i=1
On note ID = ID([o,1],R) I'espace des fonctions cadlag de [o,1] dans R muni de la topologie J; de Sko-
rokhod. Pour x € D et 0 < t < 1, on note Ax(t) = x(t) — x(t—) et Ax(o) = 0. Pour o <0 <1 et x € D on
note

w'(x,0) =infmax sup |x(s)—x(¢)],
ISISHg telt; 1]

ou l'infimum e$t pris sur toutes les partitionso =t, <t, <---<t, , <t,=1de]o,1]telles que min, ;<,(t;—
ti—1) > 0.

Pour un espace métrique E et A C E, on rappelle que A et dit précompact si pour tout € > o, A
peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon ¢, et que A et dit relativement compact si
A e§t compadt. Si E e§t complet, on rappelle qu’une partie e§t précompacte si et seulement si elle est
relativement compacte.

On rappelle qu'une famille 7 C ID est relativement compacte si et seulement si les deux conditions
suivantes sont vérifiées :

— sup, 7 ||x]leo < o0

— Ve>0,36>0,5up, r@'(x,0) <e.

Premiére partie. Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé complet séparable.
(1) Si K CE est compadt, montrer que I’enveloppe convexe de K, notée co(K) e§t précompacte.

(2) Montrer que toute mesure de probabilité sur E eSt convexe-tendue, au sens ou pour tout € > o, il
existe un compact convexe K tel que u(K) > 1 —e¢.
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Deuxieme partie.

(3) On considére
.762{]1[5’1]21S5S§ .
4 4

Justifier que F, et relativement compaét dans ID et que co(F,) n’est pas relativement compaét dans
D.
Pour F Cc D et € > 0, on note

S.(F) = {t €[o,1]:sup|Ax(t)| > e}.
xeF

(4) On suppose que K C ID est une partie relativement compacte. Montrer que si co(K) e$t relative-
ment compadt, alors pour tout € > o, Card(S,(K)) < oo.

Troisiéme partie. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans ID. On dit que X e$t continu en probabilité
si pour toute suite t, — ¢, la suite (X(t,)),>, converge en probabilité vers X(t) lorsque n — oo.

(5) Donner un exemple ou Yw € ), X, n’est pas continu mais X et continu en probabilité.

(6) On suppose que X es§t continu en probabilité et que sa loi est convexe-tendue. Démontrer que X
est continu p.s.

(7) Toute mesure de probabilité sur ID eSt-elle convexe-tendue ? E§t-ce contraditoire avec (2)?

Question bonus : On suppose que K C ID est une partie relativement compacte. Montrer que si Card(S,(K)) <
oo pour tout ¢ > o alors co(K) est relativement compact.

* ok %

Probléme 6.3. On note C 'ensemble des fon&ions continues de [0,1] dans R muni de la topologie de
la convergence uniforme et ID I'ensemble des fonc¢tions cadlag de [o,1] dans IR muni de la topologie de
Skorokhod introduite en cours. Soit (U;);», des variables aléatoires i.i.d. uniformes sur [o0,1]. On pose
pourn>1ettefo1]:

F,(t) = %Card({i €l1,2,...,n):U;<t),  B,(t)= Va(F,(t)—t).

L'objectif de ce probleme e$t de montrer que B,, converge en loi dans ID vers le pont brownien.
On dit qu’'un velteur aléatoire (M;),<ij<, suit la loi multinomiale M(k,p,,...,p,) avec k > 1 et o <

PireesPn <181

k
k! m;
P((My,..., M,) = (..., 1)) = 71—“

pour tous entiers positifs m,,...,m, tels que m, +---+m, = k.
On pose, pour 1 <j<n:

N; =Card({i € {1,2,...,n}: U; € [(j —1)/n, j/n]}).
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(1)

Démontrer que (N, ..., N,,) suit une loi multinomiale et identifier ses parametres.

Soit (P;);>, des variables aléatoires i.i.d. de Poisson de parametre 1. On pose pour o <k <n:

k

Sk=) (B-1)

i=1

et on définit S, pour t > o par interpolation linéaire. Soient enfin B, € C la fon&ion obtenue en inter-
polant linéairement B,, aux points {k/n,0 < k < n} et S,, € C une variable aléatoire dont la loi est la loi
conditionnelle de (-=S,;;)o<i<; sachant que S, = o.

2

)
3)
4)

)

(
(
(
(5

Vi

Démontrer que §n et /S\n ont méme loi.

JuStifier que B, converge en loi dans ID vers le pont brownien.
Démontrer que sup,,, |B,,(t) - B, (t)] = o en probabilité.

Conclure.

* ok %

6.2 Solutions

Solution de l'exercice 6.1.

(1)

Non. Par exemple, si la loi de X,, est §6%+% + §6§+%, alors Fx ne converge pas vers D. En effet,
raisonnons par l'absurde et supposons que Fy converge vers F dans ID. Alors Fx_ converge sim-
plement vers F en tout point de continuité de F. Puisque Fy  converge simplement vers 1[,,, ;) et
que F e$t cadlag, on en déduit que F = o sur [o,1/2[ et F = 1 sur [1/2,1]. Mais pour tout chan-
gement de temps A : [0,1] — [0,1], on peut trouver t, € [0,1] tel que A,(t,) = 1/2 + 1/n, de sorte
que

|PX,,(/1n(tn))_P(tn)| =1/2 4> o

n—-o0

Oui. Soit F la limite de Fx . Puisque (X,,) est bornée, elle et tendue. Il suffit de montrer 'unicité
en loi de la limite de toute sous suite. Supposons que Xy, converge en loi vers X. Notons D
I'ensemble des points de discontinuité de F et de Fx. Alors Fx (t) converge vers F(t) et vers Fx(f)
pour tout t € [o,1]\D. Ainsi F et Fy sont deux fonctions cadlag qui coincident sur un ensemble
dénombrable dense. Elles sont donc égales, ce qui conclut.

Autre solution. En notant F la limite de Fx, ,on vérifie que F et croissante, cadlag, F(o) = o et
F(1) =1, de sorte que F e$t la fonction de répartition d’une variable aléatoire X. Par propriétés de
convergence dans ID, Fx converge simplement vers F en tout point de continuité de F.

* %k %

Solution du probleme 6.2.

(1)

Soit € > o. Par compacité de K, on peut écrire K = [Ji_, B(x;,¢). Alors co(K) et inclus dans le ¢
voisinage fermé de co(x,,...,x,), qui est précompa&t puisqu’on voit aisément que co({x,,...,x,})
est compact.
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(2)

(3)

Soit € > 0. D’apres le théoreme de Prokhorov, il exiSte un compact C tel que p(C) > 1—¢. On obtient
le résultat désiré en prenant K = co(C).

On a bien SUPyer, ||x|lo < c0. D’autre part, pour ¢ > o, en prenant 6 < 1/4, on a SUPyer, w’(x,0) = o.
Ainsi, F; est relativement compact. En revanche, en prenant

1 1
Xn = 5]1[1/2—1/11,1] + ;]1[1/2+1/n,1] € CO(.E,),

la suite (x,,) n” pas de sous-suites qui convergent, de sorte que co(F,) n’est pas relativement compact

dans ID.

On raisonne par 'absurde. Fixons € > o tel que Card(S.(K)) = oo. Il exiSte alors u, € [0,1] et une
suite (u,) d’éléments distinéts de S, (K) convergeant vers u,, et une suite (x,) d’éléments de K tels
que |Ax,,(u,)| > €. Par compacité de K, il existe 6, > o tel que

€
supw’(x,0,) < —
xeK 2
Soit maintenant o < 0 < 0,. On a encore

L€
supw’(x,8) < —.
xeK 2

On pose x,, , = 3 Xy, + 2x,. On va vérifier que w’(x,,,,0) > &/4 pour m, n assez grands.

A cet effet, fixons m,n > 1 tels que ty—0/2 < Uy, U, < Uy+0/2 et |Ax, (u,)| > € et |Ax,,(u,,)| > €.
A fortiori, pour i =m,n:

sup  |x;(t) —x;(s)| < e/2 et sup  |x;(t) —x;(s)| < €/2.
U; <s,t<u;+0 u;—0<s,t<u;

On considere une partition o =, <t; <---<t,, <t, =1 de [o,1] telle que que min, <;,(t; —
ti_y) > 6. Comme |u,, —u,| <9, {t,,..., t,} peut contenir u,, ou u,, ou aucun des deux, mais pas les
deux. En séparant les cas, on obtient aisément que w’(x,, ,, 8) > ¢/4. Ceci étant vrai pour tout 6 > o,
on aboutit & une contradiction.

Soit U une variable aléatoire a valeurs dans |o, 1[. On pose X = 1(y,), qui convient. En effet, pour
e>o,P(|X(t,)—X(t)] =€) <P(U € [min(t,, n), max(t,, t)]) = |t, — t| — o.

Soit > o et K un compact convexe tel que P(X € K) > 1 —#. D’apres (4), pour tout € > o,
Card(S.(K)) < co. Il existe donc t,,...,t, € [0,1] tels que

P(|AX(t)| < e pourt€[o,1]\{t;,....t,}) 2 P(X€eK)>1-17.
Remarquons que si P (JAX(t)| > €) > o, alors X n’est pas continu en probabilité. Ainsi
P(JAX(t)| < e pour t € [o,1]\{t,,...,t,}) =IP(|AX(t)| < e pour t€[o,1]) >1—-1.

En faisant ¢ | o, on en déduit que IP (X e$t continu) > 1 —#. On conclut en faisant # | o.

Soit X I'exemple de la question (5). D’aprés les questions (5) et (6), sa loi n’e$t pas convexe-tendue.
Ce n’e$t pas contraditoire avec (2) car ID muni de la topologie J, de Skorokhod n’est pas une
topologie d’espace veltoriel normé.
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Remarque. Ce probléme est inspiré par la Remark 2.5 dans

Basse-O’Connor, Andreas, and Jan Rosifiski. “On the uniform convergence of random series in Sko-
rohod space and representations of cadlag infinitely divisible processes.” The Annals of Probability 41.6
(2013) : 4317-4341.

https://arxiv.org/pdf/1111.1682.pdf

Pour la question bonus, voir le Theorem 6 dans Peter Z. Daffer, Robert L. Taylor "Laws of Large
Numbers for D[o, 1], Ann. Probab. 7(1), 85-95, (February, 1979)

* ok %

Solution du probleme 6.3.

(1)

Pour des entiers positifs m,,...,m, tels que m, +---+m, =nona

n 1 n!
IP N,...,N = yeeey = PR —
((N, n) = (my my)) (mll.”’mn)nn ?:1 m;| 0

de sorte que (N,,...,N,) suit la loi multinomiale M(n, 1/n,...,1/n).

I1 suffit de vérifier que (En(o),gn(ﬂn),...,En(n/n) et (/571(0),:9\,1(1/71),...,3\,1(11/;1)) ont méme loi. Re-
marquons que pour o <k <nona

k k

B, (k/n) = Z(Ni ~1),  S,(k/n)= Z(Pi 1) sous P(-|S,, = o).

=1 i=1

I1 suffit donc de vérifier que (P,,...,P,) sous P(-|S, = o) suit la loi multinomiale M(n, 1/n,...,1/n).
Pour cela, remarquons que le support de la loi de ce vecteur e$t bien I’ensemble des entiers positifs
Mmy,...,m, tels que m, +---+m, = n en vertu du conditionnement. Ensuite, pour des entiers positifs
my,...,m, telsque m, +---+m, =nona

P((P,,...,P,) = (m,,...,m,)|S, = 0) = ;O)]_[e_li.

Or S, + n suit une loi de Poisson de parameétre 1, de sorte que P(S, = o) = e‘”%. Ainsi

n! 1
—,

PP —1,...,B —1) = (my,...,m,)[Sy = 0) = =7——
i=1 mi. n

d’ou le résultat.

Puisque E[P, —1] = oet Var(P,—1) = 1, d’aprés le théoréme de Donsker conditionné vu en cours 75\,1
converge en loi dans C vers le pont brownien. Comme B,, et S,, ont méme loi, il en e§t de méme de
B,.. Ensuite, si f,, f € C sont telles que f, — f dans C, alors f,, — f dans ID (prendre le changement
de temps égal a I'identité). Autrement dit, I'inclusion de C dans D est continue. On conclut par
stabilitité de la convergence en loi par composition par une fonction continue.
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(4) Premiere solution. On commence par écrire

sup |B,(t) = B,(f)] < 2 max Ni.

0<t<1 n 1<k<n

En remarquant que les N; suivent des lois Bin(n, 1/n), on a alors pour tout ¢ >0

— n
IP(max Ni > ex/ﬁ) < nIP(N1 > a\/ﬁ) < nIE[eNlle‘“m = n(1 L2 ) e eV L et temeNn

1<k<n n

qui converge vers o lorsque n — oo.
Deuxieme solution. Si - <t < 51 pour 0 <i <7 -1, 0n remarque que
i+1

Bn(%)sgn(t)SBn(T).

Bn(%)— % <B,(t) < Bn(”Tl)+ %

Comme En(i/n) = B,(i/n) pour o <i < non en déduit que
+—.

E”(HTl)_gn(%) NG

Or B, converge en loi dans C vers le pont brownien. Ainsi pour tout ¢,7 > o il existe 6 > o tel que

sup |B,(t)— B,(t)| < max !

o<t<1 o<i<n-1

pour 1 assez grand
P(w(B,,8)> 1) <e.

On en déduit que pour n > 1/6 assez grand on a

B ) 5 G
n n

avec probabilité au moins 1 — €. Ceci conclut.
(5) Tout d’abord, en notant dg la distance de Skorokhod

ds(f,g) = inf max(|A - dllwsIf © 1 - o)

max
o<i<n—1

<1

avec A I'ensemble des changements de temps, vérifions que dg(B,,, B,) — o en probabilité. D’aprés
la queStion précédente et le théoreme de représentation de Skorokhod, on peut supposer que
||§n — B, |l — 0 presque strement. Alors en prenant le changement de temps égal a I’identité, on
voit que presque stirement dS(B\n, B,) — o, d’ou le résultat.

Ainsi, B,, converge en loi vers le pont brownien dans D et ds(ﬁn,Bn) converge en probabilité
vers o. On en déduit que B,, converge en loi vers le pont brownien.

Remarque. Ce probléme est inspiré de ’article suivant :

Jean-Francois Marckert. “One more approach to the convergence of the empirical process to the Brow-
nian bridge.” Eleétronic Journal of Statistics, 2 118-126 2008
https://arxiv.org/pdf/o710.3296.pdf

* ok %
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7 Mesures aléatoires de Poisson

7.1 Exercices

‘Exercice 7.1. Soit M un nuage poissonnien d’intensité dxdy sur R>. On note My et Mg les nuages de
Poisson sur IR/27tZ et sur IR, obtenus a partir de M en considérant les angles et les distances a l'origine
des points de M. Donner les intensités de ces deux nuages. Sont-ils indépendants?

* %k %

‘Exercice 7.2. Soit M un nuage poissonnien sur R, d’intensité A(t)dt, avec A : IR, — R, une fon¢tion
continue telle que fo A(t)dt = co.
1. JuStifier qu'on peut écrire M sous la forme M = } ;2 67 ou o< T, <T, <--- sont des variables
aléatoires.
2. On pose a(t) = Iot A(s)ds. Montrer que M = ¥ 4, 94(1,) €5t un nuage poissonnien sur R, d’intensité
dx.
On suppose a partir de maintenant que A(t) = -- pour ¢ > o.
3. Calculer la loi de T, et celle de (T}, T,).
4. Montrer que presque sirement

Z%<Oo et Z’Ti:oo
n

n>1 N n>1
5. Montrer que T,,, — T, converge en loi quand n — oo et préciser la loi limite.

* ok %

‘Exercice 7.3. Soit p une mesure de probabilité sur R et N un nuage poissonien d’intensité dx ® y sur

RxR.Onnote N =}, .9, v, avec

n'n

< X << Xpg<o< X << Xp <,

et on voit N comme une di$tribution de particules sur la droite réelle, chaque particule n étant initiale-
ment en position X, avec vitesse V.
(a) On pose N; =} ,c79(x,+tv,v,)- Montrer que N, et encore un nuage poissonien d’intensité dx ® p.
(b) On suppose IIR [v|u(dv) < co. Soit T, le temps (éventuellement négatif) auquel la particule n atteint
o:T,= % Montrer que }_,c7 (1, v,) €St une mesure aléatoire de Poisson sur IRxIR dont on donnera
I'intensité.
(c) Calculer P(Vse€[o,t],VneZ, X, +sV, &[a,b]) ou [a,b] est un intervalle fixé et déterminer la loi de
inf{t >o0:3ds€o,t],Ane Z,X,, +sV, € [a,b]}.

* ok %

‘Exercice 7.4. Soit M un nuage poissonnien sur R?> d’intensité A\dxdy pour A > o, écrit sous la forme
M =} .5, 0x, avec (X;);>, des variables aléatoires.
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1. Calculer la loi de inf;5, |X;].

2. Soit (Y,,),>; des variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans R* indépendantes de M. Montrer que
M’ =Y ;5 0x.+y, alaméme loi que M.

3. Soit maintenant (R,),>, des variables aléatoires i.i.d. réelles positives indépendantes de M. On
considere I'ensemble aléatoire

A=|JBX;Ry),

i>1
ou B(x,r) est la boule de centre x et de rayon r dans R>.
(a) Calculer la loi du nombre de boules de A qui recouvrent un point donné x € R*.
(b) Montrer que si IE[R2] = oo alors pour tout x € IR*> on a presque stirement x € A.
(c) En déduire que si [E[R?] = co alors A = R*.
(d) Montrer que si [E[R?] < oo alors A = R* presque sirement.

4. On suppose que R; = r > o. On note C(o) I'amas de l'origine, c’e$t-a-dire les points accessibles
depuis l'origine par un chemin qui reste dans A.

(a) On note IP) , la loi de A avec intensité A > o et rayon r > o. Montrer que
P, ;(C(0) non borné) =P, 5, (C(o) non borné) = IP,,> ,(C(o) non borné).
(b) Montrer que IP, ,(C(o) non borné) est croissante en A et en r.

* 3k %

Fxercice 7.5. — (Théoréme de Rényi) - Soit M une variable aléatoire a valeurs dans M;,,,,(R,) (sous-
ensemble des mesures p € M;,,,(IR,) dont les atomes sont deux a deux distinéts), presque stirement finie
sur les compacéts. On suppose que pour tout borélien A de R, on a

ou A e$t la mesure de Lebesgue sur R, .
(1) SoientI,,...,I,, des intervalles deux a deux disjoints. Montrer que les événements {M(I;) =0:1 <
j < m} sont indépendants.

(2) Pour tout n,k > oon pose D, = [k27",(k+1)27"[. Soit ] un sous-intervalle borné de IR, d’intérieur
non vide. Pour n > o0, on note K, =Card{k >0: D, x C ]} et

Mn(]) = Z I]'{M(Dn,k)io}'
k>o0:D,, <]
Déterminer la loi de M,,(J) en termes de n et de K,,.

(3) Montrer que ’'on a M,,(J) T M(J) presque-stirement lorsque #n — oo (on considérera les atomes de
M dans ] et on vérifiera dans un premier temps qu’ils sont tous distincts de inf] et sup]) et en
déduire la loi de M(]).

(4) Soient J,,...,Ji des sous-intervalles bornés deux a deux disjoints de R,. Montrer que les variables
aléatoires M(J,),..., M(J) sont indépendantes.
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Onnote N, = M([o, t]), t > o, le processus de comptage associé & M. Montrer que N e§t un processus
5 t P ptag q P
de Poisson d’intensité 1. En déduire que M e$t une mesure de Poisson d’intensité A(dx).

* %k %

‘Exercice 7.6. Trouver une tribu & sur [0,1] et une mesure de probabilité p sur ([o,1],£) telle que u(B) €
{o,1} pour tout B € £ mais telle que y ne soit pas une masse de Dirac.

* %k %

98


igor.kortchemski@math.cnrs.fr

	Convergence étroite dans Rk
	Exercices
	Solutions

	Différents modes de convergence (presque sûre, en probabilité, L1)
	Exercices
	Solutions

	Mesures de probabilité sur un espace métrique
	Exercices
	Solutions

	L'espace des fonctions continues sur un compact
	Exercices
	Solutions

	Théorème de Donsker, pont brownien
	Exercices
	Solutions

	L'espace des fonctions càdlàg
	Exercices
	Solutions

	Mesures aléatoires de Poisson
	Exercices


