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(Université Paris-Saclay) entre 2020 et 2025

Exercices et problèmes corrigés :

La première partie du cours est consacrée à l'étude de la votion de convergence en lois
d'abord dans R

, pri dou un cadre orsez général où les objets aléatoires comidérés
prement leves volaus dous un espace métrique complet et séparable. On démontes en

particulier le théorème de Problara qui caractéris les fautes de messes de probabilité
relativement compactes pour la topologie de la comergence en loi
Dans un second temps, cette théoris est appliquée à l'étude de la comergence

en la dans lespace des fonction continues à valeur réelles
, peus dans l'espace des fonctions

cadloga valeves réelles. Ou établit en particulier le theoriur de Donsber, selon
lequel une marche aléatoire à pos indépendants et le mame loi comerge après
renormalisation vous un movement branien
La demière partie du cas est consacrée à l'étude des mesures aléatoires de Poisson.
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Notationtie
· Be on B tribu barélienne ( + petite qui cartient les ouverts
· USCE) : mennes de proba sur E

· Sif : E->R est mennable
,

0 ou printégrable, on note

#(8)= (4 .2 =Su
· by (F) : factions continues bornés E + 1

- S
,

(E) : fonction continuer E-11 i support compact

#férence, convergence of probability measures canded
- O

. Kallenberg ,
Foundations of modern probability (anded

· A
.

Klenbe
, Probability theory : A comprehenive course

· J . Kingman , Poisson process
· T

. Last
,

M
.

Perross
,
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Commergenceétroite dan P
Plan : 1) Définition

2) Restriction de fonctions test

3) Fonction de répartition ,
tension (k = 1)

4) Fonctions caractéristiques, théorème de Lévy

↓Définition
Pfinition Soit (E ,

d) un

espace métrique, Mr , MEM , CEI .

On

dit
que (qui converge traitement vers pe

siL Vfe(lEl , Mulg) -> M(8)

Ou mote alors M M

↳
gl · dan-em

,
alors Jan to

· Mn= in Lebeyne(t)

ToprobabilisteSXn
X satde la sans

Xn EX si un = M , ieVgedEl , Etg(Xal]-> EIg(X].

&position
Soit (E

,
al un espace métrique , Ma , peM , CE) .

Si
Mr= M

et Un => M ,
alors p =r

&nouve : On a alors Vf(E) , Migh = 0(8)

Soit F formé et KLo . On
poseI 8

F
, (4) = mas(2 -

kd(u
,
F)

, 0)#
↑
I



Comme Six converge simplement ver if , par convergence

domine
,
on en déduit que p(Fl= v(F) ,

et dons
pir par

le théorèmeL &

des classes monotoves

-

Deus la suite de ce cour 1
,

on se restreint à P
,
muni

de la distance encidienne
.

~Restriction des fonctionstest
Torème("petet porte-manteaut) Soit Mr , per ,c) .

On ai

Mn= p sei Vg : R->R1 ,
mesmable

,
bornés

,
continue

pe presque partantL
Cie(SoeB: f continue ence3)= 1) on a Mn(8) -> M18)
Voir p24 pour

une preuve
d'un énoncé plus général dans en

cadre plus général .

PortonSotStationalbonssiL XSEH , Mu18) implique MenM

Preme : Et : On
my
Vgz6,

(RY) Mn(8)+ M18) implique MnEM-

I
Elé- argument de troncature

.

Soit Un :R
, 13 continue

-

by Une(l) : 1 pour Ho r

Soit 87Gp(R) .
Alors Ve(a) =0

pour (1xk,+ 1

(Mu19) - M(8)) = (Mu/s)-Mn(8rell + 1Mulgre)- M/frell + 1180) -

In 181

Quand newo : livemp 12 tens > 118"s(1-MIrel) = 1181(1-pr)

limp 2 terme =o



AinsiLinempMus-plAls (1-Mly
Comma
MIV) 1 ( par convergence dominées,

cela concent l'étape
Etapez Soit Jek(R) .

Soit gett to 11 1-gly -5 . Alors

(Mm(g) - 4(87) < (Mn(8) - Mn(g)) + 1 Mu(g) -Migi) + 14 (g)- M(8)I -

(ag + H

-
-> o

= E = E

Donc puls) -> p18). Or conclut par l'étape 1 .

-

Application Soit Mell ,
(R) et (Xulus, desva ind de loi

pe-i

Soit
un

=Exi -

Alors
pas MEM .

En particulie ,
toute probe

de Il
, CR) est limite étroite de mesmes atomiques

Prewe Soit /Ink, une suite de 6
,
(R) dens dan b

. (4),

pren le por exemple les polynômes à cofficients nationnels fonction patarTu pau
On

pose
H= {fr : >

, 13
-

Come Mn(fr)=Xi)F EtSp(X11] = p18p) d'api la loi de

grands nombres

Donc ps KfEH , Mulf)+ 418) ,
d'ou le résultat

par
la
prop

an

Fonctionsde répartition (B=1) et tension

touSpowde Fa
= -pul pourcee



Remarques:

·linF1 , lin =D ,Fret croissante
, cadlay/ contine doiee

aus des limites à gauchs en tout point) .

· Réciproquement, si F : R + 5Q1 est croissante
,
continue à droite et vérifie

Im F = 0

,lemF = 1
, alors sel , CR q F= Fp . En effet, en peut prence poroui

image de
la

messs de La besque sur 3915 par

x -> ing3y (R = F(y) >, 43

Cet la mesure de Lebesque Stieltjes associa a F,

fexencian)

· in a en atomen re ESDFple) = Fpe(a) - Fpk - 1 = p(543) o

. pe a un nombre dénombrable d'atomes (ca KK
, ,

#SxR
, p((45),3 k)
·

pe
n'a
par d'atome ES Fp et continue

· in a une dernité
y

1 % Labesque) FM est dérivable

presque partout de dérivée g et Fra=Sg(t) at .

D Fuent toujours presque portant dérivable ,
mais n'eut

pas toujours l'intégrale de
sa dérivée (dut en fait le cos sur pe menne de Labesque),

a

pende l'escalier du diable / Centor i I --(dérivée = o presque partout) i
-
-

position Soit pr ,perm)

Mnq si Fin(ul Fuse VER t AFp



Prene : · Si un => et si DFpla= 0

,
alors faz) = Azax ent

continua
in-presque portant ,

et donc
par petit portemanteau,

Mu181-> peg)
· Réciproquement, on aalors Mug-PG) pou

toute fonctiono de la forme y=iyi ,Yi] ave

De et yi des non-atomes de p. On toute fonction de 6
, (R)I est limite uniforme de telles factions .

On conclut as , la

proposition de 2)-

-

Definition On dit qu'une famille (Miliez de mesures deM , CR)

Lent tendus si Vs0 ,
5 ACO

, ipMi(RE - A, AS) -
> S

Remarque the site C ils deM ent tendre si

Esco
,
JAco

, limmp Mr/R2[-A,AS) - E.L r --

Ceci provient du fait qu'une mesus peM ,CR et tendue

puisquelimMRE-A,A)=

Le résultat suivent et un résultat de type " compacitoy
et est un cas particulier du théorème de Probtaror, qui ser
ver an Au 3.



Théorème Soit (Mulus, une suite de M, l RI .
Alors

Curlus, est tendus EL extraction y , 5
extraction

o by Supe peni us,L comage étroitement

C per extraction , on vent dire soussuite
,

cv
, plus formellement,

ene injection croissant N
*

-N)
PareDPar l'absende

,
on suppors 750 tyKv >, I,

Mons (R[-n ,n)) <5 Con put prendre of croissante cara is, 1 fixéhim MiCR-n ,n=

Par hypothèse,
soit 4 extraction to [M Popenilus

,
converge

étraitement vers peM , (R) -

Alors
pour
tout us OtyMal 3720

pour n ouey grand, [-U
, 1]C5-4114) Donc

M (T-(x) = Lim Mootsu ,
([-us , 47) Eliming M Pouces (5-41214)

<- 2-

En faisant a -12
,

on obtient (R) < 1
,
absence

# Quitte à travailler aves Ma , on suppose pridentité

Ell : identifier une limite potentielle. On
par Fr = Fer

VqEQ , (Fr(q))ny
,

ent borné
.

Por argument diagonal, 74
extraction to VqEQ ,

( Fyl sellns
, converge

ver ear

limite notés Fo(9) . On pose alors

F(x) = infGFo(q) : 97x, 9Q3 .

On vérifie que
Feet croissanty

,
continue à cheite



Soit 30 etAjo ty SupuCREAA)
Soit GEa ,

9)A . Alors In 1914, -3

En faisant ~-
,

on obtient Folg), -a
D'où F(A)>, 1-E

,

On montre de même que F(-A) XE .

Dans limF = o
, lim

A imi 7 p + M
, (R) +q F

= Fp (cet la menus de

Lebesque Stieltjes arsociée à F, of remarque précédente
S

Etre 2 : On vérifie que Mycul =M.

Soiter rap)[43) =0.
.

Alors

F(x) = mp(Fs(9) : q( , 97Q3 = iv835(9) : 974, yea]

(Pour la première égalité on peut utiliser F(x) =limFl
Aimisi a Jxcq'ales a ,

p=Qi

Fo(q) = Lim F (9) living Fun
= Linup F4s (4)

n-

-> limsp Fy(q) = Fo(g) .
n-b

En faisant qTx , ates, ou conclut que Fy(u)F(x)
N

L



Remarques:·Il est tentant de reformuler en disant

que En Mains , 3 et d'adhérence compact dan M, R
meni d'une distance qui me trise la contergence
etroite . Gi serr effectivement fait dan lou
mai c'est prématica a stade

.

· L'extension à Rest similaire (of Proposition 5
.

21

dans Kallenberg

(Définition
On dit qu'ens famille (Xiliez de varimble aléatoire

réelles ent tendues si la famille de leur lois l'est

↳ExampleSiliethonda
Samedes sous-sous-suite pour

les mesurer

LSoit Mr , Meu , CR .

Alors Ma p ssi by extraction, Iy extraction ty Mpayant

Prene : # o

# Par l'absends,
soit sco

,
geSp(R) et y extraction ty

Fr
, IMpY81-MIg1K, a

.

Por hypothise, 24 extraction ty

Moopin => M .
Alors Moonin (8)+ M(8) ,

contradiction.

-

-



Corollaire : Soit (Mula, une suite de U
, (8) , MEM , (R) .

Alors Mu En sei (Mulu,
ent tendueL S 2 Mai EV pour tre extraction of et rel ,Ce ,

alors
per.

Prame : Es Clair

L
#On raisonne par l'absurde . D'aprè le lune

mévident , by extraction by P extraction
, Moyens # M .

Or (Myni) ent tendue
,
done 7 pextraction et wee

,
(R) Aq

Myoyin EU . Donc v = R par hypothise ,
absurdes

~

En pratique ,

le corollaire précédent enttrès utile pour montres que Musi
comme suit:

D On my (Mu) et tendue [Tension]&
entre quu-p

en utilisant un propriété qui son activis meme

② On pend y extractionet ~ ty MoinsV.

[unicitéde la limite]

MFonction caractéristiques (Thundetery
-produit scalaire

&icivition
Pour Mell , SM ,

on whe Pplm) Simonse
, Rle

Sectionconctéristique de
pr comagence simple

Il est clair
quen =P impliqueunM

Pour la réciproque, ou a le nesultat plus prois suivant :



Treime(Livy) Soit Mu M
,(RR) +y

I PKucq , qu'u) converge ven une limite notée Plus

② un plus est continue eno

Alors 5 = M ,CRB) to P=C et Mn = M

Pour la
premie ,

on se restreint à kI
pour simplifier

Samainjectivitéde la fonction caractéristique (
LSoit MaveM , CR) ta Produ -

Alors
per

#de peue : On con vole ane une gausienne :Soit
et on comidiry Mxgg(y) = Sp(d) gg(x - y) .

C'est une demnité de proba 83,
ou vérifie que pagacyldy M

On Pg) =eg() ve
Dons 93(z)= Pa (3)
Aimer

, MYga(y) = Spen) P (v-y)

=Soyez
FJogg()3

Aimi
, Maga s'exprime en fonction de Opets ! On conclut

en fuisant -0

-

Samalienquere /fonction caractéristique 7 so tyLFpeM ,
(R)

,
Ekso

,
ora pRIt-, K) = (kS-Re Quel de



Pare : On a

↑ -Rapide= -

Sosespid)demais onen

I
it

= 2Spld/l-s
-> 2SMm(l-uk) Onesi lyk /
<
, 2 (1-sin(2)p(5-43)
Prenede théorème de Lévy
type/: Tension

On a Mu/RIt-A ,A)) EcASCI-ReOuld TCASRs↓ A-I
*

&

On en déduit
quelim lemmp Mut-A,

A- (d Continu en d

Dons (Mulus, est tenche
. En particulier , 54 extraction et pose ap

ta MinER .

Alone Pyons ** Ap · Donc O=¢m ,
ce qui

montre déjoi que ent la St caractéristique d'une mesuo de proba

re2 : unicité de la limite

Soit pextraction et vel
, (R) b Man =0.

Alors Quan* Pr . Or lund=p
Dans Qu = Pr et per por injectivitéde la fonction caractéristique

-

On retrous une structure du raisonnement en deux

étapes , qui est le créde de ce cour Ily a exsentiellement

3 ingrédients :



①Tension

②Une certains propriété pose à la limite stroiteI (pour le thun de Levy Mn = e implique Pun PM (
③ Cette propriété P caractérise les messes de proba
Souvent+ ent appelé 'identification de la limite ou

"unicité de les limite "

C'et anni pour ces raisons qu'il ent souvent important ,
dans

des
espaces généraux, d'avoir une boune" caractérisation des compacts

(en vue de la terion et une "boune" caractérisation des

menues de proba ( en une de l'unicité de la livite)
-



Interlude : Séparabilité
· Dans tout le cours

,
la notrondearabilité ent cruciale. On dit qu'en espace

métrique E lou plea généralement en espaces topologiqueetparable
s'il a dimet une suite dénombrable deuse .

& exemple ,
sont séparables 16

,
M

, 1110) et tout espace métrique compet (utiliser Borel-Labesquels et

(byCR) 11 . 11 1) me l'ent
pas sexercial

· Le séparabilité est une propriété très util lorsqu'on considère des producte d'espaces
(Si E

,
F sont séparables ,

BEXF) = BIEIBIF), ce quient faux en général
En particulier , si X, Y sont des va à valaus dan IE, al séparable, alors d(X, X

est mesurable comme composée de

(e) -LEXE, BBCE))

ww (X(m)
, Ywll E

et (EXE
,
BE))R (merable can continue

(x ,y)> d(x , y)

· La séparabilité est une notion topologique, au sere à si Eet F sont

homéomorphes ,
alors Eséparable ESF séparable (NB : la complétende

n'eut
per

une notion topologique)



Il Autres modes de convergence
Plan :

jeConvergencemarqueur,enprobabilitet e i
1) Convergence presque sûre, en probabilité
Soit (Xuluy

,

et X des via définies sur la même espace
de proba ,

a valeu dan CE
, d'saperable

·ma ↑

Vo
, B(d(Xn ,x(s)+ 0

n + x

Remorques . P(Xn-X) fait intervente la loi jointe de (X
, X1 , X2

, Xs ,
... ) ,

Fundis que D(d(X , X) <5)
na fait intervenir que

la loi jointe de (Xn
,

XI.

· On verra plus tend
que

les convergences ps et en probabilité impliquent la convergence en loi
,

et
que

la convergence en loi vers une constante est équivalente à la
convergence en probabilité vas cette

constante.

Proposition On a XX si de toute sous-suite (Xyens) om

peut reextraits me sous-sous-mitelXyopil qui converge ps verXL
En particulier , XnFX implique XnX minimum

Preuve Vérifious tout dabordquex s #(d(X ,
X)]-> 0

-

#Que pou (1) N(d(x
,X) < s) < - Etd(X ,X/11] -> 0

pour 3 , 0 d(xn
,
x

, s]
< 3 + p(d(Xn ,

Xk
, 5)

Dans limeup #TSX ,X1-

I
S# Onsit ET & /Xn

,X11] #T & /Xn
,X)Rex

,
X<
) + ETaxu ,

Xin2 1

~



Revenas à la
peue

de la proposition :

IE) Soit y extraction. Il existe alors une extraction y telleque
Vnvl, [d(Xy04 , X111] < Im

·XXy InSe

74X

# Par l'absends
,
si Xu *X ,

on
trous 300 et une extraction

y +q En Eld(Xyin ,
X)12] &

Soit alors 4 extraction by Xyouu Ef , X .

Par
convergence

dominé
,
Et & (Xyo4 ,X/11]

-> 0
.

Absence
of

luiformeintégrabilitéet ev dans L'
Dans cette partie , (Xm)ns, et X sont des via réelles intégrables définies sur le même

espace de proba
Difiction On dit

que (Xn) converge vers X dans L'étonnate Xa* X 2

L EtIXn-X1]->o
n + x

Le thm de convergence dominé permet de passe de la cu ps a lo cu L'avec

une hypothèse de domination
.
Aussi

,
es lemme de Scheffe f

senille d'exercion 1) dit que X12, 0
,

X7
,

0

,
Xn=EX

, EIX]+ ELX] => X-

Ex.

Le concept d'uniforme integabilité fuit le lieu entre convergence
en proba et convergence.
GXXL'

,
on a ELIX11]30 par convergence

dominée. L'uniforme intégrabilité étend ala à une famille



de variables aléatoires.

Théorème Soit (Vilie desvia réelles intégrables - Les 3 condition

crivantes sont équivalentes
① pi[(X :11 ixik, ]

-> 0

x -> xI 8ExpETIX]]< S et Esco
,
7020

,
FAmesmable

,
D(A)-6METIXi

③ il existe une fonction croissante : R+ -R+ to 4 - +

xx-17

et SupEJy(X1] - [critère de de la Vallée Poussin]
it I

Lorsque es condition sont réalisées
,

on dit que (Xiliezentuniformément
geable ,

or
,
en abrége, VI.

Avant de démontrer rela
, mentionnons un cordlaire utile de:

Corre : Une some de deux familles WI etWI

Prevedette:(2) Pour la barnitude dans , on écrit
pour sausez grand :

TIXi1] .SEtXiDixic] +# /Xildixik,x]Pr + METNilBiki] <*

Evenite
,
ou fis sco . Por hypothèse ,

il existesty spT(Xix]
Alors

,
2 B(A) <S/C , pou

itI or a

ELIXilIa] = ElIXilBxRNikes] + EtIXilRn1ixik es]
- usN(a) + 521E

# D'apr einégalité de Marbor
,sit surXil] ,

on a Vie,

P)IXi)>, ) .

35 et donc EIWil Rixik,] E.

#1) Satscoetcazo tou yu?). Alors2

int ETIilBNik,<) SMpty)IXi INik,s] SepEtysIXil]



#(3)/ Sat (enlune site strictement roissente telle que

i) I

·rum) +, 20, quient moissante

Dephen- 1
par convergence mon e

etEty((Xil)ti Dixik
,am]

N

Om applique souvent le critère avecy

Reque On a ver (f faille exos Il que (Xilici ent tendus si Zy :P talim=

Let UpETYIX]So Cet dous un
nation plus faible que Itension

Proposition Soit (Xn)n, des va véelles intégrables et X une va réelle

On a Xn* X si Xn EX et (Xulus
,

est WIL
et XCL

Preume :E On suppose Xn
* X

.

Alors XnEX (Makoul
.

Pour
my (Xnlus,

entre
-

I
il suffit de

my (Xn-XIns, entr
, puisque

la
soume de deux familles I ent I

par

caractérisation. Pour cela
,

sisso
,

ou choisit no ty s
, no ELIXn-XI] &S

pourna, no

doty man ETIX: -X/RIXX
,x]E .

Alors METIXi-X11x-X2 . i>

D Vérifions d'abord que
XEL ! Soit y extraction by Xysu> X

.

Alors
, depres

es laume de Fator
,
ETIX1] living EIIXyuD < - perILazi, com videes (Xe-Xes,

et CA
.

En chorisation

la caractérisation ,
si DIXn-XK, 5) 155

,
on en déduit

que

#[IXn-X1] &ENXn-X11xn-xk
,
s] + #(Xn-Y1

, Xa -x1s] -25.

m



#Mesures de probabilitésur un espace métrique
Plan : 1) Régularité de mesures

2)Théorème de sorte-manteau
3) Convergenceetroite dans R
4)Tension et théorème de Prokhora

5) Propriétés topologiques de M , (E) : distance de Lévy-Prokhorov
/Compléments de topologie : topologie faible -x sur M , (E)

1Régularité de mesures
Inorème Soit CE,alun espace métrique

et per ,
El

.

Pour tout Ael,

M(A) = inf{p(0) : 0 avat
,

A Co3 =

sup & p(F)
: #formé, FCA3( *)L

Pare: c'et une preve
à la théorie de la menne"

.
Ou n che

A = SAEB(E) : A vérifie ( * 13.

ouvert
,
Otti pour eling ,

ok
.

Pour le
sup,

suit Fr =GE : Plu
,

'OK, 3, frmé

Comm 0 = U
*

En
,

or a plo =limuCF)ry,

⑳atune tribu : Aeriok . Passage au complémentaire : ok

Soit (Arl
,

une suite de Al et Fu formé, On aurent by FaCAnCOn et p(QFl12zu
Alors 0 = Van est un avent contenant VAn to plaAn)

47

Spendent , FEU Fn net pertis famé. Par contourne
,

on reme le
N

Y ↑ F et dows ENC
,1 p)F'n YFn) < S

. On poss F=C F
n = 1 R + x n = 1

On a alors p(O(F) < u(0 (F) + 4)( F) -
>E

-

~

En particulier ,
une mesure de proba est caractérisée par sa valeur

sur les ouverts (ou les formal - ca qu'ou peut directement voir ave
le luna

des classes monotones.



héorèmede Porte-manteau
Ici (E

,
a est un espace métrique

#orème)Porte-manteau/Alexandrov) Soit /Puln, uns suite de M
,CEI et per ,CE) .

Les propriété suivantes sont équivalentes
(1) Mn =M
(2) Vf : E +R lipschitzienne borne , Mu181-+ MIS)
(3) XFganné , livrup Mn/F) > MSF) [intuition

:
La masse ne peut pos sortir de formés]

(4) VO avent
, living un10

, ploI n
-10

Mn(f)- p(g)

(5) VAEBSE) Ag pIdAl = O

,
on a lin MusAl = pA

16) Vf : E- R mesmable barnée et continue em per presque
tout point, on a

En termes probabilister , si 21Xu) =

pr =
h(X1 = p,

X EX E) VgiE + Rlip bornée ETg(X1] -> ETS(X] Esliump PIXuEPX
etc.

Avant le preue , voyous quelques applications .

Proposition Soient Xn
,

X va à valeurs dans (E
,

d) telles
que
XnEX. Soit f : E-Amesmable presque sûrement

continue en X
.

Alors 8(Xn) (f(x)

Preuve : Soit
g

: R-1 continue borné
.

Alors gof : E- R est mesurable bornée
, presque surement continue en

X. Donc
par

0 de Porte-manteau
, E[jof(Xn] Etgof(X3, ce qui est précisement la définition de f(Xusli, f(x)

-

Application Soit (E
,
al un

espace métrique séparable, Xa
, Yn des via

Là valaus dans Etq XnE X et d(Xn
, Yn)#>0 · Alors Yn =X

Peave: On applique porte-manteau .
Soit F ferme, et notom FGGESidF3,

-

Senré· Alors PlYnEF) -
> IP(XntFa) + P(d(Xn

,
YuK, a)

Donc Limmp NYnEF) - limemp PXnEF) = PIXEFI
47 0

n +10

Or P(XEFs) -> DIXEF) (co fermé) ce qui conclut



Claire(ferme de Slutsky) Soient (E, de) ,
(E

, DE) séparables .

Xn= X dans E , Xn Ess dan E avec cit SisieL
·

Alors (Xu
,
Xn) => (X , si)

⑳ve :. Ou munit EXE' de la distance d ((a
, e)

,
16

,
6')) = de (a,

b) + de - (a)
,

b)
.

· Aimi
, (Xnix) => (X , x) (composition deXiEx avec as a cox) continue

Par aillan
,
d) (Xn

,
ci)

,
(Xn

, Xn)) = d(Xnix) -> 0.L
-

D

D'à le résultat-

Adication : dans R
,

si XX
, Yn1,

alors Xx .

En effet, (Xn, Yu) (X
, 1) par

Sentsky , puis 8(Xa , Yu) @
, 8(X , 1) avec 81, y) =/Etyto 1 ps

continueenil

Preuve du théorème de Porte-manteau

1)=> (2) o4

#21= (3) / Soit F formé et M20 . On
pose fr

, K

&
F

, (4) = mas(2 -
Kd(u

,
F)

, 0)-
Alors Su est Klipschitziene etvérifie Reffn1.
Donc MulF) _>Mul8Fk) ,

et limmpMn(F) MISE
Por

convergence domines
, MAF MIF) ,

da le résultat

IM OK por persage au complémentaire
#+ (1 = (57) Suit At BIEty MIOA= 0

,
de sorte

que p(i)
= MIAl = (E) .

Alors MSA)MCA) lininfMu(E) PliuspM(A limp
Dans tas les sont des =

= u() = M(A)



#16)1 Suit & continue p pres que portant ,
bornée

par
M

. Quitte à sure

8-8-8 . on peut supposer 82, 0
- Alors

, por
Fubini,

↓x

Mul8)= 8MuldJe So Ryagionly Musons= by goBy gie) Malons
=S dy Muld8, y3) = SoMay MulAy)-

AY

Pour applique C
, regardons & Ay .

Soit D e'ensemble des points
de discontinuité de J . Vérifions queAy CGate : Sal= Un

Enpour E = R :

·
En rouge Ay =Sx : 8() y3 ,

en vent &Ay.

En effet , soit cntAyby Une edAy . SiceD
,
i n'y a rien à faire .

Si #D : Comme glinit, y En ,
on a alors fin, y

Alors soit 81= y,

Soit foy , auquel con Ay , per possible↳( pour un entier 22
,

1
,
il
ya au plus ve y q 198zy5, En car pertens probl

Dons
pour

Le besque presque
tout y , pCOAy) = 0 et MuSAy) MSAy

Par
convergence dominés

,
on conduct que

Mu(8)- So dyu(Ay) = M(8)

~



↑

3) Comergence étroite dans
On note R= &(4,0 ,

--) : Visi
,
mie R3 l'ensemble des

ruites réelles .

⑳TribusurR
①N

Définition : La libuproduit su R*, notés BLR) ,
ent la plus petites tribe sur

N

qui
rend

pour
tout

,
les applicationTriRRBmesurablesI (i

, 1 + UR

Elle ent parfois appeléeribucylindrique

A

marques Qu vérifie que
i

· les ensembles de la forme En i
, :A ,

--- intAbl=A)n---AR)

pour
A
- Art BCRI et ainsir , appeléglindres , forment un t système

①N
générateur de BCRI

N QN
· Une fonction (m , F1+ (R ,

BCRI) ent mesurable esi VRs, 1 wasa)I ~1>> (Bi())
is,

est mesable . En particules (Xili1
entere va (a valeu dan

si Fic ,, Xi est une via.

Définition Soit Mer ,
CRY)

.

Pour naissir
, on note Mise , in

la mesure image-

de
pe par l'application - R

·

Si (Xilis
,

a pour
loi

M ,
Kili, (1ei

, -- His

cet la boi de CXi- Xik) .

Les mesmer Minibiacisib 3 sont

appeléesmarginalesde dimension le de p
. La famille formée de toutes lesI

marginales de dimension k
,
b

,
l

,
est appeléefaimle des marginales de

dimension finia
-

>
p

.) Edi en abrégé



NProposition Che mesmeen ed caractérisée ses marginales fidipar
↓

↑LEn particulier ,
la loi d'une via

. (Xi) ER est caractérisée
par ses lois fidi

i),

Prene : Ceci provient du fait que les cylindres formantun systeme

générateur de BCB ,
et donc deux menmes de M ,

CR) qui coincidentL ①N

dessus sont égales d'après le leure des classes monotones

En teuner probabiliste , (Xilis, lis, Es Kais .. sim ,

Wei .
.

-

, Ximl" (Yi
,

.

- > Yim)

ObDistance sur RN
·

Pour
pouair parler de convergence étrote dans R,

con définit une

distance su R

~

Définition Pour Weils , ( ilis ,
ER

, on pose

Ivi-YilL d(Mili< Mili
,
1= x+

i =
1 1 + li -Yilze

Si bilis, etSYili, coincident sur les K premier tares Cie City pourl

on a dicutilis , (ilis)
En particulier , les suites de rationale nulles à partir d'un certain

rang sont demes dansR, qui ent donc séparable
On vérifie aussi que [exercices

~ Cli
,

E et meil ,
e

,
a 0 E Fis, l

,si
n +1



Remarquefacultativaha distance d métrise la topologie product surR
au sens où les ouverts définis par

d coincident avec la plus petite topologie
live collection d'ouverts) pour laquelle toutes les projections TTR sont continues

QN

Lamma La tribu doratione BIRM) coincide avec la tribu produit BCR)
·

①NPreuve
. Bar crip) con les projectionsTr sont continues-

· Pour l'autre inclusion
,
soit (2)

,
une suite deuse dans R*On

définit Nom = Elert : 14- pour Eick3 , avant

de Re*, appelé ouvert élémentaire. Comme il
y

a un nombre

dénombrable de tels ouverts
,
il suffit de vérifier que tout avent

④N
de

*
est union dovents élémentaires

.) car ils sont dans BCR (

Pour cela
,
il sulfit de montrer que FO avant , FazO ,

il existe un ouvert

élémentaire contenante et inclus dans 0 .
Pour da

,
soit eso by B(4, 35) CO.

On choisit alors Metkty jSet 15
,

et 25 Ag

d(zj ,
x) 12h

1 + 11M

Or vérifie alors use Nom et que NB( , 32)

②Convergence étroite dans i

Dans R la c en loi est équivalente à la convergence des

marginales fini-dimensionnelles :



Torème Soit (XIn,,, X des via de R. Alors

LxixFrisiby (X--- ,X) X ...X
N

Prave : Ef Clair par continuité de His-- in
: R -> R

citilis ,
13 (ve ,

---

-vin)

# Soit f : R
*
-R lipschitzience bornée .

Soit 50
,

300 ty d(u
, y)[2 =) 18(0)- S(y)125 .

N
pom

~
, je 12

On choisit alors KG Wet or sit

III8(X
,

.
.

- . () -ET8X
, .../ETSX2

.

.. ..) -35xX ....)

+ E[18(X ...x , 00 ... ) - f(x1,
-

-
- Xy ,

%
, a -. (1]+(8(Xx1 - yXn , 90 - -) - f(X

,,.
-

- (1]
-

-0 par hypothèse = E

Ceci conclut par porte-manteau

nonettoumedeProtoe
compacité. On a besan de quelques resultats topologiques.

Définition Soit (F
,
a) un espace métrique et ACE

Qu dit
que
A est relativementcompact si E est compact

Remade A est relativement compact es de toute suite de A or peut
extraire une sous-suite qui converge

En particulier 54n:n>, 13 est relativement compacts Fextraction,
7 y extraction ro doyini Ins, converge

Laune A précompact ES A précompact
Pe : Eclair



# Si AC ( B(n
,
2)

, vérificus que C VB(En ,2E) .

nz
/)

Soit yea et ynty ave yat A .

Soit no ta d yno
Soit n

, tqYnoEB(en , E) · Alors yB(an ,
28) perinégalité triangulaire

so

Avec la séparabilité, la complétude oue un rôle important dans le thm de
JProthorov. Contrairement à la sépérabilité ,

la complétude n'eut
par une

S

notion topologique : (E
,
dil et (E

,
da) peuvent être homéomorphes avec CF, l complet

et (E
,di) pas complet (por ex E = #

,
d

,
(

, y) = (n - y) , &2 (/ y) = laucten(s) - anctoncy))
Un des intérêts de la complétude est d'avoir une caractérisation des

compacts grâce à lanotion de précompacité

Definitions : Soit (F
,
a) un espace métrique et ACE

· On dit
que

A est précompact si VESO, A peut être recouvert par un
-Lnombre fini de boules de

rayon E
.

Exemple : Un espace métrique compact est précompact et complet
Le résultat suivant sera très utile texencias pour

la
prene .

Proposition Soit (F
,
d) complet ,

ACE
. Alors

LA présompact EC A relativement compact
Definition : Soit (E

,
d) un espace métrique

. On dit qu'une mesure peM ,CE) est tendus si VELO
,
IK compact ty mkKIS

· On dit qu'une famille (Milies de menuer ent tendus si

-so
,
5K compact , infMK,

1 - E

Une famille devariables aléatoires est tendue si la famille de les loss elect



proposition Soit (Miliez une feuille tendue sur (E,
d) et f : (E

,
d)+ (F

, d)

continue. Alors (8aMilizz ent tendue ,
or Sypi et la menus image

de
priparf .

Preuse : Soit 20 etK compact ty Ou Mi(K)1-E .
Comme fet continue , SCK et

-

comport . De plus , 8/8(K))CK ,
done inffrMick)infMil8(8(kifik
N

Définition lun jeu simplifiée On dit
que

CE
,

d) est polonais s'il est séparable et complet .-

* La "vie" définition d'un espace polonai ent : un espace topologique séparable ,

metrisablavundistanceComplieman pou simplifet enL
Proposition Soit (E

,
d) polonais et MEM ,

CEL
. Alors pe

ent tendre

&ne : Soit (bl, , une suite deuse
.

Soit 300. Pour tout
,

1
,

on choisit Nu +q

M)(,) 41-
Ou

pose
alors K
=1IlL + x

K est formé et précompact .

Il est donc compact
Par ailleur p(K). 11-pIB)=

Theorème (Prokharo) Soit CE, métrique et
Sala ane site deMCE

① Si(Mule
,

ent tendue
,
alorsextraction 4,

7 extraction y ty (yoyanilas,enL②SiCE ,
d) est polonais ,

la réciproque est vraiz

Or commence por un lemma :

Proposition Soit (F, de métrique séparable .

Alors E ent hancomorphe a

Lun sous-ensemble de (Rd)



Preuve
-:

Soit (ziis, une suite dure de E
.
On pose

: E-> RY
x1 (de(x , y") (i),I ·test continue con la convergence

dans ent la
convergen e des coordonnées

· Supposan (2) =E) .
Si +y ,

on choisit zity d ,j)
On ne peut avoir d , gr)= y ,z) par inégalité triangulaireLWorson il es ocal par cas me

, esposonwi

Il existe alors 310 et une extraction Py n
,d) E

On choisit gity gr ,m) .
Alors d P ,+

Ord gi) d , gi) ,
absurde

Dans E est un homéamorphisme sur son image
~

Revenons à la peue de then de Prokhora :

~

Preuve deD C'est le sere le plus utile, mai ausi le plus difficile
L'idée est de traiter successivent les cas R

,
R*, EC ,

E

· Le car E = 1 a été ve ou cours1
,
la con R se traite de même

-

if feuille dexost or Villenbag , prop2 1

· lesEn NotonsFri R - *
,

continue. L'image
Kilia

,
((x ,

--

, 4k)

d'un compact par une jonction continue étant compacte,
V

,
1

, (TRMn)n
,

est tendue dan P

Par procédé diagonal ,
Nextraction 4 ,

5 extraction phg si v =

you,

Vk,
1

,
(m Mocallus

, converge étraitement ver une menue ver ,R



Les (Vkl
,
étant cohérentes (i . e PrUr = Vil

, d'apreile théorème
d'extension de Kolmogorov ,

il existe seM(*(typu=V
,

1.

Il s'ensuit
que Marcus = U

,
car dan RN la convergence etroite

est équivalente a la convergence etroite des marginales fini
dimensionnelles

.

· (Eo-compact (E = union dénombrables de compacts)
E étant séparable ,

let homéomorphe à un sous-ensemble deP
, qui

est or compact) elimage d'un compact per une fonction continue ent compacte
et a fortiori mennable dan R

La
convergence étroite alatension

étant stables
per composition por une fonction continue,

ou veut supposer que ECRT avec E mesurable

On vérifie que BIE)
= SAEBIRT) : ACET (exo)

On stendun un H
*

en posant Mm(Al = Mu(AcE) por AEB(e) ,

:e pen est les mesue image de Me par
elividusion I : E->R continue

⑳(Ful
,,

est tendue comme image de (Mulm, por
I

-

↑
Perisque Ki est formé dans IP Cexo , par

Portemanteau
,

a +>

Soit y extraction . D'après l'étape précédente , 74 extraction ty
si 0 = yo4, (Mocuclus

,
converge

étraitement ver e M
,C

*
(

③rifions que quel ! Soit Ki compact de Etape (Kik, 1- Kr,
1.

↑EK, j(kik, limp Moul (4i) = Limp Mosu (Mik, 1-tn -> x n -1

En faisant i - 1
,

on obtient piel= 1
.

On définit alors p sur E en posant MCAl =MA) pour
AEBlE)

-



②rifian que Mosus =M. Ou utilise porte-manteau
Soit Doment de E

.

Alors 0 =El avec avant de R* (exul
,

et liming Mos(dlini) (= )
=u(0)

⑧&général Soit Ki compact to Vrl Ma(Kil,E
-

On
pose Fo =UKi , de sorte que MulEd = 1 En,

On applique le cas précédent àn défini sur Fo par FCAIMCAI

(En particulier , comme Mulfol = 1
, Mn(A) = Mu(A1Fo) pouAEBCE))

(Fu)ns ,
ent bien tendue can Visi En l<en (Ki), 1-1/i avec kisompant)I Son ↓

y extraction ,
7 pextraction by sin = you,

alors Mot + M
. CE0)

On définit alors pe per M(Al= (AE) pour AEBCE)-

On conduct que Mocas =M ,
car Mosu et pe sont les mesures

image de Mosue et M par
l'indusion I : Fo> E

, continue -

d1->x

-

P

depospolonais
et Vyzy ↑Pos,tritee

Vérifian d'aband que VI ,ZN Vra
,

1

, pu(B),-I Grou
,
-B' et une mute plus te Vr

. Man (B , Ell 1 1-
Soit alors 4 ra Moopens = M .

Par Porte-Monteas
, pour

tout me
, I

↳ - E liningMai, linigMa
> M)B



Donc en faisant m +x , MIE) < 1- ,

absence

Om pose alors K =1 (di
,t)

Comme président pour montre qu'une merie de proba surL > 1 i = 1

un
espace polonais est tendus ,

ou voit que R et

compact et que Fus
, 1

, pak)51-
N

Collaire Soit (E
,
d) polonais, (alu ,

suite de M
,SR) , Mer , SM)

-
Alors

Muzy esi (Muns ,
est tendusL E Si extraction et Ver

, CR) te Mpan = U
,
alors per

La
preune

ent la même
que
elle vene pour E = B au cours 1

.

Rformulation probabilisten : Soit (XuIns,, X
des va à vulun dans

un

espace polonais .

Alors

XnEx si (Xu)erttendus ,
ie FSCO, Ka compact , limmXL S sixpas, Y ,
alors XEY.

*lication Soit (XnIns ,

et (Yalns
,

des va à valeur dan CE
,
d) et (E)

, d)

polonais. Onsuppos Xn* X
, YnEY et Xn1Yn Vu.LAlors (Xn

> Yn) f, (, ) ave , * Ex
, YEy. AI

Prue : El : /Xn s Yullus
,
ent tende

10 ,
En effet , perique Xn-X / Yu Egy, pour

sa , E compact K
,
K'de E

,
E' Ag

Les esse
syner



Alors N)(Xn
, Yult KXKK,

1-13 avec KXK'compact de EXE'

Etap2 : Unicité de la limite

Si (Xyin) Yycn) *, (1) ,
alors VgeblEl , VgeSyCE'l ,

ET8( Xyins) g (Yynil] =[8 (Xyini)] Etg( Y yinil]
↓ a -x ↓n-

Etf(x)g(y)] E[g(x)] ETg(y)] .

Comme dans la prome da ports-manteau ,
con approche Ax avec

fermé et ou conclut
par

classe monotone

~

Propriétéstopologiques de M .SE)

Soit (E
,
d) un espace métrique .

&Definition Pour pir +M
, (E) ,

on pose

I
&<p(M , r) = infS30 : VAtBe

, M(A) (V(A9) + get V(A)M(A) + 33 .

où A" = EastE : d/s
, Al <&3 ent le de voisinage ouvert de A

d p
est appelés distance de Lary Prokhorov sur M

.CE

Proposition dip est une distance

Peuve : · symétricion . inégalité triangulaire : provient de (AS)
+

· séparation : si dp(p ,r) = 0
,
alors pour

tout formé F,

p(t)[U(F)+ et r(F)(p)F) +mI >,

Comme # = r#t
, en faisante - on endélit(f) (F)et(#=ps

Dans pir sur les fermés.
Donc

p
= r

s



Il peut parfois être utile d'utiliser une définition no-symétrique de dapi

femme : On a dip(p ,
r) = 15530 : VAEBE , M(A) -U(AS) + 23

Prene : Soit ScotVAEBE , MAISIAS) + E .

Soit AE Be

Onvérifie que (3) CA, de sorte queL~ (A) = 1
-
v) a) <1 - r()(3))))(1- m) (S)) + 2 = p(A)) + S

-

La distance de Lay Problarov est liée à la convergence étroite i

Proposition Sat (puln, une site de U
, SEl et p +M

,
(E)

-

① dip(Mn , m) - 0 implique Mu=ML② Si E est séparable , MnZ que implique dap(,

Ainsi
, lorsque Fent séparable , de

p
métrise la

commergence
atroite sur M

, CEI

Preuve : ① Or suppose dip (4m , 4)
+> 0. Soit Ffermé ,

30
. Sortwo ta us

,
no

implique MuCF) MIFE) + 2 ·

Donc Livemp MUCF) < MCE3) + &

n +x

En faisant 5 + 0
,

on en déduit
que limmepMuSF) < MSF)

h + -

Donc par porte-manteau , Un= M

② Soit E séparable et pr = M .

Suitsco . On
ma pour noussy grand,

VA-BE,(A)Mn(A)
+ 25

On
remarque que pour AcBE ,

commeentourent
, por portemanteau s

S p (A) <MAS) [Mn(E) +s pour narey grand
La difficulté est de le faire uniformément en A .

Pour
ça , on utilise les

sépérabilité pour se restreindre à un nombre fini de A .



Soit (ilis
,

une site dans das E

Perisque E
=UB ,

il existeN plus
Por portemanteau ,

il existe no ta n
, no implique

un(0), p(0-3 pour tout 0 de la forme Bl , 3) 0 . -- UBlims)

avec REN et 1< iz ... LirEN

Soit AtBe quelconque et posons Of=Blue,
B(

,
31RA0

Sitalop , eB, 1) ,
dans ent dans un ensemble de menne 25

,

dans USAl[MIOa) + 2 < MulOa) + 2

Or OACA ? Donc MCAl-MulA") + 25 -

Donc dep (4 ,MulIE d'aprè le lune précédent
-

Corollairedu the de Problavor Si CE
,
Il est compact , alors

(M
,
SE)

, dip) est compact
Presse : Soit (Mulus, une suite de M

,
CE)

.

Il suffit de my Calus
admet une valeur d'adhéramo .

Comme E estcompact, culus ,
est tendue

El existe done
y extraction et que M

,
(E) by Mycu) =>-

Comme E at séparable , Myin
-> In dans (M ,

CE)
, dip)-

N

Remarque Lorsque CE
,
d) est séparable ,

le théorieme de Prokhorov se reformule
en : si ACUCE)

,
la famille SpipeA est tendre si i est relativement

compact dans (U ,
CE

, drp)



Thème Soit (E
,
d) un

espace métrique
① Si E est réparable ,

alors (M,SEI , drp) ent séparableL② S. E et complet séparable ,
alors IM ,

SEI
,
d p) est complet séparable

Preus : D Soit (ilis
,

une suite dense de E. On
ma
s'ensemble des messes

de la forme videm ave MCM

et 11m) des rationals de soune 1 est deuse
.

Soit MEM ,
CE)

Satsco
,
MCN

, #MCAtq p) Blum,- e

En remplaçant les Bons par
des intersections de celles-ci, ou suit

U Blum
, alWBm avec xmBmCBU,

On pose alors v = IrmJrm ,
avec 11m) choisis byZem-pBmlz

mEM

SiAEB(E)
,
on por = N Bm

mem
, BuRAze

Alors p(A) < p(n) + p(A(E) = M(E) = 2 . OrIn(E)-rSElle et

& A
,

donc M(A)[ (A) + 29
,
donc dip (4 .

2) E

② Soit (Mnin
,

une site de Cauchy pour dep .

Il suffit de
my (Mulna,

et

tendre Celle couragera alors vaes cette valum d'adhérence par propriétés
des siter de Courhy) .

Soitaco
,
et
y
extraction ty

Vis
, youl , dip)MicMysus)

Partension de
pl --, Myins ,

il existe Kn compact by Milknk, InE par ii ,..., y lui

Alors
pour isysul , Mil K*** ) > Mynskm)--

C'est aussi vrai pour i = 1
,
2
, y()

En posant K =C ,
ou vérifie que K est compet

(can précompect) et de messe XIE .

Ceci conclut

et semé -

I



Complémentsde topologie
Quelques rappels de topologia (of par exemple les notes de cours Topologie,
Analyseet calcul différential de Frédéric Paulin , disponibles sur sca

page web

· Une topologieu un ensemble E ent un ensantes O de partier de Es

appelé aments tel que :

① Toute intersation finia d'éléments de 0 appartient à
② Toute unior d'éléments de l appartient à 0.

Un
espace topologique ent un ensemble mai d'une topologie .

. Une buedourets d'un espace topologique (E,
O) ent une partieB de O Selle que

Aout avent de E soit union d'éléments de B
,
ie Fred

,
Voew

,
ZVeB

,
sever

Il et possible de montres
que si

(E
,
0) a une base dénombrable douvents

,

alors E est séparable .

La réciproque est vaie dans un

espace métrique,
mais fausse en général (prendre par exemple EFR mini de la topologie
cofinie ,

où les avent s sont p et de la forme RIF avec FC fini) -

· En général
,
la propriété "être une bass d'ouverts d'une certains topologie

n'est
pas automatique pour

un ensemble de parties d'un ensemble .

On
a

toutefois le critère suivant : Si Best une partie de PEC
q
UBI E et by

Vr
,Ver ,

KenV
, JWEB, awawev,

alors l'ensemble O des unious d'éléments de Best la topologie engendrepar
B. En partiadier , Best us bass d'ouverts de sa topologie engendre



Clas petite topologie qui contient B) .

· Si (E
,
0) etun

espace topologique, on dit qu'ens suite (2) d'éléments de F

converge VeesseE si XWEOtqusEn ,
IN +qu> N = Unew

Attention : Deux topologies différentes peuvent avoir les mêmes suites conregeantes

(pende par exemple N muni de la topologia dismite Squiet métricable) 5
1

et +
z

= GACN : 1 AAoEt
· Si det une distano sur E

,
S'ensemble O des patien Wds E telles

que

Vaew
,
7520

,
Bl,~ ent une topologie sur E

, appelé trologie
induite per d .

Un
espace topologique (F,

0) et dit mensable s'i existe

une di

. Les notion de "être à base dénombrable d'avents"
,

de "séparability",

deconvergence, de 'être métrisable" sont invariantes pas homéo morphismes
-

Il est parfois plus naturel de directement définir une topologie
sans référence à une métrique , qui peut être peu netwells ,

pas
commode à utilisen

,
ou merement canonique .

Par ailleur
,
un espace topologique pet être complet ou

non complet pour des métriques qui le métrisent
c'est

pour
cette raison

que
la "boune" définition

d'un
espace polonais et: un

espacetopologique séparable,
merisablepar une distance complète



no

Mettons en autre ce qui préide dans le cades d'une topologie su

l'espace des mesures de probabilité .

Soit E un espace topologique métrisable . Compte ten de la définition de
la
convergence étroite ,

il est naturel de considéra la plus petite topologie
Sen M , CE) pour laquelles les fonctions ps MIS) sont continues

pour fee

Lie la topologieInitiale sur M
, (E) définie per les applications Mr 419) pour fesplit

appelée topologie faible étoile surM / E) (mus abrégé en faible-
Lemme La famille de partier

BM ,
9

, S 1..., fil
= EveM , (E) : (p(fi) - -(fil)< Vasian3

pour 510
, 21-- , Int (E) et Mer ,

SE)
,
constitua une base

doments de la topologie faible- sur MCF)

Prave . Ces parties sont bien des averts de la topologie faible -*

· La topologie engendre par cette famille rend la fonctions prsqf pour
f7((E) continuer

,

donc elle contient la topologie faible-
s

Proposition 1) Soit Ma , MEM ,
SEl

-

Alors MrEqe esi peut pe an seus de la topologie
faible - *

2) Lorsque E est séparable, dip métrise la topologie faible - I

Peauve: 1) .On
suppose Mr M .

Soit Laurent faiblea contenant qu Il existe

I
alors un avant de la forme B 1

p , E
,
Sx-

, Im)
inclus dan N



Puisque MnEM,Man 1 Mulbil-Mfilt0 et don MnBepst-le
pour n

arey grand
· On

suppose in->p au sous de la topologie fuible- . Alors VfESCE)
,
Veso,

Mut Bis
,g) pour nouses grand

, ive (Mn(8)-MIgIIEE.

2) · Soit un ouvert faible-x et peu .
Raisomans

par
l'absence

en supposent que VSz0, Bap(, 5) XW .
Il existe alors une suite

MutM , SE) +q un pe et UnEW Fax
, 0 .

Mais on a ver

que prfP que implique Mn= M ,
et
por 1) cela implique que

Mn
-> ↑ pour

les to pologie faibl - -
, absence

· Ou montre
que Kell, El ,

VESO
, Bop(p ,

3) est un voisinage
de

pe pour
la topologie faible-x .

La
peus

ent très proche de celle
utilisée

pour
morher

que quepe implique &p(4m , /-> 0

Sort Milis ,
dense dans E et N by p(VBa)

Don ICS17-y
,N3 on more BITV Blus) et on pose

f(x)= man (1 - -d(u ,b)
, 0)

de sorte que IeS1B
Sort alors V = EveM , (E) : (0/8)-MISEEK = <312

,
-

-, N33,

voisinage de

pe pour
lo topologie faible - *

Montrons que V C Bap (M .23) - Sort AEBIE) et
poson

=
A

= Si = 21..., N3 : An B(x
,
s) + 03.

Come (B)" ,
on a



M(A) = (B =a) + u(A
-

B
=a)

M(BIA) + 4) UB(s)
(f =a) + E

= v(f =a) + 2

-
> v)(BEA(3) + 25

= r(A) + 25 ,

d'ai le résultat

-

Lorsqne E est un

espace topologique mébrisable et que M ,
CE) ent

munide la topologie faible-y ,
et ent possible de montrer

que
E compact.E M , (E) compact
E séparable ES M , (E) séparable
E polonais El M

, CE) polonais



# L'espace des fonctions continues ser un compact
ParCaterpolonaidimannieet en3) Convergence en

4) Compacité dans cet
espace -Ascoli) et tension5) Terrion

6) Critère de tension de Kolmogora
7) Fonctions continues sur Ast

Nation Sik
,
E sont des

espaces métrique avec k compact ,
ou mote CCK

, El l'ensemble des fonctions

continues de K dans E
, muni de la distance d18 , g) =

mpdy (811 , 93) .

Caractèrepolonais
Position Soit (K

, 1)un espace métrique compact et SE
,

de un

espace polonais

L Alors (CCK
,
E)

, d) est polonai
Place
-> Completende : Si (fulus

,
est de Cauchy das CCK , E) ,

alors Kasek
, (hulustus,

est de Cauchy dans E
,

dan
converge var une limita notée glas. On vérifie

I
alors

que dlfr
,
f) +> 0 et que fEC(X,E) -

Sparabilité : Ou
pose pour m

,nx

Cm
, m

= {fe((k,
E) : V

, y
(E

, T(4y)) + =) d(g(x),y(y))73
Puisque K et compact , pour

tout ma , il existe em ensemble fim

x[km

m



Pour un km-replet (i, - imm) d'anties, I on nota

Fr irm = [8t(m ,
n

:8Et pour tout 17j1km3
m

, n

Lorsque Fairm) #0,
on choisit une fonction fi

..., in
E FinRu

Soit Dan l'ensemble de belles formationa
Vérifian que Ffe (min ,

7 geDun ta 1 jakm
, alflus ,gett

Soit Se (min .
Or observe que (min=WirmI Firm

Choisissan is
, ..., inentale que f(tWY, pour 21km. En particulie

En particulier Firml#0 .
On peut donc prendre

g = fm ins
qui convient (car diam(N ,

Vi) .

Soit maintenant D=C Pmn ,
démembrable

. Vérifier que
Dest danse dans CCK

, E) - Soit Je((K , E) et >o .

Fixcous 17312 . Puisque

& ent uniformément continue ,
Ims

,
I ta gelmin -

Soit alors geDmin

↑gd(f(, ,ya)< V1j1R -

Par inégalités triangulaire,
on déduit Faek

,
avec un aB,m),

& (8(x) ·g(all [d(f(x) ,8(x)( +d(8(! /
,g(, 1) +d(gkm)

, g(x)) =- E .

-

Marginalesfinidimensionnelles

L'espacedefonctioaet ensemble quelconque
L'ensemble E des fonctions de I dans E est naturellement mai de la tribe

product L comme pour
R dans le cours 2



Définition : La tribu produit sur E
,
notre

F

,
ent la plus petites tribu sur EF

qui
rend

pour
tout te les application :E

, BCE)) mesurablesI
-

(it= + 47
Elle ent parfois appeléeribucylindrique

A

marques Qu vérifie que
i

· les ensembles de la forme EnikeitA , -- CentAr=A)n---A
pour

A
..., Art BCE) et ti ,

--

, trtI , appeléglindres , forment un t système

générateur deBIE)I ①I

· Une fonction (M, / + (E) ent mesurable si Viet wisich)
w -> (xi())

ic I

est mesurable. En particulier (Xiliez ent ene va la valau dan EFS

si Vizi , Xi est une va

Définition Soit Mer , (E) .

Pou
-in FI

,
on note Mis ., in

la mesure image-

I
de

pe sur CeB) par l'application é - EU
.

Si (Xilizz a pour
loi

M ,

Kilizit (1ei
,
--

,His

c'est la loi de (Xi--
> Xik) .

Les manner [Mi ..., isi v
..., in 13 sont

appeléesmarginalesde dimension le de p
. La famille formée de toutes les

marginales de dimension k
,
b

,
l

,
est appeléefaimle des marginales de

demension finie de pu) fidi en abrégé

2

IpositionCe mesme enCEFC est caractérisée
par ses marginales fidiLEn particulier ,

la loi d'une via
. (XilizfEEF est caractérisée

par ses lors fidi



Prene : Ceci provient du fait que les cylindres formantun systeme

générateur de ,
et dans deux menmes de M I CEF) qui coincidentLdessus sont égales d'après le leure des classes monotones

N

L'aventage de ce point de vue est l'existence de via i

Ilordme d'extension de Kolmogarar On se donne sur EF une famille

de marginales fini-dimensionnellesMis -

, in 3 cohérentes
,

au sens ou

si 2((X
.. ..., Xir)) = Mi- , in ,

alors Krejem
,
2(X

..
--

, Kij . --Xin)I M
qu'on eneive

Alors il existe MEMICEF) dont
= Mi ...., i , -- in *

es signifie
les
marginales fidi sontcelles ci-dessus Le Verne

Ceci permet par exemple de définir le ce mouvement brownien

comme variable aléatoire à valuu danP

P en général EF n'eut pas polonais .

Le cade n'eut
pas

bien adopte à

la convergence étraite !

L'espacedes fonctions continuer

Notons ici C = CCK
,
El avec K compacts CE,

d) un

espace polonai ,
et B la

triba boraliame sur c .

On note PC la brace sur C de la tribu product
①K

BE)
,
iePc = EAnCiAEBCEOT]. Demanière équivalents, d'eut la plus

petite tribu sur c qui rend toute les projections te C E

81 f(t)
meriables Texo]

.



PropositionLe tribu etSouthemeeince
,
elle est mene

-

pour Bc .

Donc PeC Ba

① Pour montrer que B c
CP il

y
a deux étapes

Étapes : les boules ouvertes de C sont mesurables pour
Pe
.
Pour le voir

,
-

on fixe fot et on comidive F : C -> R . Prisque Kent compact, ilexiste

81>d , 80)I I DCK dénombrable danse -

xED

R ->

(C
, (2) -> i

Par continuités dibifo) = sup dif(a, folo) ,et perisque
KED

, 81 d/Stal , Sola

et masabla (c'est la composé Botte aven P :

y redy , solal)
continue donc menable)

F : (C
, Pc)-> Rent mesuable comme le

sup d'une famille dénombrable d'applications

mescrables
·

Ainni
,
K1yo

,
F" (50

,
17) P

,
ie ESEC :affor3EP

Elez : Par séparabilité de C
,
tout aurent de C et union

dénombrable de boules ouvertes texos.Cela conclut

N

D'aprè ce qui précède ,
les marginales fidi &P , tit 3

d'une mesure peM ,CC) la caractérisent

D L'ensemble &SE REP B : f et continue y n'eut pas
①ta, 1]mesurable

par rapport a BCR) [exo]



Convergenceen loi dans retespace
Définition Soit , MEM ,

CC)
.

Om dit
que pu converge vas queauseus des

-

Sidi si Ktrtrek , Mult ... th
= M z

. -
-

.

, the ·

On note petim .

De mane
,

-

une suite (XnIns
,

de va à valeurs dans C converge vers X au suL
des fidi si VE-

,
REk (XuStils -

--

> Xultr() &, (x(1)
. ..., X(Rl)-

! Attention ! Par continuité des projection,
la
convergence etroite dan C

implique la couragence des fidi . Cependant, contrairement a P
,
la réciproque ent

fausse :
Soit ↓ uniforme nu [RB ,

Xn(t) = mars)0
,
1-nI-11)

pour <(1/

Yu

i
8 . d loiAlors Xn o,

mais Xn *Co dan C
. En effet , si c'était le cas

, puisque

sep : C + R est continue
,

or aurait 1 = supXmE, 0
,
absurde

Cependant, on a la résultat suivants

Théorème Soit Mr , Mer , (C)
-

① Mn => pei Maffu et (Mrlus, ent tendue

② Si les fidi de (n) convergent et si Culn,
ent tendre ,

alors elle convergeLétraitement .

Preuve : D /E] OK par continuité des projections et le Ain de Prokharov-

LES D'après le tum de Prokhorov
,
il suffit de mq si Mp EV alors

Mer .
Main alors Mai

E
, 0

. Dans
qu
et r out les mêmes fidi,I

donc sont égale



② Par tension
,
I dextraction et MEM , (CAg Pin EM .

LAlors Mpa Ap et donc MnE, p .
Donc Un= M par D

-

Ainsi, dan CEPB ,
El

, (Xulos
E (XIo sei Kost, . ta

on a (Xu(ti)
. .., Xultral)

&
, (X(Gl . --

,
X/Cv)) et (XnIns

,

ent tenden

Banquetantdomanfamilledirent,
l

aen
dont les fidi sont F . Mai vien ne garantit qu'il existe une belle

(
+ 1

, (C) -I D'après le théorème précédent, c'est le cas si les fidis

sont limites fidi d'une famille tendus de M ,CC

Pour applique le thereme précédent, il s'agit maintenant

d'identifier les compacte de C .

4procité dan C
La notion d'équi continuité est fondamentale .

Définition Une famille FCCCX ,Y) estditequi continue si

Vaco
, 7130 , KayeX , Yfer , (y( , y) <

y
=> dy(f(x), f(y)) -S

En notant
pour fef

et >oI
-

w(fig) = mep[dy18(2) , 8(y)) ; a
,yex , dx( y) =3

lemade continuité de f

L d'ent équivalent à Esco
, 7yz0,myw)



Remarques Pour K compact :

· Pour feb(K, y)
,limw(sh =0 car fet uniformément continee

· Pour touto
, l'application ((K, Y) -> R+ est continue

8 W18, h)

#ele (Arge aAscoli) Soit (K , d) compact et LE
,
d) un

espace métrique complet .

Soit FCCCK
,
El . Alors Feutrelativement compacte dans CCK, E) sai

· Fent équicontinue
· FDCK dénombrable deuse ty KieD , Fluy = [f(s) , gek] ent

relativement compact dansE
-

Preuve- Soit Afulu
,

une suite de F. On troue une sous-mule qui corrange

uniformément. Ecrivons D= San : n
, 13-Prisque (ular)In Etar) , compact dans E,

il existe
par procédé diagonal une extraction y telle que (Sysu c

Carl
nx,

commerge
K

,
I

Posans In(x) = Sain,
(1)

pour simplifier les mottiran
· Vérifions que

Kicek
, conseil

, converge

Comme E est complet ,
it suffit de montres qu'elle et de Cauchy .

Pour celagu fine 930 et
yo by

supwlsi.

Par compacité ,
il esista3

,
1 ty K= Bai ,)I

[35-

Pour 1[11)
, puisque (Gulaillns, converge ,

elle ent de Canchy .

Il existe donc Nby piq,
N

,
sekel = de (gp(ar) , gak))

Fixom EK
.
Soit 21KLbg dr(4, ar) <

y
. Alors

pour p, q), Ni

delgp(a) , gy(x))de(gp(x) , yp(ak)) + de(gp(am) , 9q(9k)) + de(yq)9k) , yy(x)



De plus ,
en notent galim qu, en passant à la limita que

dans elinégalité précédente, ou obtient

Kaek
, YppN , despa ,gra) 3e.

La
convergence

at dans uniforme et ge CCK
,
El

#D Suit EK
.
Montrons

que
Atel ent compact

L'application Tr : <CK
,
El + E est 1-lipschitzienne donc continue

81 f(x)

Dans T(E) = E(x) est compact .

On FCF
,

donc FCCF) ,
donc Fa (E) ·

Dons To
, formé dans un compact , est compact.

· Soit so. Par compacité de E ,
il emiste Sin . --

, fek by FB(f,
Per uniforme continuité , ou peut trover zo by

Fuyek ,
V2 <R = N

, du(uy) (y = de)fr(x), fr(y)) S

Alors
, VJEK ,

K
, ya Etels que dak , y) cy ,

soit 12ksw relque /3, Sr) dan CKE)
,

et alors de (81) . fly))de/812) , er()) + de f(x) , 8k(y)) + de(fr(y) , f(y)

[3E .

Done F et équicontinue
-

Remarque : S dans E les boules fermen sont compactes (come dans ri) et h

K est connexe
, on a l'améliorations

Frelativement compacte· équicontine
· (2) relativement compact pour un EK.

En effet , ou montre alors que (x) est dans une bouls fermée pour se dans eme

boul autou de so
, puis

de proche en proche pour
tout EX

Latypique d'application est dans CCEG, , RB) en present acoto



Voyous maintenant une application probabiliste
Tordme Soit IXn,

une site de variables aléatoires a valas dans bCS, E

avec E polonais est tendre sei

D Vazo
, Vgz0 ,

750 Ay limmp(wix5,) >s

② VetO , 1nQ , X(t)In, est tendre

Si dans E les fermés bornés sont compacts ,
en peut remplace Q par CXO Ins

,

est tendue

Remarque : Si (XIn, commerge au seus des fidi , la condition & est vérifiée

Exemple : Si West uniforme nu [1] et X) = mar (0
,
1-mW-t1) pour -t11,

la suite (X"Ins
,
n'eut

pas
tendreL -

Preuve :E Suit 30 et k un compact de l tel
que Val ,

BIXEKII3 .
Soit

y 30.

D Par Arzela- Ascoli , on peut trouver d tel
que sup wlf,

On a alors P(w(X
, 57 y) < P(XK) ->3

② Soit 750
, 1] .

Il existe A compact de E tel
que GEA XJEK .

Alors

B(X(t)(A) = P(x (k)35 .

Dans (XIHIn
,
est tendue

# Ficious 210 . Soit Itili, une énumération des rationnels de 50. 13. On peut trower

Ai des compacte de EtqVE CXIAAil ,
et
pour

tout1 on peut

trouven Saco tel que Fra, (w(X , irkn)
En posant Ka = {feS : Kil

, fltiltAi , K , w(g , (m)t 3 ,
on

voil
que

$) XXK2) -
19

, que Ka est Genné (frsw(8,r) ent continue

et
que

Ka est compact par Arzela-Ascoli
-



Remarque ① est équivalent à Faite-O,

Fruite (m
,
w

Corollaire : Soit (XIns, des variables aléatoires dans l telles
que-

① Vaso
, Fazo ,

75c
,

Fteto, 1 , limeptxyI ② HEETO,RQ
, (XEIns, ent tendue -

Alors (XIn1
est tendue dan b

Paue : On vérifie la condition Q du théorimn .

Pour cela
,

au découpe 50
, 13 en

intervalles de longueur 5.

Soit 871 . Vérifions que d wie , oksim ,et

On suppose que F Oi < (1/0) on asup digis), gli01 <y

.
it s - (i + 11811

Si IS-El < 5 i
>

laly in Alors d) , f()d ,8 +<gi5

# in ! Alors algisft))d ,profr) , gir tu
+ d(f(t) , f(( + 178)) [3y-

Aimi
, B(w(x &( 3y)(15) +1 ) mas P mup d(xY ,

x*
=/ <p)te5

,
25, ..., 1115]53 t([(t+ r(1)

& IE pour nusey grand ,
cer (

. /0) + 1 - + + 1 12
s

6) Critère de tension de Kolmognero
Le problème des caractérisations précédentes de la tension est qu'elles font
intervenir des variables aléatoires malaisées à étudier

. Des intera de

tension efficace pervent faire intervenir la los de X de la fazon la mains

compliquée possible , por exemple à travers des marginales de dimension



finie .
Le nitère de Kolmogarov ne fait intervenir que les marginales de

dimension 2( !
)
.

On introduit d'abord quelques notations

Notation· Soit Dn = Sin : 01:13 les dyadiques de niveau m dans [01] et D = U Du
r >, 7

· Pour X = (Xoc Eta et po ,
on note

I Mu(x)=Mp
Aimi, si X est y-Hölden , My x) Sx

.

Theorème (critère de tension de Kolmogra
III Soit X = XEoses ,

une va à valeus dans
3. On

suppose que

74
, p ,

10 to VstE50 , 1, [d(Xs ,X] < cls-z
+

P( *)

Alors
pour

tout < E ELMy][C(G , P ,VI)

(2) Soit (XIns
,
des via à vuleus dans b.

. On spposa que

② VEetOnT
, (XElus, est tendue

⑥ 74
, p,o tq Fr, l

,
Vitezas

,
Etd(X

,
x=1] = cls-t'

+ B

Alors CX)
us,
ent tendus

,
et toute limite de sous- suits ent

ps y
Holder

pour

tout ocus
La première partie de la

preuve est déterministe. L'idée est de contrôler d(Xs
, XE) "uniformément"

en s
,
teD per inégalité triangulaire le long d'un chemin de diadiques "consécutifs".

Notom Da = max & d(Xs
,
Yt) : Ste Dr

,

16-7 = 523
Laure Mo(X)> 20*/



Preuvedu leure : Or commence por
écrire

(m + 17]
My(x) =

sup sup d) sup d(Xs
,
Xz) .

( ** )

+<stm
m>, 0 Is-elIm

La point ce et de remarques que pour tout ma
,

I
,

2p d(Xs
,Xz) Am C
I

En effet , ci 15-714 je et se7
,
notous sur le plus grand élément de Dm à s

et to le plus grand élément de Dm at .

On a soit Smitm
,
soit Em =Smit

-

On pet alors écrive pour 1
,

1 et a
,,...., arE90, 13 (dépendants des

= Em et s =t ...

+
De sorta qu'en posant as = 0

,

1suXs) d1 +---
Sm + i

<
De même d) XEm >

X+)
m ,

Dr
.

Aimi
,
d(X

,
X)=>miX(m) +21 2,

e qui montre (***)
= Am

En injectent coo day coll on obtient

(m++(m)My(X) Sp
inm2))/

2 qui démontre le leure
-

S



Freuve du théorème & D'après le leure,
&

EIMr(X(] cra DR)]
D'après l'inégalité de Minkowski, on en déduit que

ET(
Puisque #515 ,

Hit-s=SteD,
on a pa hypothesea

ETM] <2 . c · [in) = The

Aimni [MoCX]2 -P
c coup

av1

Aimi
,

on a bien ETMy(X] -

>( , piric)-

Q .Pour la tension
,
il suffit de vérifier que Faso, 20

,
580

,
P(wix

,5, y)E .

Par définition de Mr(XY
,
Fs

,
tED on a &(X

,
X* ) -

> Mr(X
*) Is-E. Por continuité

,
cet aussi vrai Ks,t Eto

,
13.

Ainsi
,

si / Sel - 5
,

on a d(X
,
X*) <Mr(XYOU de sorte que w(XY

, 6)> My(X) · Or

Par inégalité de Markov
,
Nw(X

,
05

,y)TMo(X)
*

)

On en dédit le résultat par Q .

· Enfin , supposa
X Li X dan 6 et montrou que X

est
ps J-Hölden .

Il suffit de vérifier que X vérifie CxI
.

En effet , par Q
en aura alors

MyXX ps et X étant continu
,
cla impliquera que Xent

ps J-
Holder

Pour cla
, on utilise le fait que si Yas y avec Ya ,y 30, alors

ETYJ < Liming #Yn)
Len effet , onc B(Yn>,u) -> P(YX1) pour presque

tout u
par report à la menue de Lebesque ,

donc

daprèle lune de Fator
, EtY] =S Mide =SoPhim PCY,alde<linif Synu)de = liny #Yn-> 0



On applique ceci à dIX
,
X d(Xs

,
X :

Eld(Xs ,
Yel') [ living Etd(X ,Xl]s-t

N

Reque le D permet de démontrer aussi le critère de continuite de

Kolmogarav : Si (Xocte Et Vérifie (*3
, alas Voccilexiste un

processe

(Yose J-Holden by FEet, 1 , P(Xt =*el = 1
.

En effet , puisque El My(X1] <A
,
il existe A de probl 1 ty KwEA

,

X est y-Hölder sur D
. Pour WEA

,
or peut donc prolonger X en une foration J-Hölden

notee Y .
Pom WAA,

or pose
Y =0

.

Vérifiaus que pour teta1 ,
$(X= *=) = 1

.

Par ( * ) et l'inégalitéde Markov,
en Surt etced

, Xin# Xz .

D'autre part, par construction , Xs*z

Dans X,- Don P(X=t) = 1
-

Alication : Soit CXilis
,

des variables aléatoires relles ind AGETX o etEX Is

On
pose So= 0

,
Su = X

1
+... + Xn pownsl et St = (1-573) Sizs + <E3S(t) + 1 pour

E
,

0
. Enfin

on définit S=t

pour
oct de sorte que=,

Alors (Sus, at tendue donn b
.

On veno plus fond
que ce résultat reste vrai sous l'hypothice plus faible ETXY310 , mais

la precue est plus
délicate.

Preuve : On va appliquer le critère de Kolmogorov .
Tout dabord

, d'aprè le TSL
,
VEEIO

,
13,

L'Ins, converge en la dans ent tendue
.



Vérifian tout d'abord
que
70

,
Fra

, 1
,
EtSh] <C . n? (4)

Pour celo
,

on évit ETS)= in an
#[XiXizXis Xiy'

Or #IXI ,. - - Xin]=0 si l'un des indias apparaît une seule fais

Aimi #Sn]=Xi] +en**quantité quire dépend pas
de

Donc #[S] (n +Ch2c" . n2

Ensuite
, fixam S

,EEtO
,

st
.

· Si us
,
nteN

,
on écrit ETISu-Sus] = El Sus]Cutens (2)

· Si Luss = Lut) =R
, Suz-Sus = nit-s)(SRy-SR)

,

donc

#[Co-Sus]] = u
* (ESP 17-2 ETX] CCHE-ms]

= h

· Gins] Lut ,
écrivan Lass= R

,
Les =

l aveckal .

Alors en écrivantISntnskISnt-Sel + ISe-Spul + ISR+ -Sus) , arce

Clinégalité de Minkowski on obtient avec (8) et cass :

#
(-

E ↳
-

ETCSne-Sus]4]-(Int-e) +R + CRH-)3 MT
Ent-us Int- nS

Aimi
,
#[(S -S)"] = #(Ens]] <C( pourous,

+2

le critère de Kolmo
gaar s'applique pour

tout JEJO, I

-

Honctions continues surR
En protique,

les
processus

aléatoires sont surent indices
perR plutot que par

10
, 13

Comme d'espace f(R ,
El la distance uniforme Dfg) =supd(f , g(t) peut

valoir + 1
,
I fant faire attention.



On placera toujours sur GCR
,
El une autra topologie, celle de la topologie

de la
convergence uniforme su les compacts ,

induite
par
la distance

D(fg)=end(8)
Remarquefacultative En termes topologiques,

c'est la topologie compacte sevente su

SCRA
,
El

,
dont une base de voisinages

et donnée
par

les ensembles

{f( b(kx,
E) : f(k) 03

avea
K compact de 1+ et 0 aurant de E

On vérifie aisément que i

· Inf dans 6(R
+,

El si In+f uniformément sur les compacts
· b(R

+, El est polonais
· Les marginales fini- dimensionnelles caractérisant les menues de M

, CSCRAE) ca

la tribu barélierre sur bCRX El coincide encore avec la trace sur bCRA
, ES de la tribe

produit sur E

L'avantage important de cet
espace

est
que
la relative compacitéentune

propriété locale , f la proposition suivants C pres
laissée en exo

&positionne partie # de 6CRA
,
El ent relativement compacte si VNSI les

partier En = En Sanji fer] sont relativement compactes dans Sto,N3 ,
El

,
où

81 tans
ent la restriction de f à [0

,
N3.

· Une suite (XInx, ,
de va de 6CRx

,
El est tendue sei VN

,
I la suite

des restrictions (Xzneln, est tendue dan b([0
, N] ,E)



Ainsi
,
la
convergence en loi dan BRA

, Es se mene
par
restriction à la

convergence en la dan les espaces
bCI

,
E aresI en intervalle compact,

et les résultats obtenus précédemment persant stre mis encure



Interlude: couplages
Un couplage de deux variables aléatoira X a Y C

pas forcément définies sur le mama
espace

de probul est une variable aléatoire (X1
, Y') telle que

X'Ex
, y by

#le
Soitus, un entier

,
et Ospecq .

Alors
pour

tout entie ocken
,

P(Bin(u
, p)(, k) =P(Bin (n

, 91, 1)

LPe
: On construit un couplage dan lequel BinCa

,pl BinCu, 9) en considérant

(Wilizn vid em [0, 13 et en posant X=Dup , Y'=twing
-

Plan : 1) Théorème de représentation de Skorokhod

2) Distance en variation totale

3) Distance de Lévy-Prokharo

4) Monotonie, orche stochastique
Références pour un bestiaire de distances sur MICE) :

· Alison L
.

Gibbs
,
Francis Edwards Su

,
On choosing and bounding probability metrics

. Svante Janson
, Probability distances

1) Théorème de représentation de Skorokhod

Thrame Soit CE, al séparable , CXilis, ,
X des via à valeur dans E relles

que

Xn X
.

On peut définir des va CX is, ,
X sur un in

espace
de

probl ty Fr> 1
,
XnEXn

,
XEx' et Xh*, X.



Voir femille d'exos pour
la
preune

dans le cas E=

En pratique, ce théorème ent utilisé pour se ramener à un

raisonnement déterministe à partir d'une convergence en loi

Con fait "comme si" Xn- X de manière déterministe

Touteinformation sur les lois jointes des Xi ent perdue chez lesX

Application Soit X.
Xa

,
X

,
...

des var réelles ty Xnfix. On suppose

L que lim emp[(X11 1xnk
,

a] = 0 (*)
a + xv>

Alors[X]+ ELX]

Pauve : D'aprè le thun de représentation de Skorothod, or peut

supposes que XwF X et que (X) (con c'et une propriétédes
lois individuelles des Xn).

Alors X.EX et la conclusion découle du fait queL
X-
Ex

, Nul, WI > XnEs X
N

Pour la
prome,

con admet l'existence de via indépendantes ayant des lois fixte

et
on utilise le laume suivant

Somme Soit IE
,
al séparable etpet ,

CEL Pour tout Eco,
il existe une partition

E= Ai en ensembles meubles tel que

· Ki
,

I
,
diam(Ail5 · Vil, /DAi) = 0.



Pave : Soit Kilis
,

une suite dénombrable danse .

Pour tout is
,

I
,

52[ : poBIK03 et dénombrable.

On choisit alors 115tg pferill = c

Bi

On définit par récurence
A

, = B
, , ..., Ai = B, n ---B, Bi

et on vérific que plOAil =o (en effet ,A = +(A) et &CAUB) CGAULB
,
donc

MLOAl =0 -> MCOAY =0 et MIGAl = p(OBl =0 -> MCOLAUBIl =0)

No

Prene du théorème de se présentation de Skoroshod .

Noton
un
la los de Xa

, pe
la los de X

1#el : Soit p et (AP) is,

une partition donnée par
le launa pour sp 20

avec

p

Soit Rpbelque(i) <p
On

pose Aj = &A
,
de sorte

que p(AB) < Ep et (DAD) = 0.
i = Rp + 1

En particulier
,
AB

,

A P,
..., App est une partition de E

.

Par
convergence en loi

,
on peut trou ap

tel
que

m
, ap => Me (A?) <, (1 - (p)p(A ! ) pou ocickp(*)

En particulier , MnCA! ) =0 => MAI) =0

Sam perte de généralité, ou suppose
a

, ca , c -- et ns a
. Soit pas,

I l'aique

entier tel que apn-R < Aph + 2
· Lorsque ne o

,
on a pr +

0.

Étape2 L'idée ent ensentiellement de définir Xm = XIXnEACorsque XA
Il faut rependent ajuster à la

marge pour que
Xn'Xn .



I
&

On va définir X' comme suit :

X= D Yni + 1 Zu
i = 0, (V--

sp , XEAP]
U > 1-Epu

Mn(APO

avec (Ylni, CZulna
,

1 ,WiX via # définies sur le même
espace

de probutq i
· Nuniforme su 50, 1]

· Xix1

· La (Yn ,
i) = Mul : / AE)

· Loiszal

définiePA) (Mu(A) - (- 3) p(A),P(EntA) = s
MulA)o

quantité qui définit bien une mesue positive par cas et demasse totale 1 (car puA = 0 = MA=0)

Ou vérific que XhXu :

P(Xn + A) = = p(U - 1
- Spm) XEA?, YuitA) +1(W> -Spr,

EnEA)
1 = 0

,

MnCAKO

= (1-ap)RA) MuCAIA+Et
= Mu(A)

can PlEntAl=(MuCAl-C-ESPMIA) MuCAA
Epe3 Ou vérifie que Xi, X.

Soit Ep = EXA8
,
r = 1- 3p3.

On
a P((Ep)") < N(X(AS)+/r 1 - (p)=
Dans [P((Ep)) 1.

P3)

Donc par
Barel-Cantelli

, ps, à partir d'en entain rany Ep
est réalisé



Done ps pour norsey grand Eph est réalisé.I Per définition de Xn ,
cela implique alors 71ikputy X, Xn Am

et dans d(X
,
Xh) = Spri

Bas Xn> X.

~

Remarque Lorsque E et polari , il ent possible de montrer que
elespace de proba commun peut être pris comme 50, muni de la

mescue de Lebesque



2) Distance en variation totale
Soit (S

, B) un espace mesué

Definition Pour p ,
reM

,
(5)

, on pose dr (4 ,
r) = Sup (MSA)-USA

Pour des variables aléatoires X
, Y a valeur dou S, on poseI

AEB

AEB

dur (X
, y) = sup (P)X+Al- B(YEA)

On montre les résultats suivants :

· dux ent une distance sur 1
, (5) qui le rend complet

· Si petr sont absolument continues par rapport à une meme o finay
un (5

, B) ,
alors du (Mir)=Sel

Ceci permet de montres que
du (M .

v)= - eup51/804-Sor1 : g : St pmenuable
, 11812-13

et
que du (4) = inf{PCX # Y7) : (XiY) couplage de X , Y3,

avec l'inf qui ent atteint

· Lorsque S est un

espace métrique muni de sa triba borélienne
, dep dut

· Lorsque Sect dénombrable, muni de la distance discrète
, B= PCS) la convergence

pour du
et équivalente à la convergence en loi CD faux en general

et dr(4 ,
r)=1 (a- ra)



 http://websites.math.leidenuniv.nl/probability/lecturenotes/CouplingLectures.pdf

Remarque : Une prétrique su S est une fonction d a valau dans 20
,
03 définis s staremble

des lois jointes de variables aléatoire (X
, Y) à valus dans S telle

que pour des va X
, Y, z définies sur

le même espace :

①Six= Y ps,
alors &(X

,y= 0 & 5 (X
, y 1 = cy,x) S(X

,y) -> 0 (X
,
z) + 51z

, y).

La quantité F(X ,y1 = inf5(X , y') : XEX
, y'Ey 3 et appelée métrique minimale

asociés à d

Ainsi, du est la métrique minimale sociée à J(X ,y)= 5(XY) .

Remarque Pour un ensemble i de fonction mesmable STR ,
ou pose pour X iy va a

valeur dows 3
, du (X ,Y) = eupEIIS(X] - ETS(Y13) : JEE3 , appelée

métrique duals définie par I .

Ainsi, dix ent la métrique deale définie par
lune de 3 familles F = &f : S+ 1 mesurable

, 11813 , F =Ef : Semennable
, =8

o E = &Ba : AcB(s)]

Référence : Notes de cars "Probability Theory :The Coupling Method
de Frank den Hollender :

I section 2)

3Distance de Léry Prokhorov
Soit (E

,
al métrique séparable. On rappelle que dip(4 ,

5) = inf5330 : VAEBCE) , M(A) - U (AS)+53

pour M .0 M
, SE)

,
où A = [xE : d(u

,
Al 53

Définition Pour des variables aléatoires X
,Y définies ser le même

espace de proba et à valeurs dan

I E
, on pose < (X

, y) = inf52 > 0 : 15(d(X
, Y) >

, 5) < [3 .

L'at la métrique de Ky-Fan ,
et on peut vérifier qu'elle métrice la convergence en probabilité



Tordme(Strassen) Soit (E
,

d) séparable , pre M
.
SE)

.

Alors

&
p (4 ,

r) = inf{h(X , y) : (X
, Y) couplage avec Loi(x) =

p
et Loi (x) = 0) .

Ci
p

et r sont tendues (tajous le cas si E complet) , alors l'inf ent atteint

Persd'une inégalité. Soit (X , Y) un tel couplage . Ou
mq dip(4 ,

5) & &SX
,Y)

Soit 3) ((X
, Y) ,

de sorte
que PSd(X, YK

,3) 3.

Alors p(A) = p(X (A) < B(x = A
,

d(X
, y((6) + y(x + A

,
d(X

, y(), a)

= D(y(A3) + d = 0(AS) + 2
,I

d'où dip(m ,
v)E

~

L'autre inégalité ent délisate et peut se montrer en utilisant le leume des mariages, f

Billingsley,vergence of probability measures (nd Ed) ,
The 6

. 9

or Dudly
,RelAnalysis and probability, Corollary 11

.

6
. 4

Remarque Ainsi, dep et la métrique minimale asociée à a

On finit cette partie par un résultatutile de couplage * à la Skorohod" :

Torème(Dudley) Soit (E,
al séparable ,

Xn
, Yn desva à valeur dans Etq d pSXn ,Yn E

Alors il existe un espace de proba avec des via XXn
, Yu Ins

, définies dessus taI
· Val

,
XiEXu

, YhEYups ,
d(Xn

, Yl)->

I Dudly ,RelAnalysis and probability, Theorem 11
.

7
.

I



4)Monotonie, orde stochastique
Ici (E

,
a) est un espace polonais

Definition
Une relation a est un orde partiel si Fuy,:

1)(((2)((y , y(y = 42y3742y , yxx =- x =

y

Exemples . R muni de l'orche usuel
-

I · ça avec calizbili Si Ri = 1 bi = 1 (Ga =
1

,
on dit

que
le

site i ent occupé ,
vide Sinon (

Définition Un événement A est dit croissant siA = SYE: y3tA .

Exemple Pour E = 50
,
1322

,
A = &7 chemin infini constitué de sites occupés adjacents3

I est croissant

Definition Soit
pr EM

, CE. On dit que
s domine stochastiquement qu

et
on

note
par

I si FAEBCE) croissant
, p(A) ( r(A) , ou

,
demanière équivalente

SSefdr Xf : E-R mesurable
,
bornce

,
croissante

.

(Par croissante on vent dire (y => f(x) = f(y)

Exemple Pou E = R
, Mer

El FIER
, p(3 -0

, x]) -
> +(2- 3

, x)) .

Théorème(Strassen) On suppose que (44)E: yZet formé . Soit pir EM
,SE) .

Alors (11 F) (2)

(1)4L (2) 7 couplage (X
, Y) +g 20i(X =

p ,
Loi (X = r et P(XX) = 1

La
prene repass sur de l'analyse fonctionnells, f

Lindfallenthe Coupling Method
, chapterV

or Lindrall
,OStraen'stheorem on stochastic domination

,

ECP 4 (1999) , 51-59



#Théorèmede Dousker et applications
Plan : 1) Le théorème de Dasker

2) Loi de l'asives

3) Théorème de Léry sur le mour aveut brownier

1) Le théorème de Dousker

L'inégalité suivante sera utile pour démontrer
le théorème d'invariance de Donsker

Proposition (inégalité de Skorokhod) Soit (Xilis, des va vid à valeurs dons Re
,

centrées avec

I ETIR] = c
· Alors 10

,
Fr>,

1

,
P) machin (ils/) > 2P(ISul > st-ma)),

Loi Il désigne la norme euclidieme .

Precue : Soit T le temps darêt T = infE : /SRK AB .
On supportsv et on écit

B) man Kik Arn) = NT

P) /Su > H-dn) + IP(T= n
, (Sus(-(n)

Or pour 1511 ,
en l'évènement [T= j] on a 15jk tra

,
et si de plus

ISulfH-relat
,

alors Kn-Sjk,v par inégalités Arrangulaire .

Par indépendance et l'inégalité de Markov
,

P)T=

j , (Sn-Sjk(a) = P(T=j) +(1n -j>)I
-

-H(T=j)([])

On conclut
que
5) max Kil > Ir) <DSUnk (t-)m) + *(Ten),

13i[n

d'où le résultat
N



On commence par quelques notations .

Soit CXilis, des va. iid dan P telles queEXTo

et Cov(X1) = Il
,

la matrice identité dem P. On pore So = 0
, Su = X

,
+... + X

pour s/

et
par interpolation linéaire Se = (1-(73) Sies + Et3 Sit point, 0 . Enfin,

pou us
i

1

,
on pose S = Le ,

E
,

0 , de sorte
que
s'eten

variable aléatoire à valeur dans 6 (1+, RP)

Théorème(Dasker) La suite S' converge en loi dans /(RA
,A) vas un processus (BE),

appelé mouvement brainien standard de dimension d. Sa la ent caractérisée
par

le fait

que pour
tout o = to <411 - --Xtr ,

les variables aléatoires (BE-BE1isk sont

indépendantes , respectivement de la gensionne
NCO

, CAPEd

Premie : Etapeliconvergence des fidi

Or fine o = to st , c .... str . D'aprè le TCL
,

(Sintik), (NNN

où N
. N Sont It et Ni est de loi NC O

,CId) .

Par
image continue,

( :2k)c (N
,N,tN ...., NtNr)

2

Cour enlever les parties entière ,
on remarque que /S-,

qui comerge en probabilité vous O a t fixé .

Dans (S-Skir) 0

Por le lemme de Slutsky ,
on en déduit que

(Sik, (N
, NitN ..., Nit-N

e qui montre la convergence des fidi



-

Etapeztenoe
fier que

KNI
,
les restriction (Starclus, sont tendeus.

Pour

simplifier les notations ,
on le fait pour N = (le cas général étant identique) .

Avec des hypothèses de moment supplémentaires,
on peututilise le critère de Kolmagorav

Dans le cas général , on va montrer que

45
,>0 ,700 ,

Fetan , limmp) eup Isky)t = S ? (t + 5(1)

en utilisant l'inégalité maximale de Skarokhod

⑳ Pour cela
, on remarque

d'abord
que pour

octs1
,
o +11 ,

septolSus-Suil-2 mass ISinti-Sants
o(i < (nG) + 2

En effet, on écrit ISus-SuelISus-Sintsl + ISne-Suns) -

D'une
part , ISue-Sints)(Snest-Scnes) ()Sunes + m

: ouail décit un sequent)

D'autre part ,
(Sus-Sunsl-mass (1Scuss-Scurs) Senssen-Sunzel)

car (Sinssuior) décit un segnent

Comme (ns + <Lnt) + 120) + 2
,

on en déduit l'inégalité désirée

③ Aimi
, Fyzo, Viebais ,

Feeto
, 1 ,

N)empky) =
> P)marecnost2/Scresti-SunesKy (2)
= #) mare (Sil() vent)1

_71 (n5)+ 2

2) -w) d'apin l'inégalité de
Skorokhod

,
car EtIXP] = d

.



DaprähTS),

linmpBr Sky) + 20) (N1zak * + E -

*)I Or BINSO
,Fa, a) décroit exponentiellement vite quands. Donc on

peut trouao tel
que t limmpPsur S - Sky) = 5

-

I GrollaireSoitdeverbeautorielleaNotoma
= ExiA

Pave : Ennotant sSt pomot ,
ona (

d'après le théorème de Dursber
,

où [Beloca est un movement brownien standard
.

Prinquetup S = max Si et que tup:, R-
o in
8 supf

continue
,
le résultat s'ensuit en utilisant le fuit que

S By Bi Ca qu'on peut voir au le
principe

de reflexionf

Une propriété du "continu" (loi explicite desuBE a été utilise pour
obtenir

un résultat asymptotique dans le discret l fonction de répartition deman Sur
Dans les deux exemple suivants, c'et un résultat du discut, passant à la

limite
, qui permet d'obtenir une information intéressante sur le mouvement

brownien
-



hoide l'encaise

Thoreme Sat (BE
oxes

un mouvement brounion standard.On
pose

T = emptetq1] : Be = 03 .

Alors Ta
pour demitése Foce , ou ,

de façon

équivalents PCTEE) = Faccir(vE) pour o/ -

Preme : E/ On pos Su = Xi+ - -.+ Xu avec (Xilis, lidtq W(X ,
= Ill= et

-

on note Tan = mas Sockezn : Sp =03 - Montrons queen vademnité Roc
Pou -jam ,

on a NITzn = 2j) = () Szj =0) (3 , 70 , . . .

., Seir-y #0)

Or VK21
, 15 (S,

70
, -.., SyrFo) = 1)S2r = 0) .

(X)

Démontrons cette identité surprenante par un joliargument combinatoire

Tout d'abord
,

NS,0 ,
---

, Sar *d = 2 S,01 --

, S2030

= 2x + 5(Sp, 0
,
.. -

, Sar-k, 0) en changeant
l'origine du repère en (1

, 1

= (5) S
,

0
,

--

y Sar, 0) (par parités, Ser, OES Sur >0)

Construisons maintenant une bijection entre chemins s
, ... Sabl tels que

Sar = o et Spa-- ,Sano concatère
6

.deaveloy - O o

ea E

&

↑ 2ki·
⑧

nouvelle ⑨ ⑳

· 00

Origine a.....-------------

↑
On prend la partie avant le premier instant on l'infirm ent atteint. Quelenlève

et on fait une symetrie d'axe (OG)- On la concatère à drate de ce qui resta
(partie bleue

et ou place l'origine du repare au ser point de la partie bluens af figure



Aprè transformation, on obtient un chemin tel
que S, 0, -- Sar, o

On vérifie que
d'ent une bijection /la transformation inves se décrit aisément

Ceci mate (8)

Aimi
,
B(T= 2 ; 1 = N)S2j = 0) (5) Szcry =0)

Or NSzr =0 =(2)
+

-

r -13 Vi

Donc PCTan = (2cns) no inen pour
occC 1

.

Caci implique le résultat lexo
,

ou ef cours 7 la semaine prochaine : um théorème

local limite implique une corvergence en loi)

#Pour feb=/[1 ,
Ad

,

sort T(f) = Supteta, i : 81 = 03.On we

peut pas directement appliques le théorteme de Donsken carT n'eut pas
continue

.

(prence par exemple In(a=E pour <21 : o =T(fu)< +(d) = 1)

Mais on vérifie que
si O n'at pas une valeur de min ou max local

,
alors T et continu en fi

Par ailleurs
, ps

O n'at pas une valeur de min au max local d'un avement bronnier

D'aprè le the de Danker
, (tot) B

,
don T)(xt : 1))(i, + (B)

Con utilise le fait que si XnE, X et si fatps continu en X
,

alors g(xn) (, g(x)

-

Lorollaire Si (Xilis
,

sont ind avec EtX ,]= 0 et EIX]e50
,
02

,
elor,

4) mas [0kn : Sp =03t) acsiv(E) pour
oct .

a Sp = X
,
+... + Xk-



3)Théorème de Lévy
Soit CBEA

o
un mouvement bronnier et ISB l'infirm courant

Théorme King) Ona (Be-Ie, CIBAIE,
Pave : Soit (Xilis

,
de va. ind byCXFER = 112

,
on

pose Su = X+...+ Xn et In =mins
(Su) (Su-Inin>,

·o ->
⑧ er e ⑳

E

a

⑳

⑧ ⑧ be 0 ⑳

Si on regarde les probas de tromition de Su-In et celles de ISul
,

con voit que ce sont les

mêmes en dehors de l'état 0
,

où Sn-In peut rester voincé avec proba 112.

Qu note On = #E In-1iSK-Fr # Sai-Fri le nombre de
pas "effectifs"

de (Sprico Jusqu'au temps m , et o = infEs : D = +3 son "inrese"
.

Alors

(Sai-Fa)(Su
Mai d'après le théorème de Dousker LSnea (BEEo
Pour contrôler On

,
on vérifie que In-Inlus,

sut une chaine de Markov récurrente

P- S

->
0

.

nulla (7 meme invariantes) ,
de sortequeSpiro n

On
en déduit aisément que (E,0) As CHE, o

, puis que

(SF) (BF (détails laissés en ex

On en conduct
que (Ba-IE)

E CIBEle
t

,0

-



I heport brownien

Pen : 1) Définition du part brownien

2) Le théorème laul limite

3) Convergence ver le part brarier (Dauber conditionné)

1) Définition du pout brownier
Soit (Be

ass
un movement brownien standard

Définition/Théorème Lorsque Eto
,
la loi de (Bsoass ,

sachant
que GIBsIE converge en loi

vous une messs de probabilité No au SCTO
, 1 , R) , appelée los du port bronnier. Par aillus

,
la los de

(Bs-sBilosse) estto

Informellement, le part brommier ent (Beloses Sachant B
.

= 0

"

Prave : El: On pose
b

,
= B

,
-sB

, pour
011 . Ou vérifie d'abord

que (bloss BI .

Puisque (1bslocs , Bil est un vecteur gousion,
il suffit de vérifier que XsEz,3, Carlbs

, Bo

Pour cela
,

on calade Cov(bs
, Bil = El (Bs-sB i) Bi] = Et BsB , J - S = Et B

, (B
,

- Bs) + Bj] - S

= lETBJETB - Bs] + s - s = 0
-

#2 : Soit F :DStar
,
M) -Plipschitzieme barne . On notepfl Da domité de B

#F(B: /IB2)= EFbtBioI
=pa Spide #t F(b + s : o = sx)]

Ainsi
,

IETF(Bs :OS-1)/IBI-2) -TF(b : 05[D)[ SPEFbcioSi
- E[F(bs : 0 (1)]

-> O
car Flipschitzienne2 + 0

s



Proposition La los du port bronnier ent caractérisée par la relation suivante d'absolue

continuité : Pour o st1 et F : (50
, 1 , 1) ->R continue bannée ou mesmables

,
o

EtF(bs : 02s(t)] = ELF (Bs : o>) ]
Preuve Il suffit demontrer le résultat pour F : CCEO

,
D ,RI -IR continue bonée (oren déduit-

le résultat pour F= La avec A fermé por approximation , puis F = 1A avec Aborétien par classe monotone,

puis Fétagée par
livéarité, etsufin F30 mesmable par approximation et convergence monotone

On pore Wr = Bern-Be
,

de sorte
que (Wulon +

ent un MB indépendantde Bulosmet

AlorsETF(Bs : oct)/IBia] =
- ETF(Bg : osee) &SIBe + w

= c < s]]P((BE)

F(B:)--

-EF(B:ott- +(0]
- Bt - E

Or it Spicalde o pilos etB p -t(x)daTp -t(- Bt) -

De plan , pis étent borné,placs Il ple

Por
convergence dominé,ET FJBs : 07)/IBIG] ETFIB:

Come ausi EtF(Bs :S)/IBE] ETF(bi0)) ,
on en déduit le résultat

-

2) Le théorème local limite

Lemme Soit R, l entier , pour neists soit (2) une suita de réaliso ra+ 1 . On
n

- 13

comidive une variable aléatoire (Xm ....,X) valum dan B by F( , ...R,

did...) (Xn
,

.
.

.,X) = (x , di) . ...,Las) PC ...,
ta)

où to est une demité de probabilité sur Pe

Alors(....,) X ,
on X a demité



Pre : On va utiliser le leurne de Schaffé (f Juille Il : si Xn a pour
demnité fu sur et

sifs8 ave fdomité de probe,
alors Xn, X avec X à densitéf

Sort (Ye ...., y) une va. de darité Int,) = En ... P)(X] ,
.

- -

,
X) = (LX

,d) ---, )) su se

et sait (Zni.: z) = (LnYn] , ...., LY)) , qui a
la même loi

que (Xn , ...,X)

Puisque Pu-> P ,
(Ye' .

.

.

., Yn) Fix et comme 1Ym-E Vision ,

on en déduit le résultat
-

Définition Une variable aléatoire X réelle est dire lace s'il existe berethektq(Xb +hz) =

Le plus grand tel h est appelé le span de X Cl fait qu'il soit bien défini provient du lesme ci-dessous

S'il vaut 1
,

on dit
que

X estapériodique-

Exemple Si P(X = 1) = P(X = -1)
,

X a pour span

Lemme Soit X va
.

réelle

(1) X est lattice sei JER
*

↳ 10(t) / =1

(2) X a pour spanho es 1P) = let 19/1 pour teso,

Preue : (1) Si P(XEb +h2) = 1
, alors IP(E = 1

,
desorte

que
#Fe***J = 1 et

Ite**/ = /c
**

1 = 1

Réciproquement, si ($(70)1= 1 pour ter*, Suite 19 PH)=e .
Alors #[ eiltox-aly = 1

Donc #Icos(tox-al] = 1
.

Comme cos11
,

on en déduit que pos cos(toX-a) =1

Donc
p

.stox-aE2
,
donc P(X2) = 1

.

(2) La precue de (1) montre
que 5bER ethso da B(Xbth) = 1 sei 19

d'où le résultat

-



#éorène (local limite) Sort (Xili
,

des va réelles ind a périodiques à valeur dan 2 ty a = #[Xi] et

o2 = EtX] -Et ,3 + 30
,
05

.
On note Su = X

,
+... + Xm

.

Alors

emp/Su = b) - En expl-t0
REZ

Prene : Posons X:= Xi-a,
Sin = Sn-an .

On mote y(f) = EteiX]

Pinspe Eten=Suj) ,
il vient=P

pour
Re- an

Ainsi, neR étant choisi de sorte que no rn-ane

ok(se = mor)= 15

Main

Fuerte
Ainsi, en fixant ALO et 05111

, pour
n

assez grand

lort/Se = moral- CHIGHy(

avec I ,= (4-,
A < 1t)) 200

Is=St , F=et

On ma Faso fixé , ou peut trower ASO et ocEI tq pour nass grand Fil < d'
pour 15 :14.

On écret y(t) = -E + Ey(t) avec plo = o ety continue - (*)

Pour le var
,

ou peut utiliser l'inégalité le-Zk/min)
(ftenna 3

. 3
.

19 das Dunett
, Probability theory and exempler , 5th Ed),

qui implique (4(t) -1-E8121A #Imin(111(X1
, 2x2)]

-
->o

per convergence dominée(+

Aau .
On peut écrive I= Salu, et avos 18,

(1) + Et pour
tout Me

,
tel - A

, AT
,
23

, 1

ettup1f, l0 par

Por
convergence domió ,

Faso
,
11-0 uniformémenten s



TIn On a lFy2tet
Is Per apériodicità ,

1 P1HI1
pour

tout octait .

Il existe donc0 ty /Plate

pour
tout 20171 Hora

,
de sorte

que

113) 2 Sdo
Posi=2 On montre

que (416)1 <expl-Ea) pour turey petit.
Par (x) , 141 = P()) = 11 - E +() (1-t)) = 1

-
02 + o(t) ,

et dans (P(E)) = 1- + oE) , plai le résultat par le DL de expeno

Soh

Aimi
,

si aso

entchoinsuflamentpetit112)2S
Lei conclutla

presen

Corollaire Sans leshypothèses du théorème local limite, en supposant #EX1 =0
,

on

(1) (Su=~nan* c

(2)7qXn> 1
,
F

,
1
,
D(S = R)<

(3) en u) est une suite dentier tyrecet, alors

vo IPISuch)-
n-1

Remarque Il ent possible de montrer l'amélioration suivante Cutile
pour

III
grandi

hp
man (1,amo-p)-/

1f Principles of RandomWalk , Spitzer (Chop #
,

Sect
,

P10)



3) Convergence vas le port bronnier
On rappelle la notationPfa
Théorème (Danser conditionna Soit (Xilis

,
des variables aléatoires vid. a valun dans

a periodiques

telles
que

EtX1] = 0 et o = EtX]e30
,
37.

Q
pose Su = X+X et on définit Sy par interpolation linéaire .

Alors

(nt : ot) Sous 5 /Sud Ce

Reque l'epériodicité implique que
NSu =00 pour

tout ~

assey grandsconcquenaet
par ex)

Pre : Expli convergence sur to
, s) avec os fixé.

Soit F : b(t0
,

S
,
R) -> R continue barnée

.

Alors

[F)0)( =0 =EtFotes)Si)] , a (k =S = b)

D'aprè le théorème de représentation de Skorohod
, on peut supposer que

(Stos) (B:
En utilisait le théorème local limite

,
on obtient

1)70 Aq Krsl
, -Sta Car le cool et de a

page présidente(

2) psMa =B )
. Car lecolas

Par
convergence dominée ,

ou conduct que

#F)Stots)(SEFBT = EF(b, oct -x)] -

Etape2 : Convergence des fidi sur 70
, 12

Ceci provient de l'étape 1 Cavec le fait que en tel les 2
processus

valent O



3 : Tension sur 70
, 1

On utilise un argument de renversement du temps i

en posant = Su-Sui ,
on a clairement (Silocion (*)

opien

et cette égalité en la reste vraie sachant Su = 0.

On en déduit
que

sachant Su = 0,

=:(
=(Ino:

ave T part bronnien indépendant de b.

Ou
en déduit

que
S' et S' sont tendus

,
et du fuit que por oct,

w)Intoc) , ) = mas)wS", o ,
wS"l s

on conclut
que (Int : 01) saus B) . (Sud est tende

N



#Quelquesmots sur les processus discontinues
:

L'espace de Skorokhod

On note D (ou D(51 , MY) elensemble des fonctio x : 20 , 13 - R qui sont

-

continues à droite (V+ 1
,

ve(tH) =-
him x(s) = xz)
Sit

- ayout des limites à gauche (Vt21 , x(t-) = lime(s)
347

Pour ED
,

on dit que rest radlag et ou vote Ax(t) = x(t-u)() (0S( -)

et Dx(0) = 0
.

Les fonchou/processus cadlig apparaissent naturellement en probabilités :

- fonctions de repartition
- Processus de Poisson

-

process de Léry (cadlag à accroissements stationnaita et indépendants) , qui

apparaissent notamment dansl'extension du thm de Donster à certaines ma de variano s

-Toute martingale % à une filtration complete et cad admet une modif cadlog

AID
,
(1110) est un

espace
de Banache

,
mais il n'eut peres séparable

(prendre ce = 1er
,

: 1-10 = 1 poumev)

-> il faut chercher
une autre topologie sur

Plan : 1)Propriétés de base

2)Topologie de Skorohod (51) ser D a) ID(M+, 19)

Convergence etroitedatere1) Critères de tension

5) Compléments facultatifs-



References isBillingsley , Emergences of probabilityincassen
,

and Ed

· Jacod-Skirnev
,
himit theorems for sto chartic

process
.(Chap VI

· Kallenberg ,
Foundations ofModern Probability ,

Ind Ed.

Remarque On se place dans DCTO , 13
,
RP) pour simplifier, mais ce qui suit

s'adepte sans sovies au cas de D([01)
,
5) avec (S , d) polonais

1) Propriétés de base

Ex : Soit Mil , un émunération des rationnels de 2015 . Ora re res E

Por Soit Cet

1) (a,
# 3+ + 50

, 13
,
/Dx(t)k53x

2) Et to
, 1] : DxIE) #03 ent dénombrable

3se est bornée

') se est lin uniforme de fonchous en escalier

#proue : 1) Si le #entx
,

ou prend une suite s (fr) deda . Quitte à extraire
, on

suppose
tret. On distingue les deux cas thut

,
best pour une contradiction

2) Ok
par 1)

3) Par l'absende
: si lostrik m

,
on extrait In -> t avec (ful monotons et

on obtient mass (((t)) ,
(vit-(1) = 0

,
absund

4) Or introduct w(
,
Al = sup(xt-us)) pour ACTO

,
1. Qu utilise alors :

SteA

femme Faso,
70 = tock)---str = / by mas wh, Etitin[) -d .

· Pir-1



&preuve: Soitazo. On note T = sup[tetQ1 : 70= toct
,

c ---v = t
, mas (v

,
[

,
mi) 23]↳

Alors ad =Uot) = T30 , a(t) existe => h sup est atteint ,
re(T) = x(T + ) =/S est impossible

[iv-

-

On conclut en prenant un= estil Key , [se
50

1 15 et Ces

~

On définit alors le module de continuité modifié" :

#don Pour vita-Met 50
,

on pose
wil

,
d) = inf more wa

, titit)
210i1r- 1

o =tot ... - C tr = 1

ty 1 tit-fil o

Exemple : Soit seneBarg -

Alors wiren
, 5) = 0 si Je

= nsi8E

Proposition Scient u
,y : 50

, 13+ R.

1) x = DEL w(x
, d) 0 (a rapproche de se continu El w(

, 01-0
2) wi(x

,
d) < 2(( - y 11y + wisy, 0)

3) SicCED
,
870

,
(a) w(

,
o) <w(

, 20)

(b) w(
, i) < 2 wi(

,
0) + tup (Dxst)

0 = + = /

Prene laissée en exo (on a depu vu = pour il) , of Billingsley p 123



2)Topologie de Skorokhod (TI) a ID

Deux fonction se et
y
sont proches pour la norme uniforme si le graphe de act peut

être modifié en clui de ySt par une petite perturbation des ordonnée, engardant
les abaisses fixées .

DanD
,

ou va aussi permettre una petite déformation temporelle

I Definition
In changement de temps et une fonction 1 : 91 -5917 by

Nazo
,
x= 1

,
↓ ent strictement croissants et continue .

On note = Echangements de temps e

finition Sortcine D, ED
.

On dit
que sen-au seus de Skorohod si

Vu
,

1
, 5 the by In-Idlly-o et llanot-celly to oull-cotell-o

no
de manière(On mote au équivalente

un sch Yu Y

Exemples ---

-- 1-

i
--

- -

" - T E
x D

anXxx

Remarqve
Pour An

,
TEM

,
In-Alle -0 ES In converge simplement (thn de Dini)

Remaque : Si on

pors , pour vyED,
dsky) = inf max (N-Ely , 118201-y1)

↓t 1

ou vérifie que de est une distance sur I qui métrise la notion de

convergence précédente, et
que

(ID
, ds) est un espace métrique séparable

I) (D
,
ds) n'est

pas une topologie d'espace vectoriel normé : si ven =Ro
D Kut

or a Un mais Un +u * 2x 2x

2 2 2=2

On vérifie cependant que si vente
&

-C

D I iet yuky aves y continue ,
alors cntyn-hty i'



Pour teta
, 1)

,
on not Te : D -> R

x + x(t)

Prop(exemples de fonctionnelles continues
1) ser Hallo est continue pour de

2)<Sp /Dat) est continue poudd on

3) To et #T
, sont continues

4) Soit teJa15 .Te est continue en toute fonction se continue ent.

5) Soit J: De Re continue
.

2 #So'8(s) de ent continue pour d

Preuve : Soit car
,
et Ine1 hy venoteE et In Id

.

-

1) On a

((kully-Hally) = (1knotully-lely/Ell Unotn-vlla-> 0

2) On a IDutil = (vit)-velt-1) 131lx1y ,
et perisqueet IDuEll

= sup /DCnotust)
0[(c)

1Sup - emp (D) p Icon-clIknotulo
t(ta1] reto, 1]

3) ce provient du fait que pour
tout XE1 on a X(d= 0 etX(I)=

1) Or écit

(xn(t) - x(t)) < 11n- cofully + kothie - -(e)) -+ 0

n -7

par
continuité de ent

5) Soit cen* .

Comme supliallyVally< D
,

on peut supposer f bonne.

Posore Du = SETQ7 ,
DucH) +03 ,

décombrable
·

Alors

S8(un(t)dt =S(t)1 t(Dr
dt. On condut

par convergence
- domine

2> f(x(H)1 + E 4
n

+1

-



Remarques En général les fonction fists aff ,
faire ve w'(

,
5) efficiesupDxpare

ocabal ve sont per continues (bien que arsw(
,d) ent continu pour ecto

, 136)

Por exemple ,
si = Ro

,Gr etczj ,
Un, mai de(d)= 1 * ac=0,

w(in
,
a)= 0 * wi(x

, 5) = 1 et un(d)-culi - (= 0 * x(8) - x(0 -1) = 1

Q peut cependant montra que La est seri continue inférieurement et que

83 est semic continue supérieurement

Exemple Soit Un = Ro,]
.

Si ou comidire Ini·Ou voit quelon ,analin
En particulier , (an)

ent de Lauchy mais ne converge pas
(la saule

limite possible ent la fonction mulle) .

Airi
,
(D , &S) n'eut per complet .

Cependant :

Théorie Il existe une distance d sur D telle que
les topologies engendrées por

Det d's sont les mêmer
,
et (D ,

d's) est complet .

& Billingsley ,
Theorem 12 .

2.



3) Convergence étroite dans D
Proposition La tribu product sur DC plus petite tribu rendant les applicationItce

mesurables) est la tribu boralienne de CD
, ds)

t + 1/p

Le fuit que#e
soit memable provient du fait queP : C1pS, son et

continue
,
donc menable

, pir que IT = limTTP par continuité à droite
p-s

Pour montres
que

la tribu borélicure de (D , ds) est incluse da le

tribu product, on procède un peu coure dans le cas continu

Remarque La tribu product est ausi le plus petite tribu rendant mesmable Re

applications (Ter on DC [0
, 17 dense contenant 1.

En effet , It=lim is (ponctuelletse

Ainsi, les fidi caractérisent les messes de M,CID) . Cependant
D La cr des fidi n'eut pas impliquée par la su en la I ETE ne sont

pas continus

Definition Soit X via dans ID. On dit que te[Q, 1] est un point de discontinuité

fin de X si B)IDXK0)30. On note Dx l'ensemble de ces points .

Prop Si X via dan D
,
Dx est au plus dénombrable

Idédepremi
monter

que Vo,DStix+



Théorème Soit XY
,
XED des via . Alors X, X s si

(i)XX en dehors de DXISR ,
ie FE .

--

,
tr50, 151 Dyusis

(x
1

-

- -

,X)( (X +, 1
.

-

., X(R)
(ii) (XV) est tendue dom M , (D)

Prene : Et (ii) provient de them de Prokhara

Pour (i)
, on remarque quemiteDx ,

alors By/oM) ps ,
#t est continuence

D Por le them de Prokhorov
,
i suffit de ma si X4Z, y,

alors X= Y.
Pour cela

,par
(il

,
on a

que
X et y out les fidi multa ,/DxO Dy10513

et out donc même loi



4) Critères de tension

L'analogue du théorème d'Arzela-Ascoli dansDenti
Théorème Une Famille (FCD ent relativement compacte sui

(1) Sup Ibally *

E

G) 750
,
750

, sup Will,da

xEF

Comme
pour les fonctions continuer, on en déduit

Théorème Soit (Xns
,

de via de D est tenden ssi

(1) (IIXIb)n,,
est tendue dan

(2) Va
,20

,
750

, limmp pu(X, ) >y)

Remarque : Ou ne peut pos remplacer c) par (0)ns, ent tende
"

comme dan 650
, 1), ASP) , prenche per exemple X" = n &

[W ,1]
avec L uniforme su 20

, 1]

On peut rependent démontres que lors que (2) est vérifie,
(1) ED (11) Es (1) avec

(i)et (11) définis pari
(1) 7Tc50 , 13 dense contenant 1 tqUEET , (*(t)

n,
est ten de

12") (* Collm
,
et (exp(AXH)//n>, sont tendues.

(f Billingsley p(40)

*plication : Soit (Wils, des va ind eniformes sur [0
, 13 et 10. On

pose pourta

Xum ·
Alors (X*

o
* (NElozes

,
of N'est en proces

de Poisson d'internitét



#de preuve i · fidi(N n'a
pas

de discontinuités fixe) .

Soit oct,. -- trEl

Alors les (X-X) sont au fixa ,
de loi Bin (Lutit-Lutil ( ) Fib(inti)).

·anion 11 X"Ils Bin/1 , A) converge en loi, donc ent tender

- contrôle de w'(X"
,
0).

On
me limmp PC~Ascents de X espaces dev plus de 5) -> 0

,
ce qui suffit car

n +0 An(d) 5- o

Ew(Xy
,
5) >y3CAn(d).

Pour la on regende BCAn(a) (X = k).

Sachant X=R , les sauts de X sont un si ensemble uniforme à

↳ éléments de Et ,,...-
Si on a deux sants espacés de moins de 5

, con peut rative un tel sant

qui est la plus à droite
,
et
marquer

le sant à distance z d le plus proche
Cla permet de voir que choixde rs hoixmarquéout den saut i distanceen

↓ ↓ T âsa droite

PCAn(8) IX= R) -
>

(chs
R Capra calcul).

Aimni
, PCAy(Ol)EtBin(, ) =R) CG,

d'où le résultat.
-

On conclut
par plusieurs autres vitères de Pension

.

Se
premier

est un équivalent du sitare de Kolmogorov C ef Billingsly,Theorem 13. 5)

Théorème (critère de Billingsly) Soit (XIn, une suita de via. dans D . Om

suppose que :

(1) (IIXIls) na ,
ent tendue



(2) Il existe a
,
60 et une fonction croissante F : 50, 13 -> Ra telle que

1 +b
Fr> 1 , F messe

,
El (x (t) - XY (s() Xis) -X()](F(H-F()

(3) Va0,

hin limeup (BIx(x) +-xck)

Remarques: la condition (3) et nécéssuive : prendre per exemple X= 170,t
· La condition 13) est satisfaite si pour un certaine XEID

,

XnEX au sus des fidi sur 50
,
131 Dy et si X est

ps continuent

On conclut
par

le critère d'Aldous
, partialièrement utile pour des marches

aléatoires on plus généralement des martingales .

Pour XED
,

on mote (Foces ,
sa filtration naturelle. On note

↑ = { temps d'arrêt pour F qui sont p3

Théorème (Aldovs) On suppose que
(1) (11X Ils)n>

,

est tendue

(2) Faitehuxo
,
Faite (tuler"

,
1

nthun
- X) # 0.

Alors (XIn
,
est tende

C por exemple Kallenberg ,
Theorem 16

.

11
pour

une peuve



Ce thesoreune permet par exemple de démontren le résultat spectaculaire
suivant :

Théorème Soit (Milin, desva ta Krsl , (Xils, sont ind. On pose

S = XY +... +X et on suppose qu'il existe une suite mus dentiers

La S courage en loi vees une limita notre X .

Alorset existe (Xoct ED à accroissements stationaires

et indépendants (ie un processus
de Lévy) tel que X, X et

(Simts :<(1) () (Xeoste/

1 Kallenberg ,
Theorem 16 . 14)

Si (Xilis
,
sont vid centrés de variance finie, en prenant X=

etmn =n
,
c'est essentiellement le théorème de Dousker



5)Compléments facultatifs
a) D(R+, R)

Qu note Dm = D)[Qm2 ,
RP)

, meo et de le distance de Skorokhod

notwellement définie dessus

Soit Da = D([0,
XI

, RP)

Def On dit que centes u si FnC
,

1
, 7 In E1s = Shomdomorphismes

croissants de R+ dos R +B by
1) In-Folly-> o

n+x

2) Fm>
,

1
,
11 (enotu-v) Azamally -> O

n+7

Ax-> Dm

D c + V10m] net pas continue dons Do (Liv a ren

sautenm)
PoPour définir une distance do ty do Com ,

alto sai ven,

on introductmal le fonction Gulti
mm + 1

et on pose poury +Ay :

&
g Syl=&Algar, Eny le

2m

et ou vérific que (Da ,
do) est polonais

Critères de tension : On remplace w' par desWi , ma,

on wink ,
5) = inf w(r

, [tytixt)
0 = to (t ,

c - - -(tr = m

Itin-ti > &

pouir- E Billingsly, Section 16]



b) (- tension

On
remarque que

6 = 6/50
, 1

,
R) est un formé de D ,

car d'et

EuED : sup (Bull = 03
ut)

Définitionwere suite (XV) de va de D ent dite C-rendue n'ells ent

tendue don D CD-tendue et si
toute valeur d'adhérence ent partie pas

6
.

(ie siX X
,
alors P(X(8) = 1)

Proposition Soit X2 ,
X den va dan Dry X

*EX. On suppose

quetupl · Alors pXE]

28 Billingsley, theorem 13 .
4

p
142

Théorème Sort (X) une suite de va de D
. Elle ent 2-rendue

si (1) (Xlns ,
ent tende dom

(2) Ve,20 ,
750

, limmp P(w(x(y

I Billingsley , Corolley p 142

Q en déduit aisément une version cadlig lu théorème de Donskeri
Si (Xilis

,
sort ind,

,
centres

,
de variance o E30,

1 t
, en notant

Su = Xi + --- + Xu
,

on a

(not) (Beiot,
o la

convergence a lieu en loi dans D



c) Processus ponctule
Dans le cas des processus portual, les convergence des fidi

implique la convergence en lai

Théorème On note De l'ensemble des fonction de comptage sur 70 , 1 , ie

des fanctionclig,

a voleurs dans croissantes,
doubles sauts valent 1 aux

points de discontinuités. Soit X" ,
X via a valaus dans De

Alors X Lj X moi 7 TCEQ, 13 dénombrable dense te
Vt --

,Cet, (X* 1 --

>
X*p) Lois (X1 --

> Xze)
(of Billingsley, then 12

. 6)

d) Autres topologies
Nous avous considéré la topologie de Skonokhod J I surSIQ, B, R) ,

mais il en existe

trois autres 152 ,
M

, Mal pour lesquels les convergences suivantes
out lieu

, ave x = Acti <
an=- )

bu= -ti
1 -

C

· in ·in ·n in in
51 M

, pas Ji , posta Ja
, passi , Pas M. Me

, pas 52 , pas M
,

pa-

Of W .
Whitt

,
Stochastic proces limits, Chap 11 . 5



# Messues aléatoires de Poisson
-

Un des objectifs est de définir une notion de pluie dans un espace asez general ,

où les gouttes avivant indépendement et racement sclon une repartition décrite per
une menue p . Lorsque u est infinie , l'expression un point choisi au hasand

selon qu' n'a pas vraiment de sens . Mais on va pomoir
donnen un sens a

"une infinité de pants choisis sclone" à traver les mesures aléatoires de

Poisson Con verra que
les lois de Poisson apparaissent naturellement)

Plan : 1) Rappels sur les lois de Poisson
2) Mesures aléatoires de Poisson
3) Points multiples
/Formules de Combell-
· pransformation de nuages passonieus

wages
de Poisson avec paramétra temporel .

7) Formule de Pulm

Références .

· Kingman ,
Poisson processes

· Last
,
Perrose

, Lectures on the Poisson process

1) Rappels sur les lois de Poisson
Pour +Et0

,
02 , on dit qu'une va X à valus dans NUS+3 sit un

loi de Poisson de paramètre X
,
et on note X PSX) si

· Pour to
,

X =ops

· Pom += 0
,

X= A pS

· Pour octo
,
N)X = k) =et pou,

On a El
**

] = exp)-X(1-en() pour
us 0 (avec la conventionx y =0)

Les deux propriétés suivantes seront très utiles



Proposition
· [Superposition] Si Hilicy ent une famille au plus dénombrable de 50

, 13 et (Xilizz des va

indépendantes avec XiNPAi)
,
alors Zi ~ PCZti)

· Iraréfection] Soit XNP(X) avec teto
,3) .

Suit(Walk ,
des vo iid

.

à

Valeus dans N indépendantes de X avec PSVm=il = Pi pour is
,

1 .

Alors

Es via
. XiFi pour

ix) sont indépendantes et Xi+ pi
Lavecoxb = 0)

La
peus, pourcent tra faite en utilisant les fonctions caractéristique

est laissés en exercice.

2) Mesures aléatoires de Poisson
On se place dans le cade assez général d'un espace

mercie
(E

,
E) .

Def On note Ms(E) l'ensemble des mesmes que sur E powant tra aciles

sous le forme ↑=Mi avec I dénombrable et pi mesure finie .

Les éléments de MSCE) sontappelés mesures s-finies

Ex Une messe o- finie est s finie, mai le réciproque ent fausse

(prends M=) . L'avantage de travailler avec USCE) est la

stabilité
per somme dénombrable (pas le cas des mesures -finies

Remarque Or peut vérific que les théorèmes de Fubini s'appliquent pour des messes s-finies en utilisation

le théorème de
convergence monotone (f Theorem A

. B dans Last al Perrose)

Def On note Matom(E) l'ensemble des sonnes désnombrables d'atomes de la forme

Zei au I dénombrable et(i



On mimit MatzmCEl de la plus petite tribu rendant meriables les

application Murom(E) -> NU3 + 03 pour
tout At E

m + M(A)

Exemples) N : 2+ Maron(E) etune vo sei FACE
, FRxO , ENCA) =R3 est menuable

(co ENCA) =03 = (ENCAIR3)Y
2) PourceE

,
EtMatonCE) est resurable
x- Ex

3) PourAtE
,

Matom(E) -> Matom(E) est mesurable
,

où Mis
est défini

M #- MIA

par MA(B)=MANB) pour BEE

Avant de donner les définition de mesure aléatoire de Poisson
,

une motivation

si on vent définir ca placieuniforme sur P,
il at naturel de discrétiser

R2 : et de choisir un point dans chaque cellule indépendamment
E

E
avec probabilité 1

ne

Alors le nombre de points qui tombant dans une région A et Bin(AreAl
,a)

quiin en la ven PCAieSAl), et le nombre de points qui tombent dans des régions

disjointes sont indépendants

Définition Soit (E, E) espace
mesméet que finie sur E . Une messe alelatoire de Poisson

Con
nuage poissonien) d'intermité pu ent une variable aléatoi N a valai

dans Matom(E) telle que
① VAEBIE)

, NCAIvP(MCA)

② Si (Ailsism ent une famille de parties meserables disjointes de E,

alors les va (NCAill isk Sont indépendantes



Remardes: · Presque vivement, NIA) =-ES M(A) = -

· si les singletars sont mesurables dans E ,
si plausko, P(N)[43)L- 2) < 0.

· ET éANIA] = =M(A)(1-et)

Theorime Pan toute mesue pet MSCEI , il existe un mage poissonien

d'internitéqu unique en loi dans MatamCEl

Pour démontrer ce théorème
,

en a recours au
laue util suivant

Seme (Stabilité
par soure)

Sort CNili, une famille dénombrable de nuages poissonieus indépendants
d'intenità pi .

Alors N = Ni et un nuage poissonien
d'internité

M= Mi

Parce : Sort AEE .
Par

principe
de supposition des las de Poisson

,

N(A) ~P) MISAl)=C(u(Al)
· Si (Aj)sik sont des parties mesiables disjointes ,

les via.

(N:(Aj)(i
,

1

, 1455k
sont indépendantes. Per regroupement per prequets

on en déduit que (Ni(A ; ))jak sont independants
s

Prene de l'existence des
nuages poissoniansi d'après le lene

précédent, il suffit de traiter le cas où
qu
est une menue finie

Soit LuPCMCER et ( Xilis
,
desVia vid de loiles independantede re

On
por

M= Exi



Vérifions que
M convient . C'est bien une via .of exemple 2 page3)

Sort (Aj)1jak des parties mesurables disjointes
de E et

posar
B = (A)?. On défrit pour is,

Wi = j ei Xi Aj

E o Si XiEB

Les variables aléatoi Iilis, sont ind
, donc d'aprè le principe

de réfection pour le
lais de Poisson , les via

L

NIAj)=RXiAj =ri=
sont indépendantes et NCA P ME)MA = P(MA

-

Prene de l'unicitéen loi des nuages poissoniens
Les parties de la forme SME Matom(E) : M(Ail=R , --- ↑(Ae) = Re]
avec Ai mennable et Rix forment unT-système générateur de Matom(#) -

Or une telle partiesacuit commer union fine disjointe de parties de la

forme [MEMatan(E) : /Bil=j1. -- M(Bul = jn] (*)

aux (Bi) mesmables disjoints et jit, 0 . Ainsi une mesue de probabilité
surE est caractérisée par ses valas sur les ensembles de la forma (8) .

Dans le cas d'un mage poissonien ,
si deux mages poissonieus vérifient

Pete
,
leurs lois sontégales ser les ensembles de la forma cos ,

donc sont

les mêmes
S



Remarque La
peue précédente montre que si petsfine ,

il existe

desvariables aléatoires (Xil, àvalus danE et K à volaus dans NUS + 13

toutes indépendantes telles que

M=:
ent un musage poissonien d'intermit p Couck = 0 pssiM(E) =1)

D Les X. vont en général pas les même loi

DSi Marten mage poissonien,
en général due s'écietpas sous la forme (4) car

en général, ou ne peut pas emméer les atomes de manière mesurable.

En effet ,
soit E = 191) et supposan par

l'absurde qu'il existe des

explication mesuablesTi : Matom(El-E eth:Matan(El-> VE + 03

YMEMlarom(El , p=il
Sat ↓ la menue de Lebesque sur 50

, 12 et p= MS(51) :

Aimi u(Al = 0 viX(Alo et plAl= - sitako .

Soit M un nuage poissonien
d'intermité

p
Aimi

, FAEB)

ps MCAl = 0 ou 0 .

Ainsi 2MÊM et on vérifie que MHM .

Alors

(ICM1
,

1 CHIRMI)
is, 1

Puisque peut sous atome , Vis, 1
,

Feto, is, P)Hi(M) =x) = 0.

Par Fubin; Kitj , PHikM)=j(M) = 0.

Donc $(Fifj,Ti (IM) FIT, (2M) = 1
,

absurde.

us il faut des hypothera additionnelles de l finitede "

· Sin est un sous ensemble mesmable d'un
espace métrique

polonais ,
en notant Mon CES les mesurer finies de Natom (E),



il est possible de numéroter de mariee mesmable les utomes des

mesurer de MeTomCEs (Proposition 6-
2 dans Last & Perrose)

On en déduct que si M et un muage poissonien d'intermita

In orfinie sur Epolonais ,
alors on peut écrive

M=CM)
aves Le mesurables

,

1 of Corollary 6 - 5 dans Last al Perrose)

Toutefois :

Conséquence importante Si on souhaite démontrer une

propriété qui ne dépend que de la los de M ,
alors on peut supposer

sans perte de généralité que M est de la forme CD ci-dessu,
constructe comme dans la perme de l'existence de nuages poissoniens

Exemple (un processus de Poisson est un

nuage poissonien

Soit & et(Xili
, ,
de va ind Exp(X) .

On poseM+ Xm -

Alors Meil

un

nuage poissonien d'internité 1 de

Preve-D'après la propriété de saus mémoire de la loi exponentielle ,

les va (Mizuelis
,

sont ind
.

Il suffit donc de vérifier que

Misat Mig ent en

nuage poissonien d'internité
x 1zo

, ia) de

On sait qu'un tel mage a la la de di avec Le PoiC)I et (Wilk, vid sur 70
,

17. Vérificus que Mita,y ent de cette forme



Posous Sn = X
, +... + Xn

.

Alors

P(M(t0 , 1) = m) = 1)Su =
,

Su + 1) 1)

=Si-et
[Yi = u ,t -- + Xi]

=S BaylcynidYdyz-de en

dy .. -- dyn et=

+Soye---xy()]

= Sozy---
, yn =

dy,
... dyn et

= -

Dona M(50
, 1]) NOA).

Déterminaus la loi de CS
, - Sul sachant MCEG, C In i

El8(S
, ..., Su)(Mitrl =n] =)-je

2x
,

+ - - + ((((((+ -
- + (n + )

même tyve -->
decolas z ... ]

que juste avant =
m !Sdy,

-
- - dynf(y, ,

-

-
-

, yz)
2y,

< . -. Ynd

Aimi
,
(S

...., Su) sachant McQRIn a
la loi des statistiques d'ordre

de n va uniformes ind su tais ,
ce qui conclut

N

Proposition (Stabilité par restriction) Sort M nuage poissonien d'intermite

M. Soit (Ailizz des parties disjointes de E . Alors (Miailier sont
des
nuages poissonieus H et MA est dintermite MAI

C'est une conséquence immédiate de la définition



On en déduit le résultat suivant
, important en pratique pour se

romener au ces d'une menus d'internité finie
Corollaire Soit M une mesme aléatoires de Poisson d'internité in supposée
o-finie .

Alors on peut évire M= Mi avec (Milis
,
des

menues aléatoire de Poisson indépendantes d'internités finies
Pure : On écit E=Ai avec (Ailis

,
éléments disjoints deE de p-masse finie.

Alors M= MIAi , avec (MIAi) is
,

des mennes aléatoires de Poisson

indépendentes aux Miti d'internité MIAi , finie
-

Remarque Si pe est s-finie,
ce n'est pas clair qu'on peut décomposer M

demanièr "menuable" M= Mi avec Milix ,
meses aléatoire

de Poisson indépendentes d'intenités finies . Mais lorsque pe est o-finie,

on vient de voir que dat possible.



3)Points multiples
On suppose que ExSEE

VICEE

Les atomes d'unemesma Matan(E) ve sont par

foriement distincts .

Si M ent un mage poissonien d'intermita ,MISS3)PCS)

Donc Kaef
, plus) = 0 Es Kate ,

P(M(Em3)es1)= 1
.

On ven

fact my FACE , planT)= 0 El BIEEE
,MIEMBESIB= l sous de bonne

hypothèses garantissant la meserabilité de l'événement .

Définition On note
simple

Matom(E)= [4=Mat(E) : Rij po

Rappelas que MatanCE) estmui de la plus petite tribe pour
laquelle les MatonCEDUSSI sont mesurables pour tout AEE .

M H p(A)

# En général , l Simple (El ment
pas

une partie mesurable de Matom(E)
En effet, soit (Xilis ,

des Va ind euniformes sur [0,1 = E .

Poso

M.=n
et Mc=x .

Alors M
,
et M sont deux memes alafoira

de Poisson d'intenté s-finie pe donnée par p(A)O si XALTO avec

Si f(al=

↓ la mare de Labesque sur 20,13 . Il est s-finie con
pe=)

M
,
et Mr out même loi ,

M,MSCES et My MSim El
,
donc MSE

n'eut
pas
menumble



Une hypothès de finitude et de resurabilité sont nécessaires :

Seume On emppose que D = [(44): EJEEE
-I Alors Mimpe,SEECEME)et mesurable dansMatom

Dans : Posons Motom(F)= [MEMatom(E) : M(E) sX3 , partie mermable de MatonE)
et E : Marom(E) -> Marom (EXE).

JeH Oui,

PrisqueMmE=[EMCE) : (4) (D) = 03
,

il suffit de

vérifier que pe> E4)(D) est menuable· Pour cela, comidéron

6-5C05 :Sur( ent menuable 3

Puisque pour pe fines et A,
BEE , on a (4) (AXB)= (A) MIrI-pIAND) ·

On vérifie que l est une classe manatore
,
contenant les prenés mesurables .

Ci conclut .

(N . B. On peut demême montrer
que test mesurable)

N

Proposition On suppose que pe ento-finie que D = Elu) :E

Soit M un nuage poissonien
d'infamilia

pe
-

Alors

simple
VEE (Ex3) =0 ) ps MEMatomCEl (clent-a-dive quia

existe un évèrement A te P(A) = 1 et WEA => M(c) -Matom(F)
Ci Pest complète (cad que tout sous-ensemble d'un évèrement de proba nulle est mesmable),
c'est lors EDLME Mimp (E)) = 1

Le cas échéant, on dit que Meet sans point multiple

Don rappelle qu'en général Ne (E) n'et
pas mesable das E.



&ave : Et Supposon que p/5x5)= 0

pour non E.

Alors

absence

#Traiter d'abord le cas
pe fini .

Alors d'après le laume(MEME

I
P)MISx3(, 2) = 1-e =

c e o
,
donc BIMAM .

Si ell > 0,

ne dépend que de la loi de M
.

Armi
,

on peutsupposer que M ent construite

a partir de variables aléatoir comme don la preme
de elexistence des

mage passorias : M=xi
auss (NP(PCE)) et (Vilis ,

vid de

lor
M ,de e

Alors
por 1 citj , N(Xi = Xj) =p /E Fury Midal Meldy) = 0.

Donc(MzMimp(E)) = 1

· Dans le cas général o fini.Ai = Eaux (Ail
, disjoints etpe(AilB Vis, s

on aun que
M= MAi ,

où (Misili
,
sont des nuages poissonieus indépendant

d'intermités respectives MIAi (et donc finies) .

Soitalas &= & MiaiUn
ainsi d'aprè le cas pe fini on a PCA)=1.

De plus wet = Mus-Mime (E)
-



4) Formules de Campbell Ladditive, exponentielle
Dans toute cette partie, pelsCES est fixée et Mest un nuage

poissoniem d'intermita ,
avec un espace mesué LE, El quelconque

Théorème (formule additive (

1) (as positif) Soit f : E +1+
menuable· Alors & v.n M (8) = Spf(x) Mides) a pour

espérance TITM/81] = (Blaspelde)
2) (as intégrable) Soit J : E-R

, printégrable -

Alors la na MIS)SESMa
ent intégrable ,

et[MISI] = (flape(d)

Pre On fuit 820 comme limite croissante de forchrom étagées fui Lai
En particulier EtM(f)]= CMSAi) = pelful

Pri
, MIS)4M(8) . Donc M(8) et mesurable et par convergence

moratore [M181] = ↑(8)

2) On évit f = f'-f et ou applique es avect etf
-

Théorème (formule exponentielle
1) Clas positif) Soit J : E+R+ mesurable. On a

E =M1s)] = exp)Sude)(1-e)
2) (las integrabe) Soit J : E-R -intégrable· On a

#teM's)] = exp)SMida)(e



Preue : 1) On évit 82, 0 comme limite croissante de fonchron étages fui Lai
avec Ailis , disjoints .

Alors M(fr)= Ci NCAI) ent une combinaison linéairede vea de

Poisson I
,
et on conclut en utilisant la forme de la tranfo de La place d'une

va de Poisson

et convergence
mandore

2) On Fait f-limfu awes f =S
, In = -fi ,o

0 In 45 et Si , Si étagées .

Come en 1)
,

en calcul explicita doma

EleiMbu)] =exp))Mide (en1)
Mais d'une part, exp))Mde (en) exp)Sud) (ei-1) par convergence

-

dominée
,

en utilisantet l fubl = Surf 8 + 5 = 181

D'autre part, M(81) = M18)- M181) ,
et MI8n) ↑ M18T) et MI8n) ↑ M18) por convergence mondone.I

Come leiml = 1
,

on a aussiteiMisn]TeiMis] por comergence dominée,
e qui

Donc MIfn) M8).

concut.
&

N

Remarque importante Les formule exponentielle permet une canachariscation

a la Laplace" desmenues de Poisson : si N est une via à valeu dans MatomS

telle queLEN8)] = exp)-Sud(I) pour 80 on

Etein(s)] = exp)(pd(e) -1) pour fiEtR Mintegrable,
alors N et en nuage poissonien dinternité p

(pende simplement fai avecAilecian disjoints)



Pour f : Et R+ mesurable
, d'après la formule additive #ISSMIdu]1 Es SSMCA

Le résultat suivent donne une CNS
pour SfMIde) < D

p
.s

Proposition Soit fiETH mesurable. Con al'alternative i

⑨ Si Smince, )d ,
alors ps . (faMida

③ Si Semin( , ) qu = 1
, alors p

- s
- Seffal Midal=

Fame : On remarque que pour set
, 03,Elimi

Ainsi
, P)(8MId) < 3) = limEt etris]]

+- 0

=him exp)-Slda) (l-ets) (formule expo

① Simini
,fi, poite on a

1- etf mince
, f) et le résultat s'emmit

par convergence dominé

- Y② Si Semink , 81du = 0
, on remarque que (min(1 ,y) -e

I-eY
pour une untuna constante <(= 1 -i)

-- < mind
, y)

Aimi
, pour

t
, Spidu)(1-e), C Spldal min(1

,
tan), 1 cSpli)min(a) = -

Donn P)(f(a) MIda) (1) = 0

s

Exemple Si M=2
Ricode et f(x) = X

,
alors M181 * p-s

mais ElM18)] = A



5)Transformations de nuages poissoniens
Proposition (stabilité par image)I Soit M un nuage poissonien d'intermita us finie sur CE

,
El et filE,EXCF

memuable
.

Alors fx(M) est un
nuage poissonien d'internité Je pe sur F

Precue Tout d'abord varifions que f
est Nation CEC C Matom CF) et-i

Zoni #Zogit I

qu'elle est mesurable .

· Pour BEF ,
or a bien (i) (B) = #STEI :Miej(BI)()

· On a pow BEF, 10 i

8 (drtMatan(t) : v (B) = (3) = SpeMatam(E) : Sam (B) = R3

=Sp +Maton(E) : p(g (B)) = R3 ,

memuable

Ainni
, 82 (M) E Matom(F) ,

et si BEF,

8y(M/(B) = M/8"(B) ~ P(MI8"(1) ~ P(faM)
Par ailleur

,
si B -- , Bre sont disjoints, j(Bi) .

--

, J'(Bul sont

disjoints, donc les fa(M) (Bil = M)5' (Bi)) sont 1.

m

Remarque In autra avantage de travailles avec des messes sfine
ici plutôt que o-finies est que l'image d'une mesus o fine net en

général pas o-finie



Proposition (stabilités par marquage)
On

suppose que
M=Zxm aux LENUS et XE

des variables aléatoires ent un nuage poissonien d'internité peMSCEC
Soit (Vilis

,
desva ind dans (F

,
E) de loi M' , indépendantes de (2

,X ,Xx --- (

Alors M
=ZxY est un mage poissonien dan EXF

d'internité Qu

Preuve
-

. Soit f : ExF- R+ mesmable. On calculei

#5 exp) - m (8))]= ETE[ expl-E8(XYn)) ,cx]
=Et Spy exp(-f(x(2)]
= E[exp) - M(F))]

avec F(u) = -
en Spildy)est ,

Davs d'après le formule exponentielle
E[exp) -M(f))] = exp) - S(1 - eF())pd)I
D'ai le résultat

=exp)-)(-y
-

Exemple Soit Mexm nuage poissonien d'intermité pe
sur E et

Milis, did I Benovilli (p) . Alors Mp Yu Ex et un

mage poissonien d'internité pu ,
can Mp et la restriction

· Ex513 de M=XY d'intenité ne remonilli(p)



6) Nuages de Poisson avec parametre temporal
On se place dans le cadre d'un espace

menué CE
,
E) avec qEE

,

en suppose que
B ent complète et que pr est o finis surE

Def Un proces ponctuel de Poisson sur E d'intimité pe
est un mage

poissonien M su RAXE d'intemité deQ p

Proposition Presque rument, F,
o MISEXE) 1

Pare : OumgKTLO ,
AFE5Et

,T) ,
MISE3XE) >, 23 est inclus dans

un évèrement négligeable .

Pas o finitude, il suffit de le free pour qu fine .

En effet, en écrivant E= Ai avecAitE disjoints et Mail < B
,

on a

&

AT = U S5tEtO,T] , MISE3X(AiUAj)) >, 23
i

Comme plaiUAj) <0
,
il suffit de traiter le con u finie.

Supposan dans pe finie

Pro : At <B+, n avec Bon = 551cRan
,MILT]XE), 23.

Or(BTn)? (1-etnal) avec tM
~-

n-x

Aimi A
+ ClBin avec B

+ )=

Def Pour t, 0

,
on pose

ell= que e M(S( ,(3) =

& point cimetière sincer



Proposition 1) FK,
0

,
elt) ent une via.

2) Si pIE)= 1,. Eti elt) #03 ent dense p
- S

3) Si ocpE) < A
, p . S Et : ell #03 est infini discut et peut être

ordonné avec des va OCT, TzC---- qui vérifient

② T,TarTi ,
Ty-T, ... Sout ind esp (ME)

⑥ Es v .. (elTillis, sont ind de loi MI) /M (s)

① Celtilli ,
1 (Ti) is,

Pare : 1) Pou AES
,
SeCEA3 = &M) 373 XA) = 13
Sel = 0 3 = &M/st3XE) = 03

2) Si cel= KacbEQ + on a M(la ,
3] XE) ~Poi(a) = -

p-s-

3) La loi de (Ti , esTjllij, ,
ne dépend que de la loi de M , per exemple

T

1 = if(t0 : M(z0
, +JXEK, 13 et SeCTieA] = EMISTi X A) = 13.

La
prop

à démonter ne dépend donc que de la la de M .

Construisons alors M comme suit,

Soit p= un muaye poissonien d'internité ME) de sur Re

et (Vilis, ind ~ Mlo)/r(E) .

Alors
, par marquage,

M=i
, Xi)

est un mage poissonien
d'intimité

dQ .

Par ailleus
, on a ve au cours demia

que

(P)[0, 7)((z
, 0
ent un

processes
de Poisson d'internité peEl et

on peut bien ordomer T,T2 --- qui vérifient
Les propriétés Bet découlent du fuit que elTil= Yi

-



&emplePlusMode
On a plan

= M(fz)
3xt

avec 8 (1 ,
x) = let

Comme
int
dexulda) 118t(s)10 ,

FE30
, p

. S XX ,
et
par

XIRI

monotonie ps VE, o X= <0.

Néanmoin
,

come Ftso Sdouda)S = on a EXE=

IR*

En utilisant les propriétés des mesmes aléatoires de Poisson,

on peut vérifier que (XE, o
est un processus à accroissements

stationnaires et indépendants, et l est cidlag par construction :

c'est un processus
de Lévy croissant (un subordinateur (

#Formulede Palm
Théorème (Formule de Palm /équation de Mecke) Sort

por finie et M un nuage

poissonien d'internité. Soit f :Ex Matom(E) -R menuable ·
Alors

Et Secr ,M(MIdu)] = So #Ter,Marcel] Mide) (2)

On peut intuitivement interpréter la formule de Palm come suit : sachant que M

a un atome en
,
e qui advient avec internité pelda) ,

la menue M a même loi que Mtdx,

i . 2 la menus dePoisson à laquelle on a rajatté un abome eno

On peut voir ce résultat comme une extension de la formule additive

menant en comple les atanes .



Preuve : Tout d'abord
, comme perspecte ent mennable , por approximation par des

fonchiou étagées ,
ou vérifie que (8( , M) (dal etM+ 8(e), M +dx)

sont mermables . Aimi (2) ne dépend que de la loi de M .

Etape lip finie
On Suit M sous la forme MIZxi avec LES et

dedoub
d ass

& -MEF8(x,
-Et8(X]

-
=Serie
= (M(m)([f( , m + Gx)]

E : Eriva M=. Mi avec Mi nuages poissonieus indépendants

d'internités
pi finies .

Pour 21, posam Sui ,
Rn=Mi

et 2n= Mi
Par

convergence monotone ,

El Secr , M(M(ou)] = him ELS8(x , Su+ Bu) Succ)]
= him Et(F(c , Su) Sude)]

avec F (c
, p)= Elgi , M+ Rul] can SuHR



Puisque Su ent d'internité finie ,

ETSF( , Su(Suldal]= Et F(x
, Sutfal] SucdI = Self(x ,
M +Gal] Sulda)

CeT8(u,
M +Sel] ploe)

-

Remarque Si les atomes de M persent être énumérés de marière menuable

Coleutle cu si pet o-finie etE polonais) , la formula de Poli peut s'écriva

Et Secr , M - or) MIdu)] = So Etecre,Mis Mcores


