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Partie I
Cours

Notations

— (E, d) : espace métrique.
— B ou B : tribu borélienne (la plus petite qui contient les ouverts).
— My (E) : mesures de probabilité sur E.

— Sif:E — R est mesurable positive ou p-intégrable, on note

) = (1) = | fdu.

— Cp(E) : fonctions continues bornées E — R.
— Cc(E) : fonctions continues E — R a support compact.
— C(I, E) (également noté C(I, E)) : fonctions continues de I dans E.

— ID(L E) : fonctions cadlag de I dans E; le domaine est omis lorsqu’il est fixé.

loi . L .
— Xn < X ou Xn = X:convergence en loi. Pour des mesures, u, = p désigne la

convergence étroite.

Références

— P. Billingsley, Convergence of Probability Measures (2nd ed.).
— O. Kallenberg, Foundations of Modern Probability (2nd ed.).
— A. Klenke, Probability Theory : A Comprehensive Course.

— J. Kingman, Poisson Processes.

— G. Last, M. Penrose, Lectures on the Poisson Process.

— P.-L. Méliot, Convergence de mesures, processus de Poisson et processus de Lévy
(notes de cours)

— G. Miermont, Théoremes limites et processus de Poisson (notes de cours)

— T. Lévy, Convergence de mesures, Grandes déviations, Percolation. (notes de
cours)


https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~pierre-loic.meliot/poisson/poisson.pdf
https://perso.ens-lyon.fr/gregory.miermont/thlim.pdf
https://www.lpsm.paris/_media/users/levyt/cgp2024.pdf
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1 Convergence étroite dans R*

Exercices associés : feuille 1, p. 98.

Dans ce chapitre

1.1 Définition. . . .. ... . 6
1.2 Restriction des fonctionstest . . . . . ... ... ... L o oo L 7
1.3 Fonctions de répartition (k =1)ettension . . . . ... ... . ... ... ... .. 8
14  Fonctions caractéristiques, théoremede Lévy . . . ... ... ... ... .. ... 11

1.1 Définition
Définition 1.1. Soit (E, d) un espace métrique et pn, p € M;(E). On dit que (pn)
converge étroitement vers | si

vt € Cy(E), Hn (f) — p(f).

On note alors p, = L.

Exemple1.2. — Sixp —>x € RX, alors dx,, = Ox.

1 n
Z 6i/n = Leb[olﬂ.
=0

T

Formulation probabiliste. Si X;,, X sont des variables aléatoires de lois respectives

Un, 1, on dit que Xy, ol x si Un = W, c'est-a-dire

Vf € Cu(E), E[f(Xn)] — E[f(X)].

Proposition 1.3. Soit (E, d) un espace métrique et p,, 1, v € My(E). Si pp = pet
Uy = v, alors u = v.

Démonstration. On a alors u(f) = v(f) pour tout f € C,(E). Soit F fermé et K > 0. On
pose
grx(x) = max(1—Kd(x, F),0).

La fonction vaut 1 sur F, puis décroit linéairement en fonction de la distance a F
jusqu’a s’annuler a distance 1/K. Comme gf x converge simplement vers 1 lorsque
K — oo, par convergence dominée on en déduit que u(F) = v(F), et donc p = v par le
théoreme des classes monotones. [

Dans la suite de ce chapitre, on se restreint a R¥, muni de la distance euclidienne.
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1.2 Restriction des fonctions test

Théoréme 1.4 (Petit porte-manteau). Soit p,, u € M{(R*). On a pun = psiet
seulement si, pour toute fonction f : R* — R, mesurable bornée, continue p-
presque partout (c’est-a-dire p({x € R¥ : f continue en x}) = 1), on a pn (f) — p(f).

Voir le théoréme de porte-manteau 3.2 pour une preuve dans un cadre plus général.

Proposition 1.5. Soit p,, p € M;(IR¥). Soit H un ensemble de fonctions R* — R
mesurables bornées tel que C.(R¥) C H, I’adhérence étant prise pour la norme
uniforme. Alors

[Vf € H, un(f) — U(ﬂ} = MHn = W

Démonstration. Etape 1. On montre que p, (f) — p(f) pour tout f € C.(R¥) implique
un = M. L'idée est un argument de troncature. Soit x; : R¥ — [0,1] continue, avec
xr(x) = 1 pour ||x|| < retx:(x) = 0 pour ||x|| =+ 1. Soit f € Cp(R¥). Alors

lun () — w()] < Jun (f) = mn(Fxe) |+ [un (Fxr) — m(fxe) |+ [u(fxe) — n(f)l

Quand n — oo, la limite supérieure du premier terme est majorée par || f||oo (1 — t(xr)),
celle du deuxiéme terme est nulle, et le troisieme terme est majoré par |||/ (1 — t(Xr))-
Ainsi

lim sup |un (f) — k()] < 2[|f||oo (1 — 1lxr)).

n—oo
Comme p(xy) — 1 quand r — oo par convergence dominée, cela conclut 1’étape 1.
Etape 2. Soit f € C¢(IR¥). Soit g € H tel que ||f — g||oo < &. Alors

un () — 1) < Jun (f) = pn ()] + un(g) — ()] + |ielg) — n(f)].

. /

g ~\~

~
<e —0 car geH <e

Donc pn (f) = p(f). On conclut par I'étape 1. O

Application. Soit p € Mj(R) et (Xn)n>1 des variables aléatoires i.i.d. de loi p. Soit
Hn = % Y i Ox,. Alors, presque stirement, |, = p. En particulier, toute probabilité de
M (IR) est limite étroite de mesures atomiques.

Démonstration. Soit (fy)x>1 une suite de C.(IR) dense dans C.(R) : prendre par
exemple les polyndmes a coefficients rationnels multipliés par des fonctions pla-
teau Tk, avec K, r € IN¥, égales a 1 sur [—K, K], nulles hors de [-K — 1/, K+ 1/7] et
affines sur les deux intervalles intermédiaires. On pose H = {f} : k > 1}. Comme

1 ¢ 5.
pa(fi) = = 3 filXi) 75— BIf(X0)] = p(fi)
i=1

d’apres la loi des grands nombres, on a presque stirement p,(f) — p(f) pour tout
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f € H, d’ot1 le résultat par la proposition. O

1.3 Fonctions de répartition (k = 1) et tension

Définition 1.6. Si pu € M;(R), on note F,(x) = u(] — 0o, x]), pour x € R, sa fonction
de répartition.

Remarque 1.7. — lim o F, =1,lim_o F, =0, F, est croissante, cadlag (continue a
droite avec des limites a gauche en tout point).

— Réciproquement, si F : R — [0,1] est croissante, continue a droite et vérifie
lim_ F =0, lim o F =1, alors il existe u € M;(IR) telle que F = F.. En effet, on
peut prendre pour pl'image de la mesure de Lebesgue sur ]0, 1] par

x — inf{ly € R: F(y) > x}.

C’est la mesure de Lebesgue-Stieltjes associée a F; voir exercices.
— paun atome en x si et seulement si AF,(x) = Fu(x) — Fu(x—) = u({x}) > 0.

— u a un nombre dénombrable d’atomes, car
vk > 1, #Hx e R:pu({x}) > 1/k} < k.

— pn’a pas d’atome si et seulement si F, est continue.

— Si pa une densité g par rapport a la mesure de Lebesgue, alors F,, est dérivable

presque partout, de dérivée g, et F.(x) = fi o 9(t) dt.

Attention : F, est toujours presque partout dérivable, mais n’est pas toujours l'intégrale
de sa dérivée (c’est en fait le cas si et seulement si u < Leb). Prendre 1’escalier du diable,
ou de Cantor, dont la dérivée est nulle presque partout : c’est une fonction continue
croissante, présentant des plateaux a toutes les échelles.

Proposition 1.8. Soit puyn, n € M1 (R). Alors w,, = psi et seulement si

Fu, (x) — Fu(x) pour tout x € R tel que AF,(x) = 0.

Démonstration. Si pun = et si AF,(x) = 0, alors f(z) = 1, est continue p-presque
partout et donc, par le petit porte-manteau, pn (f) — p(f).
Réciproquement, on a alors pn(g) — p(g) pour toute fonction g de la forme

.
9= Z 06 Ly )
i=1

avec x; et y; des non-atomes de . Or toute fonction de C(IR) est limite uniforme de

telles fonctions. On conclut avec la proposition de la sous-section 2. O
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Définition 1.9. On dit qu'une famille (1;)ic; de mesures de M (IR) est tendue si

Ve >0, 3JA >0, supu(R\[-AA])<e.
iel

Remarque 1.10. Une suite (in)n>1 de M;(IR) est tendue si et seulement si

Ve >0, JA >0, limsuppn(R\[-A,A])<e.

n—oo

Ceci provient du fait qu'une mesure p € M;(IR) est tendue puisque lima_, o (R \
[—A,A]) =0.

Le résultat suivant est un résultat de type « compacité » et est un cas particulier du
théoreme de Prokhorov 3.24, présenté au chapitre 3.

Théoreme 1.11. Soit (pn)n>1 une suite de M (IR). Alors (pn)n>1 est tendue si et
seulement si, pour toute extraction ¢, il existe une extraction 1 telle que (o m)In>1
converge étroitement.

Par extraction, on veut dire sous-suite ou, plus formellement, une injection croissante
IN* — IN*.
Démonstration. Sens réciproque. Par 1’absurde, on suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que,
pour toutn > 1,

Hom) (R\ [-n,n]) > e.
On peut prendre ¢ croissante car, a i > 1 fixé, limp o0 (R \ [-m,n]) = 0. Par
hypothese, soit 1\ une extraction telle que (Kyoypn))n>1 converge étroitement vers
n € My (R). Alors, pour tout x > 0 tel que u({x}) = p({—x}) =0, on a, pour n assez
grand, [—x,x] C [ (n), P(n)]. Donc
r(l=x,x]) = im peoypmn) ([=x,x1)

n—oo

< lmgf H@ow(n)([_q)(n)/ll)(n)]) <l-—e

En faisant x — oo, on obtient i(R) < 1, absurde.

Sens direct. Quitte a travailler avec (), Oon suppose @ = id.

Etape 1 : identifier une limite potentielle. On pose F, = F,,... Pour tout q € Q, la suite
(Frn(qg))n>1 est bornée. Par argument diagonal, il existe une extraction 1 telle que,
pour tout g € Q, (Fy(n)(q))n>1 converge vers une limite notée F,(q). On pose alors

F(x) =inf{Fo(q) : q > %, q € Q}.
On vérifie que T est croissante, continue a droite. Soit ¢ > 0 et A > 0 tel que

sup un(R\ [-A, A]) <.

n>1

Soitq € Q, g > A. Alors Fr(q) > 1 — €. En faisant n — oo, on obtient Fo(q) > 1 —¢,
d’ot1 F(A) > 1 —e&. On montre de méme que F(x) < € pour x < —A. Donclim_, F =0,
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lim o F = 1. Ainsi il existe p € M; (R) telle que F = F, : c’est la mesure de Lebesgue-
Stieltjes associée a F, voir la remarque précédente.
Etape 2. On vérifie que ,n) = w. Soit x € R tel que p({x}) = 0. Alors

F(x) =sup{Fx(q) : g <x, q € Q} =inf{F(q) : q > x, q € Q.

Pour la premiére égalité, on peut utiliser F(x) = lim,y F(u). Ainsi, si ¢ < x < q’ avec
q,9' € Q,
Foo(q) = lim Fll)(n)(q) < limianu,(n) (X)

n—oo n—oo

< limsup Fy, ) (x) < limsup Fyy(q”) = Foolq').

n—oo n—oo

En faisant q 1 x, q’ | x, on conclut que Fy,,,)(x) — F(x).

]

Remarque 1.12. — Il est tentant de reformuler en disant que {p, : 1 > 1} est d’adhé-
rence compacte dans M;(IR) muni d'une distance qui métrise la convergence
étroite. Ce point sera précisé a la section 3.5.

— L'extension a R¥ est similaire (voir la proposition 5.21 dans Kallenberg).

Définition 1.13. On dit qu'une famille (X )ic1 de variables aléatoires réelles est tendue
si la famille de leurs lois l'est.

Exemple 1.14. Si (X;)ie est bornée dans L!, c’est-a-dire s’il existe C > 0 tel que
sup;; E[[Xi]] < C, alors (Xj)ier est tendue. En effet,

ElX) _ C

P(Xil = A) < <
(Xl > A) < =25 < <

Lemme 1.15 (Sous-sous-suites pour les mesures). Soit pn, t € Mq(IR). Alors pp =
si et seulement si, pour toute extraction ¢, il existe une extraction 1 telle que

Hoop(n) = H-

Démonstration. Le sens direct est immédiat. Pour la réciproque, par I’absurde, soient
e >0, f € Cy(R) et @ une extraction tels que, pour tout n, |1y, m) (f) — w(f)| > €. Par
hypothese, il existe une extraction  telle que pyoym) = K. Alors oy m) (f) — w1(f) :
contradiction. O

Corollaire 1.16. Soit (1, )n>1 une suite de M;(R) et p € M;(IR). Alors ppn = psiet
seulement si

— (Mn)n>1 est tendue;

— 8i Wy(n) = V pour une extraction @ et v.€ M;(RR), alors p = v.

10
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Démonstration. Le sens direct est clair. Pour la réciproque, on raisonne par I’absurde.
D’aprés le lemme précédent, il existe une extraction ¢ telle que, pour toute extraction
P, Hgopn) 7 K Or (Kym)) est tendue, donc il existe une extraction P et v € M;(RR)
telles que Wyop(n) = V. Donc v = p par hypothese : absurde. O

En pratique, le corollaire précédent est tres utile pour montrer que p, = |, comme
suit :
(i) On montre que (p) est tendue : tension.

(i) On prend une extraction ¢ et v telles que ;) = v. On montre que v = pen
utilisant une propriété qui caractérise une mesure : unicité de la limite.

1.4 Fonctions caractéristiques, théoreme de Lévy

Définition 1.17. Pour p € M;(R*), on note
bu(u) = J e¥ u(dx), ueRK
Rk

la fonction caractéristique de p; (u, x) désigne le produit scalaire.

Il est clair que pn = pimplique ¢, — ¢, simplement. Pour la réciproque, on a le
résultat plus précis suivant.

Théoréme 1.18 (Lévy). Soit u, € M;(IR¥) telle que
(i) pour tout u € R¥, ¢, (1) converge vers une limite notée ¢(u);
(i) u+— ¢(u) est continue en 0.

Alors il existe 1 € M (R¥) telle que ¢ = ¢y et uy, = .

Pour la preuve, on se restreint a k = 1 pour simplifier.

Lemme 1.19 (Injectivité de la fonction caractéristique). Soit p, v € M; (R) telles que
¢ = Pvy. Alors p =v.

Idée de preuve. On convolue avec une gaussienne. Soit

1 e

X =
ge(x) e

, UWQJw)ZJuMMMJX—y)

C’est une densité de probabilité C*; on vérifie que (1 * g¢)(y) dy = p quand ¢ — 0.
Or

en? 2 1
bo.l2) =e =g el = oty ()

Ainsi,

uwgdw)zjmdﬂ;%§¢mh@—y)

11
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1 .
— o | (@ [ dze Vg2
Fugini 1

27e

J dz g1 e (2)e o, (2).

Ainsi p * g¢ s’exprime en fonction de ¢, et €. On conclut en faisant ¢ — 0. [

Lemme 1.20 (Lien entre queue et fonction caractéristique). Il existe ¢ > 0 tel que,
pour tout p € My (R) et tout K > 0,

1/K
LR\ (K, K]) < ek L/K(l ~Re dy (W) du.
Démonstration. On a
1/K 1/K
KJ (1—-Red,(u))du= KJ (1—J cos(ux)u( dx)) du
~1/K ~1/K R
. 1/K
Fubini J w( dx)KJ (1 —cos(ux))du
R ~1/K
B sin(x/K)
=2 o (1- 255)
sin(x/K)
z ZJ]R\[—K,K} wl ) (1 -~ x/K )
> 2(1 —sin(1))u(R\ [-K, K]),
car sin(y)/y < sin(1) pour |y| > 1. O

Preuve du théoréme de Lévy. Etape 1 : tension. On a

1/A 1/A

(1—Red)un(u))du—>cAJ (1—Red(u))du.

i (R\ [—A, Al) < cAJ
—1/A

~1/A
La derniére quantité tend vers 0 quand A — oo, car ¢ est continue en 0 et $(0) = 1.
On en déduit que

lim limsup pn(R\ [-A,A]) =0.

A=00 nooo

Donc (pn)n>1 est tendue. En particulier, il existe une extraction ¢g et p € M; (IR) telles
que gy, m) = . Alors ‘bu@o(n) — ¢ simplement. Donc ¢ = ¢, ce qui montre déja
que ¢ est la fonction caractéristique d’une mesure de probabilité.

Etape 2 : unicité de la limite. Soit @ une extraction et v € M (R) telles que pgm) = v.
Alors ‘bu(p(n) — ¢ simplement. Or ¢, — ¢ = ¢, simplement. Donc ¢, = ¢, et
1 = Vv par injectivité de la fonction caractéristique. O

On retrouve une structure du raisonnement en deux étapes, qui est le credo de ce
cours. I y a essentiellement trois ingrédients :

12
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(i) Tension.
(ii) Une certaine propriété P passe a la limite étroite (pour le théoreme de Lévy,
Hn = pimplique ¢y, — ¢, simplement).
(iii) Cette propriété P caractérise les mesures de probabilité.
Souvent, les points 2 et 3 sont appelés « identification de la limite » ou « unicité de la
limite ».
C’est aussi pour ces raisons qu'il est souvent important, dans des espaces généraux,
d’avoir une « bonne » caractérisation des compacts (en vue de la tension) et une « bonne
» caractérisation des mesures de probabilité (en vue de 'unicité de la limite).

Interlude : séparabilité

Dans tout le cours, la notion de séparabilité est cruciale. On dit qu'un espace métrique
E (ou plus généralement un espace topologique) est séparable s’il admet une suite
dénombrable dense.

Par exemple, sont séparables (C.(IR), || - ||oo) et tout espace métrique compact (utiliser
Borel-Lebesgue), et (C,(R), || - |

La séparabilité est une propriété trés utile lorsqu’on considére des produits d’espaces.

~) e l'est pas (exercice).

Si E, F sont des espaces métriques séparables,
B(ExF)=3B(E) @ B(F),

ce qui est faux en général. En particulier, si X, Y sont des variables aléatoires a valeurs
dans (E, d) séparable, alors d(X, Y) est mesurable comme composée de

(Q,F) — (ExE,B(E)®B(E)),
w — (X(w), Y(w)),
et de
(ExEB(ExE) —R,
(x,y) — d(x,y),

la seconde application étant mesurable car continue, et les deux tribus intermédiaires
étant égales.

La séparabilité est une notion topologique, au sens o, si E et F sont homéomorphes,

alors E est séparable si et seulement si F I’est. N.B. : la complétude n’est pas une notion
topologique.
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2 Autres modes de convergence

Exercices associés : feuille 2, p. 111.

Dans ce chapitre

2.1  Convergence presque stire, en probabilité . . . ... ... ... ... ... . ... 14
22 Uniforme intégrabilité et convergencedans L' . . . .. .. ... .. ... ... ..., 15

2.1 Convergence presque siire, en probabilité

Soient (X )n>1 et X des variables aléatoires définies sur le méme espace de probabilité,
a valeurs dans (E, d) séparable.

Définition 2.1. — On dit que X, converge presque silrement (p.s.) vers X, et on

.S. .
note X, —PL—> X, si

P{we Q: Xh(w) — X(w)}) =1.

— On dit que X,, converge en probabilité vers X, et on note X, LR X, si

Ve > 0, P(d(Xn, X) >¢) — 0.
Remarque 2.2. — PP(X,, — X) fait intervenir la loi jointe de (X, X1, X3, X3, ...), tandis
que P(d(Xy, X) > ¢€) ne fait intervenir que la loi jointe de (X;, X).

— On verra plus tard que les convergences presque stire et en probabilité impliquent
la convergence en loi, et que la convergence en loi vers une constante est équiva-
lente a la convergence en probabilité vers cette constante.

Proposition 2.3. On a X, L, X si et seulement si de toute sous-suite (Xp(n)), on peut
extraire une sous-sous-suite (Xyoyn)) qui converge presque stirement vers X. En

particulier, Xy, 22X implique Xy X

Démonstration. Vérifions tout d’abord que

Xo B X =  E[dX,X) A1 — 0,

ou /\ désigne le minimum. Pour le sens réciproque, ona, pour 0 < ¢ <1,

P(d(Xn, X) > €) < %E[d(xn,X) A1] —s 0.

Pour le sens direct, on écrit, pour ¢ > 0,

E[d(Xn, X) A1] = E[(d(Xn, X) A1) Ligx,, x)<e}]
+ E[(d(Xn, X) A D) Ligix, x)>e))
< e+ P(d(Xn, X) > €).

14
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Donc limsup,,_,  E[d(Xy, X) A1] = 0. Revenons a la preuve de la proposition.
Sens direct. Soit ¢ une extraction. Il existe alors une extraction 1 telle que, pour tout
n>l,
E[d(Xgopm), X) A1 <27

On a
o0
E | dXeopn). Z E[d(X porp(n), X) A1) <
n=1
Donc presque stirement fo:l d( qup ,X)A\1 < oo, et donc X powp(n) P2 ox

Sens réciproque. Par 1’absurde, si X, % X, on trouve ¢ > 0 et une extraction ¢

telles que, pour tout n, E[d(X,m), X) /A1] > e. Soit alors 1 une extraction telle que

®
.S. e 4
Xpop(n) 2%, X. Par convergence dominée,

]E[d(x(polb(n)/ X) A 1] — O/

ce qui est absurde. O

2.2 Uniforme intégrabilité et convergence dans !

Dans cette partie, (X, )n>1 et X sont des variables aléatoires réelles intégrables définies
sur le méme espace de probabilité.

1
Définition 2.4. On dit que (X,) converge vers X dans L1, et on note Xy, L—> X, si
E[X, —X|] — 0.

Le théoreme de convergence dominée permet de passer de la convergence presque
sire a la convergence L! avec une hypothése de domination. Aussi, le lemme de Scheffé
(voir la feuille d’exercices 1) dit que

1
X, >0, X>0, X, 255 X, E[X,] = EX] =— X, 5 X

Le concept d’uniforme intégrabilité fait le lien entre convergence en probabilité et
convergence L.

SiXellona IEUX!IL{‘X@X}] — 0 quand x — oo, par convergence dominée. L'uniforme
intégrabilité étend cela & une famille de variables aléatoires.

Théoréme 2.5. Soit (Xj)ic; des variables aléatoires réelles intégrables. Les trois
conditions suivantes sont équivalentes :
(1) s.u?lE[IXiIILﬂXi‘}X}] — 0 quand x — oo.
€
(2) supE[Xi]] < oo et, pour tout ¢ > 0, il existe & > 0 tel que, pour tout A
r;eelsurable,

P(A)<d = supE[X|Ia]l <¢
iel
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(3) Il existe une fonction croissante ¢ : R; — Ry telle que

P(x)

— 400 (x = 00), sup E[e(1Xi])] < o0
il

C’est le critere de de la Vallée Poussin.

Lorsque ces conditions sont réalisées, on dit que (X )ic1 est uniformément intégrable,
ou, en abrégé, UL

Avant de démontrer cela, mentionnons un corollaire utile de (2).

Corollaire 2.6. Une somme de deux familles UI est Ul.

Preuve du théoreme. (1) = (2). Pour la bornitude dans L!, on écrit, pour x assez grand,

E(IXil] < ElIXil Ly, j<x] + EIXilLgx, ) < x4 sup E[Xi| Ly, 5] <
iel

Ensuite, on fixe ¢ > 0. Par hypothese, il existe x. > 0 tel que sup;; E[|[X;|T{x;j>x] < €
Alors, si P(A) < ¢/x¢, pouri€ lona

E[IXi|Tal = EIXi|Ta x| <x )] + EIXiTA Lx =x )]
<xP(A) + & < 2.

(2) = (1). D’apres I'inégalité de Markov, si x ' sup; ; E[[Xi[] < §, on a, pour tout i € I,
IPUXJ = X) < b et donc 1E[|Xim{|Xi\>x}] <e¢
(3) = (1). Soit ¢ > O et x, > 0 tel que x < e@(x) pour tout x > x,. Alors

sup E[Xi[Lyx;>x. )] < € sup E[@(IXil) Lyx;j>x.)] < esup Ele(IXi])].

iel iel iel

(1) = (3). Soit (xn) une suite strictement croissante tendant vers +oo telle que

sup E[IXi|Lix;zx] <277

iel
On pose alors @(x) = > 774 (x —xn)4, pour x > 0, qui est croissante. De plus,
(o.¢]
Z (1 — —) — +00
n=1

par convergence monotone, et

o0
@(Xi] < ) EIXilLjx 2] < 1.
n=1

On applique souvent le critere (3) avec @(x) = x>.
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Remarque 2.7. On a vu (voir la feuille d’exercices 1) que (X;)ic est tendue si et seule-
ment sil existe @ : Ry — R, telle que lim o, ¢ = +oo et sup;; Elp([X;|)] < co. C'est
donc une notion plus faible que l'uniforme intégrabilité, et

’ Ul = tension. \

Proposition 2.8. Soit (X, )n>1 des variables aléatoires réelles intégrables et X une

1
variable aléatoire réelle. On a X € L! et Xy, L X si et seulement si Xn P X et
(Xn)n>1 est UL

Démonstration. Sens direct. On suppose Xn i X. Alors Xy, 5 X par Markov. Pour
montrer que (X,)n>1 est Ul, il suffit de montrer que (X,, — X)n>1 est Ul, puisque
la somme de deux familles Ul est Ul par la caractérisation (2). Pour cela, si ¢ > 0,
on choisit ng tel que n > ng implique E[|X;, — X|] < ¢. Pour ces n, toute espérance
tronquée est donc majorée par ¢. On choisit ensuite x tel que, pour x > x,

ElX; — Xl x,-xz) < &
12[}2(10 [Xi = X Tx,—xizx) < €

Alors sup; 1 E[[Xi — X|Lyx, x>« < &
Sens réciproque. Vérifions d’abord que X € Ll Soit ¢ une extraction telle que

Xo(n) L'y Alors, d’apres le lemme de Fatou,
E[X]] < hnrggflE[IX(p(n) ] < o0

par Ul Ainsi, comme ci-dessus, (X, — X)n>1 est UL En choisissant § comme dans la
caractérisation (2), si IP(|Xy, — X| > ¢) < 8, on en déduit que

E[[Xn — X[l < E[Xn — X[1gx, —xze)] + EllXn — X[Tx,, —xj<e)) < 2.
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3 Mesures de probabilité sur un espace métrique

Exercices associés : feuille 3, p. 125.

Dans ce chapitre

31 Régularitédemesures . . .. ... ... ... . ... e 18
3.2 Théoréeme de porte-manteau . . . . . .. ... ... ... .. ... oL 18
33  Convergence étroitedans RN . . . . . ... ... L 22
3.4 Tension et théoreme de Prokhorov . . . . . . . . . . ... ... ... . ... ..... 24
3.5  Propriétés topologiquesde My (E) . . . . .. .. .. L oo o 29
3.6 Compléments de topologie. . . . .. ... ... .. .. L 32

3.1 Régularité de mesures

Théoreme 3.1. Soit (E, d) un espace métrique et u € M; (E). Pour tout A € B(E),

iw(A) =inf{u(O) : O ouvert, A C O} = sup{u(F) : F fermé, F C A}. (1)

Démonstration. C’est une preuve a la « théorie de la mesure ». On note
A ={A € B(E) : A vérifie (1)}.

Si O est ouvert, O € A : pour l'infimum, c’est immédiat; pour le supremum, soit F,, =
{x € E:d(x,0¢) > 1/n}, fermé. Comme O = Un>1 Fn,ona n(O) = limy o w(Fn).

Montrons que A est une tribu. On a @ € A; le passage au complémentaire est
immédiat. Soit (An)n>1 une suite de A, et F, fermés, O, ouverts tels que F, C A, C
On et u(On \ Fn) < &/2™. Alors O = (J,»1 O est un ouvert contenant (J,, -1 An tel
que

o0
plovUAn | <Y e
n>1 n=1

Cependant, F’ = | J,,>1 Fn nest pas toujours fermé. Pour contourner cela, on remarque
que UN_; Fn 1 F/ quand N — oo, et donc il existe N > 1 tel que u(F/\ UN_; Fn) < e.
On pose F = UT]\J:l Fr. On a alors

H(O\F) < u(O\F) 4+ p(F'\F) < 2

]

En particulier, une mesure de probabilité est caractérisée par sa valeur sur les ouverts
(ou les fermés), ce qu’on peut directement voir avec le lemme des classes monotones.

3.2 Théoréme de porte-manteau

Ici, (E, d) est un espace métrique.
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Théoréme 3.2 (Porte-manteau / Alexandrov). Soit (un)n>1 une suite de M (E) et
i € My (E). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) pn = 1

(2) Pour toute fonction f : E — R lipschitzienne bornée, pn (f) — pu(f).
(3) Pour tout F fermé, limsup,, , _ un(F) < pu(F).

(4) Pour tout O ouvert, liminf, o, un (O) > n(0O).

(5) Pour tout A € B(E) tel que pn(0A) =0, on alimp_o0 tn(A) = p(A).

(6) Pour toute fonction f : E — IR mesurable bornée et continue en p-presque tout
point, on a pn (f) — p(f).

L’intuition de (3) est que la masse ne peut pas sortir des fermés.

En termes probabilistes, si £(Xn) = pn et £L(X) =1,

loi

Xn — X <= EI[f(Xy)] — E[f(X)] pour toute f : E — R lipschitzienne bornée
<= limsupP(X,, € F) < P(X € F) pour tout fermé F,

n—oo

et ainsi de suite. Avant la preuve, voyons quelques applications.

Proposition 3.3. Soient X;,, X des variables aléatoires a valeurs dans (E, d) telles
que Xy 2oL X. Soit f : E — R mesurable, presque stirement continue en X. Alors

£(Xn) 2 £(X).

Démonstration. Soit g : R — R continue bornée. Alors gof : E — R est mesurable
bornée, presque stirement continue en X. Donc, par (6) de porte-manteau, E[g o

f(Xn)] — Elg o f(X)], ce qui est précisément la définition de f(Xy,) Joi, f(X). N

Application. Soit (E, d) un espace métrique séparable, et X,,, Yy, des variables aléatoires
a valeurs dans E telles que X, = X et d(Xy, Yn) L. 0. Alors Yn = X.

Démonstration. On applique porte-manteau. Soit F fermé, et notons Fe = {x € E :
d(x, F) < ¢}, fermé. Alors

P(Yn € F) < P(Xy, € Fe) +P(d(Xn, Yn) = ).

Donc
limsupP(Yy, € F) <limsupP(X,, € F¢) <P(X € Fe).
n—oo n—oo
OrP(X € Fg) = P(X € F) quand ¢ — 0, car F est fermé, ce qui conclut. O
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Corollaire 3.4 (Lemme de Slutsky). Soient (E, dg) et (E’, dg/) séparables. Si X, = X

P o
dans E et X/, — x/ dans E/, avec x’ € E’ fixé, alors

(Xn, X1) = (X,x)).

Démonstration. On munit E x E’ de la distance
d((a,a’),(b,b")) = de(a,b) + dg/(a’, b).

Ainsi (Xn, x') = (X, x'), par composition de X, 1ol % avec x s (x,x') continue. Par
ailleurs,
A((Xn, X'), (Xn, X)) = des (X}, x') = 0.

D’ou1 le résultat. ]

Application. Dans R, si X, ol x et Y, r, 1, alors Xn/Yn LuN X, en définissant

loi

arbitrairement le quotient lorsque Y, = 0. En effet, (Xy, Yn) — (X, 1) par Slutsky, puis

loi

g(Xn, Yn) — g(X,1) avec
x/y siy#0,

g (X/ Yy ) - .
0 sinon,

presque stirement continue en (X, 1).

Preuve du théoreme de porte-manteau. (1) = (2). Immédiat.
(2) = (3). Soit F fermé et K > 0. On pose

grx(x) = max(1 —Kd(x, F),0).

Cette fonction présente un plateau a hauteur 1 sur F et s’Tannule a distance 1/K de F.
Alors gf k est K-lipschitzienne et vérifie 1r < grx < 1. Donc pn (F) < pn(grk), et

lim sup pn(F) < p(grk).
n—oo
Par convergence dominée, 1(grx) — p(F) quand K — oo, d’ot1 le résultat.
(3) = (4). Immédiat par passage au complémentaire.
(3) et (4) = (5). Soit A € B(E) tel que n(dA) = 0, de sorte que 1(A°) = u(A) = n(A).
Alors

w(A) = u(A%) < liminfun (A”) < limsup pn(A)

n—oo

< limsup pn(A) < p(A) = p(A).

n—oo

En insérant également lim inf, u,(A) entre les deux bornes, on voit que toutes les
inégalités sont des égalités, et on obtient (5).
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(5) = (6). Soit f continue p-presque partout, bornée par M. Quitte a écrire f =
f; —f_, on peut supposer f > 0. Alors, par Fubini,

anlf) = | 0] = | | " Siyerio dy pm( )
00 00 M
= | "y |t = | dypalit >l = | Cun(a) dy,
ou Ay ={f >y}
Pour appliquer (5), regardons 0Ay. Soit D I'ensemble des points de discontinuité
de f. Vérifions que
0Ay C{x € E: f(x) =y}UD.

Exemple pour E = IR. La figure ci-dessous représente le graphe de f en bleu, I'ensemble
Ay = [a,b) U{c} en rouge sur I'axe des abscisses et sa frontiere A, = {a, b, c} en vert.
En a, f franchit contintiment le niveau y; en b, elle présente un saut avec f(b) < y; en
¢, elle atteint le niveau y en un maximum local, donnant un point isolé de A,,. Ainsi,
f(a) =f(c) =yetb e D.

flx) graphe de f —_ Ay ={f 2y} O 0Ay

& © ® x
0 a b c
Franchissement Discontinuité Point isolé de A,
fla) =y f(b) <y flc) =y

Ay = [a,b)U{c}, 0Ay ={a,b,c}.

En effet, soit x, € Ay tel que x, — x € 0A.Six € D,iln’y arien a faire. Six ¢ D,
comme f(x,) > y pour tout n, on a f(x) > y. Alors, soit f(x) =y, soit f(x) >y, auquel
cas x € Ay, ce qui est impossible.

Or il y a au plus un nombre dénombrable de y tels que u({f = y}) > 0: pour un
entier v > 1, il y a au plus r valeurs de y telles que p({f = y}) > 1/r, car p est une
probabilité. Donc, pour Lebesgue-presque tout y, u(0Ay) = 0 et un(Ay) — n(Ay). Par
convergence dominée, on conclut que

M

Hn (f) — JO H(Ay) dy = p(f).

(6) = (1). Immédiat. O
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3.3 Convergence étroite dans RN

On note RN = {(x4,%p,...) : Vi > 1, x; € R} I'ensemble des suites réelles.

3.3.1 Tribu sur RN

Définition 3.5. La tribu produit sur RN, notée B(R)®N, est la plus petite tribu sur
RN qui rend, pour tout k > 1, les applications

m: RN — (R, B(R)),

(Xi)iz1 — Xk
mesurables. Elle est parfois appelée tribu cylindrique.

Remarque 3.6. On vérifie que :

— Les ensembles de la forme
{(xi)iz1:%4, € Aq,..0 x4, € Ax) = ﬂal(Aﬂ AEEE ﬂﬂfkl(/l\k),

pour Aq,...,Ax € B(R)etl < i; <iy < --- < iy, appelés cylindres, forment un
n-systéme générateur de B(R)*N.

— Une fonction (Q, ) — (RN, B(R)®N), w — (xi(w))i>1, est mesurable si et seule-
ment si, pour tout k > 1, w — xi(w) est mesurable. En particulier, (X;)i>1 est une

variable aléatoire & valeurs dans RN si et seulement si chaque X; est une variable
aléatoire.

Définition 3.7. Soit n € M;(RN). Pour 1 < i; < --- < iy, on note Wi, i, la mesure
image de p par 'application

RN — IlRk/ (X1)1>1 — (Xill s /Xik)‘

Si (Xi)i>1 a pour loi p, c’est la loi de (X, ..., X, ). Les mesures {p;,, i :1 <1y <
-+ < iy} sont appelées marginales de dimension k de p. La famille formée de toutes les
marginales de dimension k, k > 1, est appelée famille des marginales de dimension finie
de u (fidi en abrégé).

Proposition 3.8. Une mesure p € M, (RIN) est caractérisée par ses marginales fidi.

En particulier, la loi d"une variable aléatoire (Xj)i>1 € RN est caractérisée par ses
lois fidi.

Démonstration. Ceci provient du fait que les cylindres forment un m-systéme généra-
teur de B(R)®N; deux mesures de M; (RN) qui coincident dessus sont donc égales
d’apres le lemme des classes monotones. O

En termes probabilistes,
loi . . loi
Xi)is1 = V)is1 = Vk=21LVI<ii< - <i, (X Xi) = (Y, .- Vi)
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3.3.2 Distance sur RN
Pour pouvoir parler de convergence étroite dans RN, on définit une distance sur RN,

Définition 3.9. Pour (xi)i>1, (Ui)i>1 € RN, on pose

o0
xi—yil 1
d((X')'}l, (H))l) = S——————F7 =xo
11 11 ;1+|X1_U1|21
Si (xi)i>1 et (yi)i>1 coincident sur les K premiers termes (c’est-a-dire x; = y; pour
i <K),ona
1
d((xi)iz1, (Yi)iz1) < KT
En particulier, les suites de rationnels nulles & partir d"un certain rang sont denses dans
RN, qui est donc séparable.

On vérifie aussi que (exercice), si (x[')i>1 € RN et (xi)i>1 € RN,
dx",x) =0 <<= Vi>1, x{—x.

Remarque 3.10 (Facultative). La distance d métrise la topologie produit sur RN, au
sens ol les ouverts définis par d coincident avec la plus petite topologie (c’est-a-dire
collection d’ouverts) pour laquelle toutes les projections 7t sont continues.

Lemme 3.11. La tribu borélienne B(RRN) coincide avec la tribu produit B (R)®N.,

Démonstration. La continuité des projections 7, donne B(R)®N < B(RN). Pour
l’autre inclusion, fixons z € RN. La fonction

K

: i xi—zil
d(x,z) =1 § 27t
x — d(x,z) Kl_rg}Oi 1

1+ g —z

est mesurable pour la tribu produit, comme limite de fonctions mesurables. Toute
boule ouverte B(z, 1) appartient donc a cette tribu. Enfin, RN est séparable : les boules
de centres dans une partie dense dénombrable et de rayons rationnels strictement
positifs forment une base dénombrable d’ouverts. Tout ouvert est donc une union
dénombrable de telles boules, ce qui prouve B(RN) ¢ B(R)*N. ]

3.3.3 Convergence étroite dans RN

Dans RN, la convergence en loi est équivalente a la convergence des marginales
fini-dimensionnelles.

Théoreme 3.12. Soient (X™),,>1 et X des variables aléatoires de RN. Alors

Xngx — Vk>1; v1<11<<1kl (Xn ,X&)g(xllzrxlk)

117°
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Démonstration. Le sens direct est clair par continuité de
RN k
T, 4t R — R, (Xt)iz1 — (Xig, -0 X4y )-

Pour la réciproque, soit f : RN — R lipschitzienne bornée. Soit ¢ > 0, et § > 0 tel
que d(x,y) < b implique [f(x) — f(y)| < ¢, pour x,y € RN. On choisit alors K tel que
2K < §. On écrit, en notant Tyx = (x4, ...,%xk,0,0,...),

IE[f(X™)] —EF(X) < E[f(X™) — f(TxX™)[]

<e
+ [E[f(TkX™)] = E[f(TxX)]]
—0 par hypothese

+ E[If(TxX) — F(X)]].

<e

Ceci conclut par porte-manteau. O

3.4 Tension et théoreme de Prokhorov

Dans le cadre métrique général, la tension fait intervenir la notion de compacité. On a
besoin de quelques résultats topologiques.

Définition 3.13. Soit (E, d) un espace métrique et A C E. On dit que A est relativement
compact si A est compact.

Remarque 3.14. A est relativement compact si et seulement si de toute suite de A on
peut extraire une sous-suite qui converge. En particulier, {x,, : n > 1} est relativement
compact si et seulement si, pour toute extraction ¢, il existe une extraction \ telle que
(X@owp(n)In>1 converge.

Définition 3.15. Soit (E, d) un espace métrique et A C E. On dit que A est précompact
si, pour tout ¢ > 0, A peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon «.

Lemme 3.16. A est précompact si et seulement si A est précompact.

Démonstration. Le sens réciproque est clair. Pour le sens direct, si A C U:le B(xn, €),
vérifions que A C UTTLI B(xn,2¢). Soity € A etym — y avec ym € A. Soit my tel
que d(y,ym,) < &, et soit ng tel que ym, € B(xn,, €). Alorsy € B(xn,,2¢) par inégalité
triangulaire. l

Avec la séparabilité, la complétude joue un role important dans le théoreme de Pro-
khorov. Contrairement a la séparabilité, la complétude n’est pas une notion topologique :
(E, d1) et (E, dy) peuvent étre homéomorphes, avec (E, d;) complet et (E, dp) non com-
plet. Par exemple, prendre E = R, d;(x,y) = [x —yl et da(x,y) = |arctan(x) — arctan(y)|.

24



Théoremes limites et applications Cours 3. Espaces métriques

Dans un espace complet, la précompacité permet de caractériser les parties relative-
ment compactes.

Exemple 3.17. Un espace métrique compact est précompact et complet.

Le résultat suivant sera tres utile; voir 1'exercice pour la preuve.

Proposition 3.18. Soit (E, d) complet et A C E. Alors

A précompact <= A relativement compact.

Définition 3.19. Soit (E, d) un espace métrique.

— On dit qu'une mesure p € M;(E) est tendue si, pour tout ¢ > 0, il existe K
compact tel que p(K) >1—e.

— On dit qu'une famille (p;);c; de mesures est tendue si
Ve >0, JK compact, inf wi(K)>1—e.
1€

Une famille de variables aléatoires est tendue si la famille de leurs lois 1'est.

Proposition 3.20. Soit (p;)ic; une famille tendue sur (E,d) et f : (E,d) — (F,d’)
continue. Alors (f.p;)ict est tendue, ou f. 1 est la mesure image de p; par f.

Démonstration. Soient ¢ > 0 et K compact tels que inficy 1i(K) > 1 —¢. Comme f est
continue, f(K) est compact. De plus f~1(f(K)) D K, donc

inf f.u (F(K)) = inf i (F1(£(K))) > inf i (K) > 1—e,
iel iel iel

]

Définition 3.21 (Un peu simplifiée). On dit que (E, d) est polonais s’il est séparable et
complet.

Remarque 3.22. La « vraie » définition d"un espace polonais est : un espace topologique
séparable, métrisable avec une distance complete (cf. partie 4). Mais, pour simplifier
dans ce cours, polonais signifie métrique, complet, séparable.

Proposition 3.23. Soit (E, d) polonais et p € M; (E). Alors p est tendue.

Démonstration. Soit (xy)k>1 une suite dense. Soit ¢ > 0. Pour tout n > 1, on choisit N,
tel que

Nn
- €
u (kL;Jl B(xk,l/n)> >1— o

On pose alors K = (54 UE;‘l B(xx, 1/n). K est fermé et précompact. Il est donc
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compact. Par ailleurs,

00 Nn 00
u(K) <y (1 —u (U §(xk,1/n)>> <y 2% — .

n=1 k=1 n=1

Théoreme 3.24 (Prokhorov). Soit (E, d) métrique et (pn)n>1 une suite de M (E).

(i) Si(pn)n>1 est tendue, alors, pour toute extraction ¢, il existe une extraction 1
telle que (Ko (n))n>1 converge étroitement.

(ii) Si (E, d) est polonais, la réciproque est vraie.

On commence par un lemme.

Proposition 3.25. Soit (E, dg) métrique séparable. Alors E est homéomorphe a un
sous-ensemble de (RN, d).

Démonstration. Soit (Zi)i>1 une suite dense de E. On pose
®:E—RN,  xr— (de(x,2Y)is1

— @ est continue car la convergence dans RN est la convergence des coordonnées.

— Supposons ®(x) = ®(y). Si x # y, on choisit z* tel que de(x,z!) < de(x,y)/2.
On ne peut avoir dg(x, zY) = de(y, zY), par l'inégalité triangulaire.

— Supposons @ (x™) — @(x). Par I'absurde, supposons x™ 4 x. Il existe alors ¢ > 0
et une extraction ¢ tels que de (x®™ x) > ¢ pour tout n. On choisit z* tel que
de(z4,x) < €/2. Alors dg (x®™, z1) > ¢/2. Or dg (x?M, z1) — dg(x, z1) : absurde.

Donc @ est un homéomorphisme sur son image. O

Revenons a la preuve du théoréeme de Prokhorov.
Preuve du premier point. C’est le sens le plus utile, mais aussi le plus difficile. L'idée
est de traiter successivement les cas R4, RN, E ¢ RN, E.

— Cas E = R. Il a été vu a la section 1.3; le cas R¢ se traite de méme (cf. feuille

d’exercices ou Kallenberg, deuxieme édition, proposition 5.21).

— Cuas E = RN, Notons
M : RN = R, (Xi)iz1 — (X1,..., %K),

qui est continue. L'image d"un compact par une fonction continue étant com-
pacte, pour tout k > 1, (ﬁkun)n>1 est tendue dans R¥. Par procédé diagonal,
pour toute extraction ¢, il existe une extraction 1\ telle que, si 0 = ¢ o, pour
toutk > 1, (ﬁkug(n))n>1 converge étroitement vers une mesure vy € My (R*).
Les (vi)k>1 étant cohérentes (c’est-a-dire ﬁkka = vy), d’apres le théoréme
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d’extension de Kolmogorov, il existe v € M; (RN) telle que v = v pour tout
k > 1. Il s’ensuit que pg(y) clrotte, v, car dans RN la convergence étroite est

équivalente a la convergence étroite des marginales finidimensionnelles.

— Cas E o-compact (E est une union dénombrable de compacts). E étant séparable,
il est homéomorphe a un sous-ensemble de RN, qui est o-compact (I'image d'un
compact par une fonction continue est compacte), et a fortiori mesurable dans
RN,

La convergence étroite et la tension étant stables par composition par une fonc-
tion continue, on peut supposer que E C RN avec E mesurable. On vérifie
que

BE)={A € BRN): A CE} (exercice).

On étend p,, sur RN en posant {i, (A) = pn (ANE) pour A € B(RN); c’est-a-dire
que Hn est la mesure image de ., par l'inclusion I : E — RN, x — x, continue.

a) Alors (fin)n>1 est tendue comme image de (pn)n>1 par I. Soit ¢ une ex-
traction. D’aprés I'étape précédente, il existe une extraction 1\ telle que, si
0= @ o, (Hg(n))n>1 converge étroitement vers fi € My (RN).

b) Véritions que u( ) = 1. Soit K; compact de E tel que pg(n)(Ki) > 1—-1/1
pour tout n > 1. Puisque K; est fermé dans RN (exercice), par Portmanteau,
~ ~ : —~ : 1
H(E) > u(Ki) > limsup fo(m) (Ki) = lim sup pgn) (Ki) > 1— .
n—00 n—00 1
En faisant 1 — oo, on obtient 1(E) = 1. On définit alors p sur E en posant
n(A) = H(A) pour A € B(E).

c) Vérifions que Ho(n) etroite, . On utilise Portmanteau. Soit O ouvert de E.

Alors O = EN O, avec O ouvert de RN (exercice), et

~

liminf o) (0) = iminf fig(n) (0) > W(0) = KO NE) = u(0),

n—oo
car u(E) =1.

— Cas général. Soit K; compact tel que pun(Ki) > 1 —1/i pour tout n > 1. On
pose Eg = U2, Ky, de sorte que pn(Eg) = 1 pour tout n > 1. On applique le
cas précédent a 1, définie sur Eg par pn(A) = pn(A). En particulier, comme
un(Eo) = 1, un(A) = pn(ANEg) pour A € B(E). La famille (1, )n>1 est bien
tendue car, pour tous i, n > 1, un(K;i) > 1 —1/1i, avec K; compact.

Soit ¢ une extraction; il existe une extraction 1\ telle que, si 0 = ¢ o1, alors
étroite. ~

Hom) — B € My (Ep). On définit alors u par u(A) = (A NEg) pour A € B(E).

On conclut que pgy) Ctroite, I, car Wy et usont les mesures images de (15, et

ppar l'inclusion I : Eg — E, x — x, continue.

]
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Preuve du deuxiéme point. On suppose (E, d) polonais et que, pour toute extraction ¢,
il existe une extraction 1 telle que o) converge étroitement. Fixons ¢ > 0 et une
suite dense (x;)i>1. Vérifions d’abord que

Vk>1, N1, vn>1l o | [JBOw 1K) | 21—

Sinon, il existe k > 1 tel que cette propriété échoue. Pour toute mesure fixée y;, la
masse de Ul\l 1 B(x4,1/k) tend vers 1 lorsque N — oco. Posons ¢(0) = 0. A I'étape n,
choisissons N > n assez grand pour que tous les indices j < ¢@(n — 1) satisfassent
la borne avec ce N. Puisque la propriété échoue, un indice @(n) viole cette borne
au rang N; il est nécessairement strictement supérieur a ¢(n — 1). Par inclusion des
recouvrements, il la viole aussi au rang n. Ainsi, pour tout n,

n) (U Bbwl/k)) <1t

i=1

Soit alors \ une extraction telle que oy ) gtroite, p. Par Portmanteau, pour tout

m>1,

b(n)

€ .
1— % > 11nrgg)1f Hoop(n) U B(xi, 1/k)
i—1

> Hminf poyn) <U B(xi,1/k) ) (UB xi,1/k) )

Dong, en faisant m — oo, t(E) < 1 —¢/2% : absurde. On pose alors

Ny
K= B 1/k).

k>11i=1

Comme précédemment, pour montrer qu'une mesure de probabilité sur un espace
polonais est tendue, on voit que K est compact et que pn(K) > 1 — ¢ pour tout
n>1. O

Corollaire 3.26. Soit (E, d) polonais, ({in)n>1 une suite de My (E) et p € M (E). Alors

étroite
U, — usi et seulement si

— (Mn)n>1 est tendue;

— si @ est une extraction et v € M (E) vérifie ) etroite, v, alors p = v.

La preuve est la méme que celle du corollaire 1.16 pour E = R.
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Reformulation probabiliste. Soient (X;)n>1 et X des variables aléatoires a valeurs
dans un espace polonais. Alors X, 10, X si et seulement si
— (Xn) est tendue, c’est-a-dire Ve > 0, 3K, compact, limsup,, ,  P(Xn ¢ K¢) < ¢;

— si Xy m) Loi, Y, alors X oy,

Application. Soient (Xn)n>1 et (Yn)n>1 des variables aléatoires a valeurs dans (E, d)
loi

et (E/,d’) polonais. On suppose Xy, Lol X, Yn — Yet X;, 1L Yy, pour tout n. Alors

loi

X, V) 2 (XY), X9x v9y XxXuV

Démonstration. Etape1: ((Xn, Yn))n>1 est tendue. En effet, puisque X, 10, X et Yn Loi, Y,

pour ¢ > 0, il existe des compacts K,K’ de E,E’ tels que P(X;, € K) > 1—¢ et
P(Yn € K') > 1—¢. Alors P((Xy, Yn) € Kx K’) > 1—2¢, avec K x K’ compact de
ExE.
Etape 2 : unicité de la limite. Si (X¢(n), Yom)) LU (>”<', ?), alors, pour tous f € Cy(E),
g € Cy(E'),
E[f(Xom)9(Yom)] = EF(Xym)IEG(Yym)]-

En passant a la limite lorsque n — oo, on obtient

Comme dans la preuve de Portmanteau, on approche L/, avec F, F/ fermés, et on
conclut par classe monotone. ]

3.5 Propriétés topologiques de M;(E)
Soit (E, d) un espace métrique.
Définition 3.27. Pour u, v € M;(E), on pose
dip(n,v) =inf{e > 0: VA € B, w(A) < v(A®) +eetv(A) < u(A®) + ¢},

ou A® ={x € E:d(x,A) < ¢} est le e-voisinage ouvert de A. dip est appelée distance
de Lévy—Prokhorov sur My (E).

Proposition 3.28. d;p est une distance.

Démonstration. La symétrie est immédiate. L'inégalité triangulaire provient de
(AS)N C A®™. Pour la séparation, si dip(p, v) = 0, alors, pour tout fermé F,
1

P <VFM 4 - V) <P+

N Bl

Comme F = ﬂn>1 FI/" en faisant n — oo, on en déduit u(F) < v(F) et v(F) < u(F).
Donc p = v sur les fermés, donc 1 = v. O
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I1 peut parfois étre utile d"utiliser une définition non symétrique de dyp.

Lemme 3.29. On a

dLP(}i,‘V) = inf{e >0:VA € BE/ },L(A) < V(AE) + 8}.

Démonstration. Soit ¢ > 0 tel que pu(A) < v(Af) + ¢ pour tout A € Bg. Soit A € Bg.
On vérifie que ((Af)¢)® C A€, de sorte que

V(A) =1=v(A%) <1T=v(((AT)9)®) < T—p((A%)) + e = u(A®) +e.

]

Lemme 3.30. Si E est séparable, pour toute probabilité n € M;(E) et toutn > 0,
il existe un nombre fini de fonctions fy,..., fm € Cy(E) telles que, pour toute v €
My (E),

max |v(fj) —u(fj)l<n = drp(p,v) <3n.
1gsm

Démonstration. Fixons une suite dense (x;)i>1 dans E. Choisissons N tel que

N
n <U B(’%ﬂ)) >1-mn.
i=1

Pour I C {1,...,N}non vide, posons

BI = UB(Xirn)/ fl(x) = max (1 — d(X%BI),()) ,

iel

et posons By = &, fz = 0. Ces 2N fonctions sont continues, comprises entre 0 et 1.
Supposons |[v(f1) — p(f1)| < n pour tout I. Pour un borélien A, posons

Ia={ie{l,...,N}: AnB(xi,n) # o}

Alors A\ By, est contenu dans le complémentaire du recouvrement et {f;, > 0} C A3,
Par conséquent,

w(A) < w(Br,) +n < ulfr,) +n
< V(f1) +2n < V(AT + 21,

La définition non symétrique de la distance de Lévy—Prokhorov, établie dans le lemme
précédent, donne dip(n, v) < 3n. O

La distance de Lévy—Prokhorov est liée a la convergence étroite.
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Proposition 3.31. Soit (pin)n>1 une suite de My (E) et p € My (E).

(1) drp(pn, 1) — 0 implique pn, <%

étroite

(2) SiE estséparable, u, —— pimplique dyp(pn, 1) — 0.

Ainsi, lorsque E est séparable, d; p métrise la convergence étroite sur M; (E).

Démonstration. (1) On suppose dip(un, ) — 0. Soient F fermé, e > 0. Soit ng tel que

n 2> ng implique pn(F) < p(F*) +&. Donc limsup,, ,  un(F) < u(F®) + . En faisant

¢ — 0, on en déduit limsup,,_,  un(F) < u(F). Donc, par Portmanteau, p, étroite "
(2) Soit E séparable et jin ctrolte, 1. Fixons 1 > 0 et choisissons les fonctions f1, .. ., fm

du lemme 3.30. Comme leur nombre est fini,

max f;) — u(f;)| — 0.
1<j<mlun( ]) w( ])|
Pour n assez grand, le lemme donne donc dyp(pn, pt) < 3n. Commen > 0 est arbitraire,

drp(pn, 1) — 0.
]

Corollaire 3.32 (Du théoreme de Prokhorov). Si (E,d) est compact, alors

(M4 (E), drp) est compact.

Démonstration. Soit (pn)n>1 une suite de My (E). Il suffit de montrer que (pn)n>1
admet une valeur d’adhérence. Comme E est compact, (pin)n>1 est tendue. Il existe
donc une extraction @ et u € My (E) telles que pyn) ctrotte, n. Comme E est séparable,

Hpmn) — Hdans (My(E), drp). [

Remarque 3.33. Lorsque (E, d) est polonais, le théoreme de Prokhorov se reformule
ainsi:si A C M (E), lafamille {i: u € A} est tendue si et seulement si A est relativement
compact dans (Mj (E), drp). Sous la seule hypothese de séparabilité, I'implication de la
tension vers la compacité relative reste vraie.

Théoréme 3.34. Soit (E, d) un espace métrique.
(1) SiE est séparable, alors (M;(E), drp) est séparable.
(2) SiE est complet séparable, alors (M;(E), dip) est complet séparable.

Démonstration. (1) Soit (x;i)i>1 une suite dense de E. On montre que I’'ensemble des
mesures de la forme v =} | - Tmdx,,, avec M C IN* fini, 1, € Qr et} cpyT™m =1,
est dense.

Soit p € My(E). Soient ¢ > 0 et M C IN*, CardM < oo, tels que
WUmem B(xm, €)) = 1 —¢. En remplagant les B(xm, €) par des parties disjointes de
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celles-ci, on écrit

U B(xm, &) = I_I B, Xm € Bm C B(xm, €).

meM meM

On pose alors v = Y, -y Tmdx,, avec les (1) choisis tels que } . oa Itm — 1(Bm)| <
e.Si A € B(E), on pose
A= |J Bm

Alors pt(A) < p(A) + A\ A) < w(A) 4. Or Ju(A) —v(A)| < e et A € A%, donc
i(A) < v(A%) +2¢, donc dyp(p, v) < 2e.

(2) Soit (pn)n>1 une suite de Cauchy pour dpp. Il suffit de montrer que (pn)n>1 est
tendue (elle convergera alors vers cette valeur d’adhérence, par les propriétés des
suites de Cauchy). Soient ¢ > 0 et une extraction ¢ tels que

iz oe(n), drp (K Kem)) < %

Par tension de wy, ..., lym), il existe K, compact tel que pi(Kyn) > 1 — g/2nt1 pour
i=1,...,9(n). Alors, pouri > @(n),

g/2n+1 € £
(Kn ) > u(p(n)(Kn) - W > 1- 2_n

Hi

C’est aussi vrai pouri=1,2,..., @(n). En posant
e /om+1
K=k,
n>1

on vérifie que K est compact (car précompact et fermé) et de mesure > 1 — ¢. Ceci
conclut. ]

3.6 Compléments de topologie
Quelques rappels de topologie (cf. par exemple les notes de cours Topologie, analyse et
calcul différentiel de Frédéric Paulin, disponibles sur sa page web).

— Une topologie sur un ensemble E est un ensemble O de parties de E, appelées
ouverts, tel que :

(i) toute intersection finie d’éléments de O appartienta O;

(ii) toute union d’éléments de O appartienta O.
Un espace topologique est un ensemble muni d"une topologie.

— Une base d’ouverts d’un espace topologique (E, O) est une partie B de O telle que
tout ouvert de E soit union d’éléments de B, c’est-a-dire

YuUe O, vVxel, IveB, xeVcl
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I1 est possible de montrer que si (E, O) a une base dénombrable d’ouverts, alors
E est séparable. La réciproque est vraie dans un espace métrique, mais fausse en
général (prendre par exemple E = IR muni de la topologie cofinie, ot les ouverts
sont & et les ensembles de la forme R \ F avec F C R fini).

— En général, la propriété « étre une base d’ouverts d"une certaine topologie » n’est
pas automatique pour un ensemble de parties d'un ensemble. On a toutefois le
critere suivant : si B est une partie de P(E) telle que | B = E et telle que

VU VeB, VVYVxelUnV, WeB, xeWcUuny,

alors I'’ensemble O des unions d’éléments de B est la topologie engendrée par B.
En particulier, B est une base d’ouverts de sa topologie engendrée (plus petite
topologie qui contient B).

— Si (E,0) est un espace topologique, on dit qu'une suite (x,,) d’éléments de E
converge vers x € E si, pour tout U € O tel que x € U, il existe N tel que
n>N=x, €l
Attention : deux topologies différentes peuvent avoir les mémes suites conver-
gentes (prendre par exemple IN muni de la topologie discréte, qui est métrisable,
T1, et

1
Tm=¢ACN:1¢Aou ) —<oo,)
n
nelN\A

— Si d est une distance sur E, 'ensemble O des parties U de E telles que Vx € U,
Jde > 0, B(x,¢) C U, est une topologie sur E, appelée topologie induite par d. Un
espace topologique (E, O) est dit métrisable s’il existe une telle distance d.

— Les notions « étre a base dénombrable d’ouverts », « séparabilité », « convergence
», « étre métrisable » sont invariantes par homéomorphismes.

Il est parfois plus naturel de directement définir une topologie sans référence a une mé-
trique, qui peut étre peu naturelle, peu commode a utiliser, ou rarement canonique. Par
ailleurs, un espace topologique peut étre complet ou non complet pour des métriques
qui le métrisent.

C’est pour cette raison que la « bonne » définition d"un espace polonais est : un espace
topologique séparable, métrisable par une distance compleéte. Mettons en ceuvre ce qui précede
dans le cadre d’une topologie sur I'espace des mesures de probabilité.

Soit E un espace topologique métrisable. Compte tenu de la définition de la conver-
gence étroite, il est naturel de considérer la plus petite topologie sur My (E) pour laquelle
les fonctions p +— p(f) sont continues pour f € Cy(E) (c’est-a-dire la topologie initiale
sur My (E) définie par les applications p — u(f) pour f € Cy(E)), appelée topologie
faible-étoile sur M (E) (aussi abrégée en faible-).
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Lemme 3.35. La famille de parties
By, ) =1V € My(E) 1 [u(fi) — v(fi)| < e pour tout1 < i< n},

pour ¢ > 0, f1,...,fn € Cy(E) et p € My(E), constitue une base d’ouverts de la
topologie faible-* sur M (E).

Démonstration. Ces parties sont bien des ouverts de la topologie faible-x. La topologie
engendrée par cette famille rend les fonctions p — p(f), pour f € Cy(E), continues,
donc elle contient la topologie faible-*. O

Proposition 3.36. (1) Soient p,, n € M;(E). Alors pn ctroite, u si et seulement si

in — pau sens de la topologie faible-x.

(2) Lorsque E est séparable, d p métrise la topologie faible-.

Démonstration. (1) On suppose i, ctroite, . Soit U un ouvert faible-* contenant w. Il
PP

existe alors un ouvert de la forme B, . ¢, . ) inclus dans U. Puisque py Ctroite, I,
maxicick |Mn (fi) — 1(fy)| — 0 et donc pn € By, e 4, ¢, ) poOur n assez grand.

Réciproquement, on suppose pn — p au sens de la topologie faible-x. Alors, pour
tout f € Cy(E) et tout ¢ > 0, un € By ) pour n assez grand, c’est-a-dire |un (f) —
n(f) <e.

(2) Soit U un ouvert faible-x et u € U. Raisonnons par I’absurde en supposant que,
pour tout ¢ > 0, Bg,, (1, €) ¢ U. Il existe alors une suite w, € M;(E) telle que u, — n
pour dip et py ¢ U pour tout n > 0. Mais on a vu que p, — p pour dpp implique
Hn Lhrolte, u, et par (1) cela implique que p, — u pour la topologie faible-x : absurde.

Réciproquement, fixons p € My (E) et ¢ > 0. Choisissons 0 < 1 < ¢/3 et les fonctions
f1,...,fm du lemme 3.30. L'ensemble

V ={veM(E):|v(f;) —u(f;)| <npour tout 1 <j < m}
est un voisinage faible-+ de p, et le lemme donne
VC {V : dLP(HIV) < 311} - Bde(”’/ 5)'

Toute boule de centre p est donc un voisinage faible-x de p. Les deux topologies
coincident. ]

Lorsque E est un espace topologique métrisable et que M; (E) est muni de la topologie
faible-x, il est possible de montrer que

E compact <= M;(E) compact,
E séparable <= M;j(E) séparable,
E polonais <= M;(E) polonais.
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4 L’espace des fonctions continues sur un compact

Exercices associés : feuille 4, p. 155.
Dans ce chapitre

41 Caracterepolonais. . . . . . . . .. .. 35
42  Marginales finidimensionnelles . . . . .. ... ... ... .. .. ... 00 L. 36
43  Convergenceenloidanscetespace . . . .. ... .................... 38
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45 Tension . . . . ... e 41
4.6  Critere de tension de Kolmogorov . . . ... ... ... ... . ... ... . ... 43
4.7 Fonctions continuessur Ry . . . . . . . ... .. L 46

Notation. Si K,E sont des espaces métriques avec K compact, on note C(K,E)
I’ensemble des fonctions continues de K dans E, muni de la distance d(f,g) =

sup, .y de(f(x), g(x)).

4.1 Caracteére polonais

Proposition 4.1. Soit (K, p) un espace métrique compact et (E, dg) un espace polonais.
Alors (€(K, E), d) est polonais.

Démonstration. Complétude. Si (fn)n>1 est de Cauchy dans C(K, E), alors, pour tout
x € K, (fr(x))n>1 est de Cauchy dans E, donc converge vers une limite notée f(x). On
vérifie alors que d(fn,f) — O et que f € C(K, E).

Séparabilité. On pose, pour m,n > 1,

Cmn={f€C(K,E):V¥x,y €K, p(x,y) <1/m = de(f(x), f(y)) < 1/n}

Puisque K est compact, pour tout m > 1, il existe un ensemble fini K, tel que
K = UxeKm B(x,1/(2m)). On note K, = {x]", ... ,kam}. Aussi, par séparabilité de E,
pour tout n > 1, il existe un ensemble dénombrable U,, = {UT, uy,.. .} d’ouverts qui
recouvrent E et de diametre < 1/n. Pour un kn,-uplet (i, ..., i, ) d’entiers > 1, on

note
FFil{,T.l..,ik )= {f € Cn i F™) € U{; pour tout 1 <j < ki J-
mmn f ol : m,n mn .
Lorsque F[il,...,ika # o, on choisit une fonction f(h,-..,ikm) € F(i1,-..,ikm)' Soit Dmn

I’ensemble de telles fonctions.
Vérifions que, pour tout f € Cyy n, il existe g € Dy tel que dE(f(xjm), g(x}“)) <1l/n
pour tout 1 < j < k. Soit f € Cyn. On observe que

mmn
Cm,n - U F(il,...,ikm).

i by =1

Choisissons 1iy,..., i, tels que f(xj") € Uy pour 1 < j < km. En particulier
mmn fn.lj,n

(it ) 7 &. On peut donc prendre g = " .
1/n pour tout i.

Ly qui convient, car diam(U}') <
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Soit maintenant D = Um,n D n, dénombrable. Vérifions que D est dense dans
C(K,E). Soient f € C(K,E) et ¢ > 0. Fixons n > 3/e. Puisque f est uniformé-
ment continue, il existe m > 1 tel que f € Cyn. Soit alors g € Dy tel que
dE(f(xJT“), g(x}“)) < 1/mpourtout 1 <j < k.

Par inégalité triangulaire, on en déduit, pour tout x € K, avec xj" tel que x €
B, 1/(2m)),

Slw

de (7(x), g(x)) < de (F0), FOG™) + de (FOG), g04™) + de (g™, g(x)) < = < e.

4.2 Marginales finidimensionnelles
4.2.1 L’espace des fonctions

Soit (E, d) un espace polonais et I un ensemble quelconque. L'ensemble E! des fonc-
tions de I dans E est naturellement muni de la tribu produit (comme pour RN a la
section 3.3).

Définition 4.2. La tribu produit sur E!, notée B(E)®!, est la plus petite tribu sur E!
qui rend, pour tout t € I, les applications

m : El — (E, B(E)), (Xi)iel — x4,

mesurables. Elle est parfois appelée tribu cylindrique.

Remarque 4.3. On vérifie que :

— les ensembles de la forme
{(xi)ier i %, € A1, X € A = (A1) M- Ny (A),
pour Ay,...,Ax € B(E) etty,..., tx € I, appelés cylindres, forment un m-systeme

générateur de B(E)%!;

— une fonction (Q, A) — (EL, B(E)®1), w — (xi(w))icr, est mesurable si et seulement
si, pour touti € I, w — x;i(w) est mesurable. En particulier, (X;)icr est une variable
aléatoire a valeurs dans E! si et seulement si X; est une variable aléatoire pour tout
iel

.....

de psur (E¥, B(E)®¥) par 'application
E==NEL (Xi)ier = (X4y, -+, X4, )-

Si (Xi)ier a pour loi p, c’est la loi de (Xj,, ..., X, ). Les mesures {p;,, i :i1,...,1k €
I} sont appelées marginales de dimension k de n. La famille formée de toutes les
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marginales de dimension k, k > 1, est appelée famille des marginales de dimension finie
de u (fidi en abrégé).

Proposition 4.5. Une mesure n € My (E1) est caractérisée par ses marginales fidi. En
particulier, la loi d"une variable aléatoire (X;)ic1 € E! est caractérisée par ses lois fidi.

Démonstration. Ceci provient du fait que les cylindres forment un 7-systéme généra-
teur de B(E)®!, et donc deux mesures de M; (E") qui coincident dessus sont égales
d’apres le lemme des classes monotones. O

L’avantage de ce point de vue est I’existence de variables aléatoires.

Théoréme 4.6 (Extension de Kolmogorov). Soit E un espace polonais et I un en-
semble quelconque. Pour chaque partie finie non vide | C I, on se donne une mesure
de probabilité 1 sur E). On suppose que cette famille est cohérente : pour toutes
parties finies non vides ] C K C I, la projection m j : EX — EJ vérifie

(7tK,7 ) ik = 1.

Alors il existe une unique mesure de probabilité p sur (EL, B(E)®!) dont la projection

sur EJ est u; pour toute partie finie non vide ] C L.

Ceci permet par exemple de définir le (pré)mouvement brownien comme variable
aléatoire a valeurs dans RR®+.

Probleme : en général, E! n’est pas polonais. Ce cadre n’est pas bien adapté a la
convergence étroite!

4.2.2 L’espace des fonctions continues

Notons ici C = €(K, E), avec K compact, (E, d) un espace polonais, et B¢ la tribu
borélienne sur C. On note P la trace sur C de la tribu produit B (E)®K, c’est-a-dire

Pe={ANC:A e B(E)®K.

De maniére équivalente, c’est la plus petite tribu sur C qui rend toutes les projections
my : C = E, f — f(t), mesurables (exercice).

Proposition 4.7. Les tribus B¢ et P¢ sont les mémes.

Démonstration. Puisque, pour tout x € K, m, : C — E est continue, elle est mesurable
pour Bc. Donc P¢ C Be.

Pour montrer que B¢ C P, il y a deux étapes.

Etape 1 : les boules ouvertes de C sont mesurables pour Pc. Pour le voir, on fixe fo € C
et on considere F : C — R, f — d(f, fp). Puisque K est compact, il existe D C K
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dénombrable dense. Par continuité,

d(f, fo) = sup d(f(x), fo(x)).
xeD

Puisque, pour tout x € D, (C,Pc) = R, f — d(f(x),fo(x)), est mesurable (c’est
la composée ¢p oy avec ¢ : E — R,y — d(y, fp(x)), continue donc mesurable),
F: (C,Pc) = R est mesurable comme le supremum d’une famille dénombrable
d’applications mesurables. Ainsi, pour tout r > 0, F1([0,r]) € P¢, est-a-dire {f € C:
d(f, fy) < v} € Pc.

Etape 2. Par séparabilité de C, tout ouvert de C est union dénombrable de boules
ouvertes (exercice). Cela conclut. O

D’apres ce qui précede, les marginales fidi {p,,.t, : t1,...,tx € K} d’'une mesure
u € Mq(C) la caractérisent.

Attention : ’ensemble {f € RI%U : f est continue} n’est pas mesurable par rapport a
B(R)®O1 (exercice).

4.3 Convergence en loi dans cet espace

Définition 4.8. Soient p,, p € Mj(C). On dit que p,, converge vers w au sens des fidi

. étroite f.d. a
si, pour tous ty,...,tx € K, (Un)t,,.. 1, i, - Onnote p, — p. De méme,
une suite (Xn)n>1 de variables aléatoires a valeurs dans C converge vers X au sens

des fidi si, pour tous ty, ..., tx € K,

loi

(Xnlt), .., Xn(te)) — (X(t1), ..., X(ti)).

Attention ! Par continuité des projections, la convergence étroite dans C implique la
convergence des fidi. Cependant, contrairement a RN, la réciproque est fausse : soit U
uniforme sur [0, 1] et X;,(t) = max(0,1 —n|U—t]) pour 0 <t < 1.

(VAN

| u

Alors Xy, fi> 0, mais Xy, 71& 0 dans C. En effet, si c’était le cas, puisque sup : C — R est

continue, on aurait 1 = sup X, 1'¥1> 0 : absurde.
Cependant, on a le résultat suivant.

Théoréeme 4.9. Soient w,,, 1 € My (C).
1) pwn Ctroite, u si et seulement si &) net (Un)n>1 est tendue.

(2) Si les fidi de (pn) convergent et si (p1n)n>1 est tendue, alors elle converge
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étroitement.

Démonstration. (1) Le sens direct résulte de la continuité des projections et du théo-
reme de Prokhorov. Réciproquement, d’aprés le théoreme de Prokhorov, il suffit de

montrer que si ) étroite, v, alors p = v. Mais alors gy 4. Donc u et vont les

mémes fidi, donc sont égales. (2) Par tension, il existe une extraction ¢ et u € M;(C)

telles que pm) ctroite, . Alors W) d, u, et donc pn, d, w. Donc pn etroite, 1 par

(1). 0

Ainsi, dans €([0,1], E), (Xn(t))o<t<1 = (X(t))o<t<1 si et seulement si, pour tous
O0<ty<---<ty<1l,ona

loi

(Xn(tl)/ <o /Xn(tk)) — (X(tl)l <. /X(tk))/

et (Xn)n>1 est tendue.

Remarque 4.10. Etant donnée une famille F de fidi cohérentes, d’aprés le théoreme
d’extension de Kolmogorov, il existe p € My (RO1) dont les fidi sont F. Mais rien ne
garantit qu’il existe une telle p € M;(C). D’apres le théoreme précédent, c’est le cas si
les fidi F sont limites fidi d"une famille tendue de M;(C).

Pour appliquer le théoreme précédent, il s’agit maintenant d’identifier les compacts
de C.

44 Compacité dans C
La notion d’équicontinuité est fondamentale.

Définition 4.11. Une famille F C C(X,Y) est dite équicontinue si
Ve>0, In>0, Yx,yeX, VFedF, dx(x,y)<n=dy(f(x)fly)) <e.
En notant, pour f € Fetn >0,
w(f,n) = sup{dy(f(x), f(y)) : x,y € X, dx(x,y) <n},
le module de continuité de f, c’est équivalent a

Ve >0, In>0, supw(f,n)<e.
feF

Remarque 4.12. Pour K compact :
— pour f € C(K,Y), limy,_,o w(f, h) =0, car f est uniformément continue;

— pour tout h > 0, 'application €(K, Y) — R, f — w(f, h), est continue.
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Théoreme 4.13 (Arzela—Ascoli). Soit (K, dx) compact et (E, dg) un espace métrique
complet. Soit I C C(K, E). Alors JF est relativement compacte dans C(K, E) si et
seulement si

— J est équicontinue;

— il existe D C K dénombrable dense tel que, pour tout x € D, F(x) = {f(x) : f €
T} est relativement compact dans E.

Démonstration. <= Soit (fn)n>1 une suite de F. On trouve une sous-suite qui converge
uniformément. Ecrivons D = {a, : n > 1} Puisque (fn(ax))n>1 est dans F(ay), com-
pact dans E, il existe par procédé diagonal une extraction @ telle que (fm)(ar))n=1
converge pour tout k > 1. Posons gn(x) = f,n)(x) pour simplifier les notations.
Vérifions que, pour tout x € K, (gn(x))n>1 converge. Comme E est complet, il
suffit de montrer qu’elle est de Cauchy. Pour cela, on fixe ¢ > 0 etn > 0 tels que
sup;.4 w(f,m) < e. Par compacité, il existe L > 1 tel que K = UiL:1 B(ai,n). Pour
1 <1< L, puisque (gn(ai))n>1 converge, elle est de Cauchy. Il existe donc N tel que

P,q=N, 1<k<L = delgplax), gqlax)) <e.
Fixons x € K. Soit 1 < k < L tel que dk(x, ax) <. Alors, pour p,q > N,

de(gp(x), gq(x)) < delgp(x), gplax)) + de(gp(ax), gq(ax))
+ dE(gq(ak)r Qq(X)) < 3e.

De plus, en notant g(x) = limy_, gn(x), en passant a la limite ¢ — co dans 'inégalité
précédente, on obtient

Vx €K, Vp=N, de(gp(x),g(x)) < 3e.

La convergence est donc uniforme et g € C(K, E).

= Soit x € K. Montrons que J(x) est compact. L’application 7, : €(K,E) — E,
f > f(x), est 1-lipschitzienne donc continue. Donc 7, (F) = F(x) est compact. Or
F c F, donc F(x) € F(x), donc F(x) € F(x). Donc F(x), fermé dans un compact, est
compact.

Soit ¢ > 0. Par précompacité de T, il existe fq,...,fy € F telsque I C UL B(fy, €).
Par uniforme continuité, on peut trouver n > 0 tel que

W, ye K, VI<k<N, dk(x,y)<n= de(fi(x) fx(y)) <e.

Alors, pour tout f € J et tous x,y € K tels que dx(x,y) <1, soit1 < k < N tel que
d(f,fx) < ¢ dans C(K, E), et alors

de(f(x), fly)) < de(f(x), fi(x)) + de(fi(x), fi(y)) + de(fi(y), fly)) < 3e.

Donc J est équicontinue. [
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Remarque 4.14. Si, dans E, les boules fermées sont compactes (comme dans R¥) et si K
est un compact convexe d’un espace vectoriel normé, muni de la distance induite par
la norme, alors J est relativement compacte si et seulement si elle est équicontinue et
F(xp) est relativement compact pour un xy € K.

En effet, choisissons n > 0 tel que sup;_4 w(f,n) < 1. Pour tout x € K, on découpe le
segment [xg, x] en au plus 1+ [diam(K)/n| morceaux de longueur au plus n. L'inégalité
triangulaire donne une borne uniforme sur dg(f(x), f(xg)), pour f € F et x € K. Les
ensembles F(x) sont donc bornés, puis relativement compacts dans E, et le théoréeme
d’Arzela—Ascoli s’applique.

Un cas typique d’application est dans C([0, 1], R¥), en prenant xy = 0.

4.5 Tension

Voyons maintenant une application probabiliste.

Théoréeme 4.15. Soit (X™),>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans
C([0,1], E), avec E polonais. Elle est tendue si et seulement si

(1) pour tous € > 0,1 > 0, il existe 6 > 0 tel que limsup, _,  P(w(X™,8) >n) <¢;
(2) pour toutt € [0,1] NQ, (X™(t))n>1 est tendue.

Si, dans E, les fermés bornés sont compacts, on peut remplacer (2) par (2) :
(X™(0))n>1 est tendue.

Remarque 4.16. Si (X™),>1 converge au sens des fidi, la condition (2) est vérifiée.

Exemple 4.17. Si U est uniforme sur [0, 1] et X™(t) = max(0,1 —nU—t|) pour0 <t <1,
la suite (X™),>1 n'est pas tendue.

-

u

1 1
n n
Preuve du théoreme. = Soient ¢ > 0 et K un compact de C tel que IP(X™ ¢ K) < ¢ pour
toutn > 1. Soitn > 0.
(1) Par Arzela—Ascoli, on peut trouver & tel que sup; .y w(f,6) < mn. On a alors
P(w(X™,8) 2n) < P(X" ¢ K) <e.
(2) Soit t € [0, 1]. Il existe A compact de E tel que f(t) € A pour tout f € K. Alors
P(X"(t) ¢ A) < P(X™ ¢ K) < e. Donc (X™(t))n>1 est tendue.
<« Fixons ¢ > 0. Soit (ti)i>1 une énumération des rationnels de [0,1]. On peut
trouver des compacts A; de E tels que P(X™(t;) ¢ Aq) < ¢/ pARE pour tout n > 1. Pour
chaque k > 1, la condition (1), appliquée avecn = 27k et ¢/2%2 fournit 5, > 0et Ny
tels que

/ -k
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Pour chacun des indices n < Ny, la continuité des trajectoires entraine w (X", 5) — 0
presque stirement lorsque & | 0. En diminuant 3, on obtient donc &y > 0 tel que

vn>1,  Plw(X" ) >27% < ST

En posant
Ke={feC:Vix1, f(t)) € Ay Vk =1, w(f, ) <275},

on voit que P(X™ ¢ K¢) < ¢, que K¢ est fermé (f — w(f, dy) est continue) et que K est
compact par Arzela—Ascoli.

Si les fermés bornés de E sont compacts et sil’on suppose seulement (2’), choisissons
un compact A C E tel que sup, IP(X™(0) € A) < ¢/2. Avec les mémes 0y, I'ensemble

Kl={feC:f0)eA; Vk>1, w(f,d) <275

est compact par la remarque suivant Arzela—Ascoli, et sup, P(X™ ¢ K{) < ¢. Cela
prouve également la derniére assertion. O

Remarque 4.18. La condition (1) est équivalente a : pour toute suite 6, — 0 et toute
suite (ny), w(X™, &) L) (exercice).

Corollaire 4.19. Soient (X"),,>1 des variables aléatoires dans C telles que

(1) pour tous ¢ > 0,m > 0, il existe 0 < 6 < 1 tel que, pour tout t € [0,1],

1
lim sup -IP ( sup  d(X§,X{) > n) <g;

n—00 t<s<(1+8)A1

(2) pour toutt € [0,1]NQ, (XF)n>1 est tendue.

Alors (X™);>1 est tendue dans C.

Démonstration. On vérifie la condition (1) du théoreme. Pour cela, on découpe [0, 1]
en intervalles de longueur 8.

4
+

0 11/5]5 1

Soit f € C. Vérifions que

[1/3]
(w(f,8)>3n)c J{  sup  dlf(s), f(i) >n .
i=0 \18<s<((i+1)8)A1

On suppose que, pour tout 0 < i < [1/8], SUPis<s<((i41)5)A1 d(f(s),f(id)) < n. Si
|s —t| < §, deux cas se présentent.

— Cas 1: s, t sont dans le méme intervalle [1d, (1 +1)6) /A 1]. Alors

d(f(s), f(t)) < d(f(t), £(i8)) + d(f(s), (i8)) < 2n.
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— Cas 2 : s,t sont dans deux intervalles consécutifs, avec s € [id,(1+1)0] et t €
[(A+1)d,((1+2)0) A1]. Alors

d(f(s), f(t)) < d(f(s), f(id)) + d(f((i +1)d), f(id))
+d(f(t), f((i+1)8)) < 3n.

Ainsi,
P(w(X",8) >3n) < ([1/8) +1)

X max P su dXH, X)) >n|.
t€(0,8,25,...,[1/5]8) (tgsg(tfé)m s/t

La limite supérieure est < 2¢, car |1/ +1<1/0+1<2/6. O

4.6 Critere de tension de Kolmogorov

Le probleme des caractérisations précédentes de la tension est qu’elles font intervenir
des variables aléatoires malaisées a étudier. Des critéres de tension efficaces peuvent
faire intervenir la loi de X™ de la fagon la moins compliquée possible, par exemple a
travers des marginales de dimension finie. Le critere de Kolmogorov ne fait intervenir
que les marginales de dimension 2 (!).

On introduit d’abord quelques notations.

Notation.

— Soit Dy, ={i/2" : 0 < i < 2"} 'ensemble des dyadiques de niveau n dans [0, 1], et

— Pour X = (X)o<i<1 € EOU ety > 0, on note
d(Xs, X
My (X) = sup M
s,teD |S o t|V
s#t

Ainsi, si X est y-holdérien, M, (X) < oo.

Théoreme 4.20 (Critere de tension de Kolmogorov). (1) Soit X = (X)o<t<1 une
variable aléatoire a valeurs dans EY, On suppose qu’il existe «, 3, ¢ > 0 tels
que

Vs,t €[0,1],  E[d(Xs, Xe)* < cls — t|'HP, (%)
Alors, pour tout 0 <y < B/, E[M,(X)*] < C(e, B,7v,c).
(2) Soient (X™),>1 des variables aléatoires a valeurs dans C. On suppose que
a) pour tout t € [0,1], (X{')n>1 est tendue;

b) il existe o, 3,c > O tels que, pour tout n > 1 et tous s,t € [0,1],
E[d(XT, XM < c|s — t|*P.
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Alors (X™),>1 est tendue, et toute limite de sous-suite est presque stirement
v-héldérienne pour tout 0 <y < 3/cx.

La premiere partie de la preuve est déterministe. L'idée est de contrdler d(X;, X¢)
« uniformément » en s,t € D, par l'inégalité triangulaire le long d’un chemin de
dyadiques « consécutifs ».

Notons
Ay = max d(Xip—, X(ip12-1), Ky = sup 2¥7A,.
0<i<2k k>0
2v+1
Lemme 4.21. Pour touty > 0, M (X) < me.

Démonstration. On commence par regrouper les couples de dyadiques suivant leur
distance :

My (X) < sup2™Y  sup  d(X, Xq). ()
m=0 s,teD
[s—t]<2™™

Le chainage dyadique donne, pour tout m > 0,

(0]
sup  d(Xe, X)) <2 ) Ay (% % %)
S,tED k=m
ls—t/<2™™

En effet, pours,t € D,s < tett—s < 2™, posons s, = 27 %|2s] et tj, = 27F|2%t].
Les points s, tm sont égaux ou voisins dans Dy,. Deux approximations successives de
s sont égales ou voisines dans Dy 1, et sy = s pour k assez grand. Ainsi d (X, , Xs) <
> 1om Ak, et de méme pour t. L'inégalité triangulaire prouve (s  *).

1
Sy = % raccord : < Ay th =5

D> 14
m=2 t-s=_ <272
64
Ds s =27 [2%s]
tye =27 K[ 2kt
Dy S4 tg
Deux approximations
Ds successives sont égales
ou voisines dans Dy 1.
Ds Leur accroissement dans

W

Al

t = 1
d(Xe, Xe) SAm+2 ) Ac<2) A

k>m k>m

E est donc au plus Ay 1.

Les lignes colorées relient les approximations dyadiques des temps s et t. Les deux chaines
rejoignent des points voisins de D; et s’arrétent ici a Dg. Un segment vertical indique une
approximation inchangée; un segment oblique, un déplacement d"une maille de la grille

suivante.
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Si Ky = oo, le résultat est immédiat. Sinon,

ZiA < 2K iz‘W—ﬂzﬂW
s T1-2vt
k=m

En reportant cette borne dans (+x*), on obtient le résultat. O

Preuve du théoreme. (1) L’hypothese (+) donne

2k—1
EAN < ) Eld(Xipx, X 1) < 2% 27 M8 = ¢ 27FB,
i=0

Pour tout & > 0, on en déduit

EK < Y 2*E[Af] <c ) 27MF~) < o,
k=0 k>0

cary < f3/x. Le lemme précédent entraine alors E[M, (X)*] < C(«, 3,7v,c).

(2) Pour la tension, il suffit de vérifier que, pour tous € > 0,11 > 0, il existe 5 > 0 tel
que P(w(X™,8) > 1) < e.

Par définition de M., (X™), pour tous s, t € D, on a d(X{, X}') < M (X")[s —t|Y. Par
continuité, c’est aussi vrai pour tous s, t € [0, 1]. Ainsi, si [s —t] < §, ona d(X}, X{') <
M, (X™)dY, de sorte que w(X™, ) < M, (X™)dY. Par I'inégalité de Markov,

P(w(X",8) >1n) <n~ *0YE[M, (X™")"].

On en déduit le résultat par (1).

loi

Enfin, supposons X®™ 2% X dans C. Pour s,t € [0,1] et R > 0, 'application
f — min{d(f(s), f(t))%, R} est continue bornée. Par convergence en loi,

E[min{d(Xs, X))%, R}] = lim Emin{d(X?™,x?™)% R

n—oo
< cls — | FB.

En faisant R 1 0o, la convergence monotone montre que X vérifie (x). Le point (1) et la
continuité de X donnent donc la régularité y-holdérienne presque stire pour chaque
0 <y < B/x. En prenant une suite d’exposants croissant vers {3/x et une intersection

dénombrable, cette régularité vaut simultanément pour tous ces exposants. O

Remarque 4.22. Le point (1) permet de démontrer aussi le critere de continuité de
Kolmogorov : si (Xt)o<t<1 € EOA vérifie (+), alors, pour tout 0 <y < /¢, il existe un
processus ()N(t)ogtgl v-holdérien tel que, pour tout t € [0,1], P(X; = X¢) = 1.
En effet, puisque E[M, (X)%] < oo, il existe A de probabilité 1 tel que, pour tout
w € A, X est y-holdérien sur D. Pour w € A, on peut donc prolonger X en une fonction
v-héldérienne, notée X. Pour w ¢ A, on pose X =0 (ou un point fixé de E).
Vérifions que, pour t € [0,1], P(X; = Xt) = 1. Par () et I'inégalité de Markov, si
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sn — tetsp €D, X, £> Xt. D’autre part, par construction, X; & >~<t. Donc X, £> >~<t.
Donc P(Xy = X¢) = 1.

Application. Soient (X;);>1 des variables aléatoires réelles i.i.d. telles que [E[X;] = 0 et
E[X}] < 0co.Onpose Sg =0,Sn = X3+ -+ Xn pourn > let

St = (1—{’[})SM +{t}SM+1, t>0.

Enfin, on définit S,En) = Snt/v/n pour 0 < t < 1, de sorte que s e ¢ = ¢(0,1],R).
Alors (S(“))n>1 est tendue dans C.

On verra plus tard que ce résultat reste vrai sous 'hypothese plus faible E[X?] < oo,
mais la preuve est plus délicate.

Démonstration. Posonsv = E[X3], my = E[X{letC=1+my+3v?. Pour0 <s <t <1
et1 < i< n, notons
a; = Leb([ns,ntjNni—1,1]).

Par définition de l'interpolation, Spt — Sns = > -7 aiXj, avec0 < a; < let ) ;a; =
n(t —s). L'indépendance et le centrage donnent

i

i<
2
<C (Z a%) < Cn?(t—s)%
i
En particulier, en prenant s =0ett =1,
E[Sh] < Cn%. ()
Le méme calcul donne, sans restriction sur les extrémités s, t,
E[|Snt — Sns’4] < CTLZIt - 3’2- (1)

Apres division par n2, on obtient IE[!S,(CM — sﬁ“)|4] < CJt — s/?. Enfin, pour s = 0,
I'indépendance et le centrage donnent aussi

Vv
IE[IS?)IZ] = Z a% < vt
i

Les marginales sont donc tendues par 'inégalité de Markov. Le critere de Kolmogorov
s’applique avec « = 4 et p = 1, et prouve la tension de (S™),,~1. O

4.7 Fonctions continues sur IR ;

En pratique, les processus aléatoires sont souvent indexés par R, plutdt que par [0, 1].
Comme, sur l'espace C(IR;, E), la distance uniforme D (f, g) = SUp;~g d(f(t), g(t)) peut
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valoir 400, il faut faire attention. On placera toujours sur C(IR4, E) une autre topologie,
celle de la convergence uniforme sur les compacts, induite par la distance

0 (supycien d(f(t), g(t)) ) Al
D(f,g)zz( = o ) .

n=1

Remarque 4.23 (Facultative). En termes topologiques, c’est la topologie compacte-
ouverte sur C(IR4, E), dont une sous-base est donnée par les ensembles

{f e (R4, E): f(K) C O},

avec K compact de Ry et O ouvert de E.
On vérifie aisément que :
— fn — f dans C(R4, E) si et seulement si f,, — f uniformément sur les compacts;
— C(IR4, E) est polonais;

— les marginales finidimensionnelles caractérisent les mesures de M; (C(IR, E)), car
la tribu borélienne sur C(IR, E) coincide encore avec la trace sur C(IR,, E) de la
tribu produit sur ER+.

L’avantage important de cet espace est que la relative compacité est une propriété locale,
cf. la proposition suivante (preuve laissée en exercice).

Proposition 4.24. — Une partie J de C(IR4, E) est relativement compacte si et
seulement si, pour tout N > 1, les parties In = {f|gnj : f € T} sont relative-
ment compactes dans C([0, NJ, E), ou1 f|jp ) est la restriction de f a [0, N].

— Une suite (X™);,,>1 de variables aléatoires de C(IR;, E) est tendue si et seulement
si, pour tout N > 1, la suite des restrictions (X" Nj)n>1 est tendue dans
C([0,N], E).

Ainsi, la convergence en loi dans €(IR4, E) se ramene par restriction a la convergence
en loi dans les espaces C(I, E), avec I un intervalle compact, et les résultats obtenus
précédemment peuvent étre mis en ceuvre.
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Interlude : couplages

Un couplage de deux variables aléatoires X et Y (pas forcément définies sur le méme
espace de probabilité) est une variable aléatoire (X', Y’) telle que X’ Ol xety @y,

Exemple C.1. Soientn > 1 unentieret 0 < p < q < 1. Alors, pour toutentier 0 < k < n,

P(Bin(n,p) > k) < P(Bin(n, q) > k).

Démonstration. On construit un couplage dans lequel Bin(n, p) < Bin(n, q) en consi-
dérant (U;);<i<n i.i.d. uniformes sur [0, 1] et en posant

n n
/
X'=) ey Y =D Lu<q
i=1 i=1

]

Plan. Théoreme de représentation de Skorokhod; distance en variation totale; distance
de Lévy-Prokhorov; monotonie et ordre stochastique.

Références pour un bestiaire de distances sur M (E).

— Alison L. Gibbs, Francis Edward Su, On choosing and bounding probability metrics.

— Svante Janson, Probability distances.

C.1 Théoreme de représentation de Skorokhod

Théoreme C.2 (Représentation de Skorokhod). Soit (E, d) séparable, et soient (X;)i>1

et X des variables aléatoires a valeurs dans E telles que X, 1o X. On peut définir
des variables aléatoires (X{)i>1 et X’ sur un méme espace de probabilité telles que,
pour toutn > 1,

Xo @ x:, x9¥x, o xL PR X

Voir la feuille d’exercices pour la preuve dans le cas E = R. En pratique, ce théo-
réme est utilisé pour se ramener a un « raisonnement déterministe » a partir d'une
convergence en loi (on fait « comme si » X, — X de maniere déterministe).

Attention. Toute information sur les lois jointes des X; est perdue chez les
X!

Proposition C.3 (Application). Soient X, X1, Xy, ... des variables aléatoires réelles

telles que Xy 10 X. On suppose que

lim sup E [|Xn|ﬂ{|Xn\>a}] =0. (*)

a—00 |\ o1

Alors E[X,,] — E[X].
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Démonstration. D’apres le théoreme de représentation de Skorokhod, on peut suppo-
ser que Xn P2 Xet que () est satisfaite (car c’est une propriété des lois individuelles

des X;,). Alors X;, £> X et la conclusion découle du fait que

1
Xn = X, (Xp)n>1 uniformément intégrable — X, x

]

Pour la preuve, on admet l’existence de variables aléatoires indépendantes ayant des
lois fixées et on utilise le lemme suivant.

Lemme C.4. Soit (E, d) séparable et u € M;(E). Pour tout ¢ > 0, il existe une
partition E = [ |;-; A; en ensembles mesurables telle que

Vi>1, diam(A;) <e¢, w(0A;) = 0.

Démonstration. Soit (x;)i>1 une suite dénombrable dense. Pour touti > 1,
{T‘ € le/4,¢/2] : w(0B(xq, 1)) > 0}

est dénombrable. On choisit alors € /4 < 1; < ¢/2 tel que n(9B(x;, 1i)) =0, et on note
Bi = B(xy, 1i). On définit par récurrence

A1 =B, Ai:B(ltﬂ-”ﬂBf_lﬂBi,
et on vérifie que pu(0A;) = 0. En effet, 9A = 9(A€) et (A UB) C 0A U 0B, donc
w(0A) =0 = pu(0A°) =0, woA) =u(0B) =0= u(o(AUB)) =0.

]

Preuve du théoreme de représentation de Skorokhod. Notons p, la loi de X, et pla loi de
X.

Etape 1. Soitp > 1et (Af)gl une partition donnée par le lemme pour ¢, = 2P avec
u. Soit k,, tel que

o0
m U AP | < ep.
i=kp+1
On pose Af = U2y 41 A, de sorte que n(Af) < &p et n(dA]) = 0. En particulier,
Ag, A‘l’, cery AE est une partition de E. Par convergence en loi, on peut trouver a,, tel
P

que

n>a = un(Al) > (1—¢)u(Al) pour0 < i<k, (%)

En particulier, pu,(AY) = 0 = p(A?) = 0. Sans perte de généralité, on suppose
a; < az < --- etn > aj.Soit pp > 1 'unique entier tel que ap, <n < ap,+1- Lorsque
n — 00, 0napy — 0.
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Etape 2. L'idée est essentiellement de définir X/, = X;, | Xj, € Af“ lorsque X € A‘i’“. 1

faut cependant ajuster a la marge pour que X}, o Xn. On va définir X;, comme suit :

Xl =
Zn, u>]._£pn,

avec (Yni), (Zn)n>1, U et X’ des variables aléatoires indépendantes définies sur le
méme espace de probabilité telles que

— U est uniforme sur [0, 1];
— x iy,
— L(Yni) = pnl- [ A™);
— laloi de Z,, est définie par
P(ZneA)=— 3 walATAT) (alATY) = (1 p Ju(ATY)).

€
P 0<i<kp,
Hn (A]ijn )>0

Cette quantité définit bien une mesure positive par (x), et de masse totale 1, car
Hn(AP") = 0 = u(AP") =0.

Lo g loi
On vérifie que X/, = X, :

P(XpeA)= Y PlU<Sl—g,, X €Al V€A
0<i<kpy,
hn (AP™)>0

+PU>1—e¢p,, Zne€A)
=(1—¢p,) > PX €A™ un(A|AM") +¢p,P(Zn € A)
ﬁ_/

0<i<kpy,

Pn
hn(AP)sg KA

= un(A),

car

1
P(Zn€A)=— | unlA) = (1—ep,) D wAMua(A AT
Pn 0<i<kpy
Un(Afn)>0

Etape 3. On vérifie que X 25 X', Soit
P q n

1
P(E;) SP(X € AD) +P(U>1—¢p) < o
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Donc }_ -1 IP(E}) < oco. Par Borel-Cantelli, presque stirement, a partir d’un certain

rang, E, est réalisé. Donc, presque sirement, pour n assez grand, E,, est réalisé. Par

définition de X, cela implique alors qu’il existe 1 < i < kp,, tel que X/, X/, € AP™, et
.S.

donc d(X/,X) < ¢p, . Ainsi X}, 225 X, 0

Remarque C.5. Lorsque E est polonais, il est possible de montrer que 1'espace de
probabilité commun peut étre pris comme [0, 1] muni de la mesure de Lebesgue.

C.2 Distance en variation totale

Soit (S, B) un espace mesurable. Pour les énoncés faisant intervenir IP(X = Y) ou
P(X #Y), on suppose de plus que la diagonale

As ={(x,x) :x € S}

appartient a B ® B. C’est notamment le cas lorsque S est un espace métrique séparable
muni de sa tribu borélienne.

Définition C.6. Pour p, v € M;(S), on pose

dyr (i, v) = sup [n(A) — v(A)].
AeB

Pour des variables aléatoires X, Y a valeurs dans S, on pose

dyt(X,Y) =sup|P(X € A) —P(Y € A)l.
A€eB

On montre les résultats suivants :
— dyr est une distance sur M;(S) qui le rend complet.

— Si p et v sont absolument continues par rapport a une mesure o-finie p sur (S, B),

alors
dpu dv

dp dp

1
dyr(p,v) = 5 L

Ceci permet de montrer que

Jf du—Jf dv

et que, si X et Y ont respectivement pour lois et v,

dyr(w, v) = inf{P(X’ # Y') : (X, Y') couplage de X, Y},

:f:S — R mesurable, [[f]|e < 1} ,

1
dyr(p,v) = 5 sup {

avec l'infimum qui est atteint.
— Lorsque S est un espace métrique muni de sa tribu borélienne, dip < dyr.

— Lorsque S est dénombrable, muni de la distance discrete, et B = P(S), la conver-
gence pour dyr est équivalente a la convergence en loi (attention : faux en général),
et

vr(wv) = 5 3 b))~ V(b

x€S
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Remarque C.7. Une p-métrique sur S est une fonction 6 a valeurs dans [0, oo], définie
sur I’ensemble des lois jointes de variables aléatoires (X, Y) a valeurs dans S, telle que,
pour des variables aléatoires X, Y, Z définies sur le méme espace :

(i) si X =Y presque stirement, alors §(X,Y) =0;
(i) d(X,Y) =23(Y,X);
(iii) 8(X,Y) < O8(X,Z)+d(Z,Y).
La quantité
5(X,Y) =inf(5(X,Y): X' 2 X, Y 2y}

est appelée métrique minimale associée a 8. Ainsi, dyt est la métrique minimale associée
ad(X,Y)=P(X#Y).

Remarque C.8. Pour un ensemble non vide J de fonctions mesurables bornées S — IR,
on pose, pour X, Y variables aléatoires a valeurs dans S,

dg(X,Y) = sup{|E[f(X)] = E[f(Y)]|: f € T

Cette quantité est une pseudo-distance duale, éventuellement infinie, qui ne dépend que
des lois de X et Y. Elle définit une distance entre les lois considérées lorsqu’elle est finie
et que J les sépare. Ainsi, dyt est la distance duale définie par 1'une des trois familles

F ={f: S — R mesurable, ||f|le <
F={f:S — R mesurable, 0 < f <
szi{ﬂA'I/\ € 23}

Référence. Notes de cours Probability Theory : The Coupling Method de Frank den Hol-
lander (section 2) :

http://websites.math.leidenuniv.nl/probability/lecturenotes/CouplingLectures.pdf.

C.3 Distance de Lévy-Prokhorov
Soit (E, d) métrique séparable. On rappelle que, pour p, v € M;(E),
dip(p, v) =infle > 0: VA € B(E), n(A) < v(A®) + ¢},

ouA* ={x e E:d(x,A) < ¢}

Définition C.9. Pour des variables aléatoires X, Y définies sur le méme espace de
probabilité et a valeurs dans E, on pose

a(X,Y) =infle > 0:P(d(X,Y) > ¢) < ¢}

C’est la métrique de Ky-Fan, et on peut vérifier qu’elle métrise la convergence en
probabilité.
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Théoreme C.10 (Strassen). Soit (E, d) séparable, et soient pu, v € M;(E). Alors
drp(p, v) =inf{a(X,Y) : (X,Y) couplage avec £L(X) =, L(Y) = v}

Si p et v sont tendues (toujours le cas si E est complet), alors I'infimum est atteint.

Preuve d’une inégalité. Soit (X,Y) un tel couplage. On montre que drp(n, v) < «(X,Y).
Soit ¢ > «(X,Y), de sorte que P(d(X,Y) > ¢) < €. Alors

(Xe A dX,Y)<e)+P(Xe A, d(X,Y) >¢)

HA)=P(XeA) <P
<P(Ye A )+e=v(A%) +¢,

d’ot1 dip(y,v) < e. H

L’autre inégalité est délicate et peut se montrer en utilisant le lemme des mariages;
voir Billingsley, Convergence of Probability Measures, deuxieme édition, théoréme 6.9, ou
Dudley, Real Analysis and Probability, corollaire 11.6.4.

Remarque C.11. Ainsi, dip est la métrique minimale associée a «.

On finit cette partie par un résultat utile de couplage « a la Skorokhod ».

Théoréme C.12 (Dudley). Soit (E, d) séparable, et soient Xy, Y, des variables aléa-
toires a valeurs dans E telles que dip(Xy,, Yn) — 0. Alors il existe un espace de

probabilité et des variables aléatoires (X}, Y/ )n>1 définies dessus telles que

wm>1 X, 92X, Y.9v, aX,Y)-—0 ps

Voir Dudley, Real Analysis and Probability, théoreme 11.7.1.

C.4 Monotonie, ordre stochastique
Ici, (E, d) est un espace polonais.

Définition C.13. Une relation < est un ordre partiel si, pour tous x,y,z € E :
@) x 2x;
(i) x =y y<z=x=<z;
(iii)) x 2y, y=x=x=y.
Exemple C.14. — R muni de 'ordre usuel.

— {0, 1}22, avec (ai)icz2 = (bi)icze si, pour touti, a; =1 = b; =1.5i a; =1, on dit
que le site 1 est occupé, vide sinon.

Définition C.15. Un événement A est dit croissant six € A = {y € E: x <y} C A.
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Exemple C.16. Pour E = {0, 1}22, I’événement
A = {il existe un chemin infini constitué de sites occupés adjacents}

est croissant.

Définition C.17. Soient u, v € M;(E). On dit que v domine stochastiquement 1, et on

note u <X v, si
VA € B(E) croissant, p(A) < v(A),

ou, de maniere équivalente,

J fdu< J fdv Vf : E — R mesurable, bornée, croissante.
E E

Par croissante, on veut dire x < y = f(x) < f(y).

Exemple C.18. Pour E = R, p < v si et seulement si, pour tout x € R, p(] —oo,x]) >

V(] — o0, x]).

Théoréeme C.19 (Strassen). On suppose que {(x,y) € E? : x < y} est fermé. Soient
i, v € My (E). Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

@) p=v;

(ii) il existe un couplage (X,Y) tel que £(X) =, L(Y) =vetP(X Y) =1

La preuve repose sur de I’analyse fonctionnelle; voir Lindvall, Lectures on the Coupling
Method, chapitre IV, ou Lindvall, On Strassen’s Theorem on Stochastic Domination, ECP 4
(1999), 51-59.
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5 Théoreme de Donsker et applications

Exercices associés : feuille 5, p. 177.

Dans ce chapitre

5.1 Le théoréeme de Donsker . . . . . . . . . . e 55
5.2 Loidel’arcsinus . . . . . . . . o o i e e e 58
53 ThéoremedeLévy . ... ... . . ... 60

5.1 Le théoréeme de Donsker

L'inégalité suivante sera utile pour démontrer le théoreme d’invariance de Donsker.

Proposition 5.1 (Inégalité de Skorokhod). Soient (X;)i;>; des variables aléatoires
i.i.d. a valeurs dans RY, centrées, telles que c = E[X1]?] < c0. On pose Sop = O et
Sn=X1+---+Xppourn > 1. Alors, pour tousA > 0etn > 1,

P (max 1Si| > x\/ﬁ) < 2P (ysny > (A— \/2_0)\/1_1> )
1<isn

ol | - | désigne la norme euclidienne.

Démonstration. Sic = 0, alors X; = 0 presque stirement pour tout i, et I'inégalité est
immédiate. Supposons ¢ > 0.5i 0 < A < v/2c, le membre de droite vaut 2. Il reste
donc a traiter A > v/2c¢. Soit T = inf{k > 1 : |Sy| > Ay/n}; on écrit

P (max |S;| > )\\/T_1> =P(T<n)

< P(ISnl > (A= V2c)v/n) + P(T <1, ISn| < (A= v2c)v/n).

1<isn

Or, pour 1 < j < n, sur I'événement {T = j}, on a [S;| > Ay/n; et si de plus [Sy| <
(A—+v/2¢)y/n, alors [Sy, — S| > v2cn par inégalité triangulaire. Par indépendance et
I'inégalité de Markov,

P(T =j,I1Sn —§;| > v2en) = P(T =j)P(|Sh—;| > v2cn)

(n—3j)EIX;] < P(T =3)
2cn = 2

< P(T =j)

On conclut que

1<i<

P <m<x S| > wﬁ) <IP(ISnl > (A —v2c)vn) + IP(T < n),

d’ou1 le résultat. O]

On commence par quelques notations. Soient (X;)i>; des variables aléatoires i.i.d.
dans R telles que E[X;] = 0 et Cov(X1) = I4, la matrice identité dans RY. On pose
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So=0,Sn =X;+ -+ X, pour n > 1, et, par interpolation linéaire,
St = (1—{’[})SM +{t}SM+1 (t>0).

Enfin, pour n > 1, on pose

de sorte que SM) est une variable aléatoire a valeurs dans C(R,, R%).

Théoréme 5.2 (Donsker). La suite S converge en loi dans C(Ry,RY) vers un
processus (Bt)i>o appelé mouvement brownien standard de dimension d. Sa loi est
caractérisée par les propriétés suivantes : By = 0 presque sirement et, pour tous
0=1tp <t1 < < ty, les variables aléatoires (By, — Bt ,)1<i<k sont indépendantes,
respectivement de loi gaussienne N(0, (t; — ti_1)Iq4).

Démonstration. Etape 1 : convergence des lois fini-dimensionnelles. On fixe 0 =
tp <t <- - <ty. D'apresle TCL,

Sint] — Sinti_4) loi
- —:1<i< N1, N, ..., Ny),
( N i k)—>( 1, N2 k)

ot Ny,..., Ny sont indépendantes et N; est de loi N(0, (t; —ti_1)14). Par image conti-
nue,

Sint. i
ﬂlglgk h;l)(Nl,Nl+N2,...,N1—|—---+Nk).
Jn

Pour enlever les parties entieres, on remarque que

S nt]
Jn

qui converge en probabilité vers 0 a t fixé. Donc

Sint
(sg‘)— 5‘% :1<i<k>£>0.

Par le lemme de Slutsky, on en déduit que

< |XLntJ+1’,
vn

sy -

(SVi1<i<k) o (N, Ny 4+ Na, oo, Ny 4+ Ny),

1

ce qui montre la convergence des lois fini-dimensionnelles.

Etape 2:tension. Il s’agit de vérifier que, pour tout N > 1, les restrictions (Sl([g,)N] In>1
sont tendues. Pour simplifier les notations, on le fait pour N =1 (le cas général étant
identique). Avec des hypothéses de moments supplémentaires, on peut utiliser le
critere de Kolmogorov. Dans le cas général, on va montrer que

1
Ve,m >0, 36 €]0,1[, vt € [0,1], limsup -P ( sup |S£“) —Sin)l > n) < g,

n—0o0 t<s<(t+0)A1
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en utilisant I'inégalité maximale de Skorokhod.

a) Pour cela, on remarque d’abord que, pour0 < d <let0 <t <1,

sup [Sps—Sntl <2 max  [Singj44— Sinyl-
t<s<t+d 0<ig|nd[+2 [nt] [nt]

En effet, on écrit
Sns — Snel < 1Sns = Sy | + 1Snt — S
D’une part,
ISnt = Spng) | < ISpntj+1 — Sineyl,

car (S|ngj+u : 0 < u < 1) décrit un segment. D’autre part,

[Sns — SLntJ‘ < max(’SLnsj - S[nt] s |SLnsJ+l - SLntJ D/

car (S|nsj+u : 0 < u < 1) décrit un segment. Comme [ns| +1 < [nt] + [nd] +2, on
en déduit I'inégalité désirée.
b) Ainsi, pour tousn >0, 6 €]0,1[et t € [0,1],
n
P ( sup SV —Sin)l >n> <P < max [S|ny i — Spnt)| > 1%_)

t<s<t+6 1<ig<nd 42

nyn
=P Sil>—Y—\/Ins|+2
<1<i2?1>sfj+z| > 2\/|nd] +2 o+ )

Sinsj2l m 1
< 2P > — —vad |,
(N/Ln6j+2 2./6+2/n

d’apres l'inégalité de Skorokhod, car E[|X;?] = d. D’apres le TCL,

limsupP | sup |s£“) —S,[cn)l >n| <2P (!N(O,Id)! > 0 v2d) .
n—o0 t<s<t+6 2V/8

Or P(IN(0,I4)| > x) décroit exponentiellement vite quand x — oo. Donc on peut
trouver 0 < 6 < 1 tel que

1
glimsuplP ( sup !S&n] —S,En)! > n) < e

n—oo t<s<t+8

O

Corollaire 5.3. Soient (X;)i>1 des variables aléatoires réelles i.i.d. centrées. Notons
0% = ]E[X%] €10, co[. Alors, pour tout a > 0,

® 1 2
]P(rnax Si>a0\/r_1> —>2J \/—_e X°/2 dx.

0<ign a 27
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Démonstration. En notant S,([n) = Snt/(oyn) pour0 < t<1,0ona

loi

(S,En) :0<t<1) — (Biosi<a

d’apres le théoréeme de Donsker, ot (Bt)p<t<1 est un mouvement brownien standard.
Puisque

sup S —~= max $;
0<t<1 G\/_ 0<isn

et que l'application sup : €([0,1],R) — R, f — sup f, est continue, le résultat s’ensuit
en utilisant le fait que

sup Bt |B1|
0<t<1
(ce qu’on peut voir avec le principe de réflexion). O

Une propriété du « continu » (la loi explicite de sup, ., Bt) a été utilisée pour obtenir
un résultat asymptotique dans le discret (la fonction de répartition de maxo<i<n Sk).
Dans les deux exemples suivants, c’est un résultat du discret, passant a la limite, qui
permet d’obtenir une information intéressante sur le mouvement brownien.

5.2 Loidel’arcsinus

Théoreme 5.4. Soit (Bt)p<t<1 un mouvement brownien standard. On pose

T =sup{t € [0,1] : B =0}.

Alors T a pour densité Ljp<x<1}, Ou, de fagon équivalente,

1
7/ x(1 —x)

P(T<t) = %arcsin(\/{) 0<t<).

Démonstration. Etape 1. On pose S, = X; + - - - + Xy. Les variables (X;j)i>1 sontii.d.,
de loi IP(X; = +£1) = 1/2, et on note

Ton =max{0 <k <2n: Sy =0}

Montrons que T,,,/(2n) converge en loi vers une variable aléatoire de densité

1

—1 .
. x(l—x) {0<x<1}

Pour0<j<n,ona

P(Ton = 2j) = P(Sgj = 0)P(S1 #0, ..., Sym_j) # 0).

Vk>1, P(S1+#0,...,Sx #0) =P(Sp =0). (%)
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Démontrons cette identité surprenante par un joli argument combinatoire.
Tout d’abord,

]P(Sl #0,...,Szk750) 221[)(51 >O,...,Szk>0)
=2x3P(S1>0,...,5x1 > 0)
=P(51>0,...,5x = 0).

La deuxieme égalité s’obtient en changeant 1'origine du repere en (1,1); la derniére

par parité, puisque Syk—1 = 0 = Sy > 0. Construisons maintenant une bijection

entre les chemins (Sy, ..., Syy) tels que Sy = 0 et ceux tels que S; > 0,..., Sy > 0.
symétrie

puis
concaténation

T 2k
nouvelle origine

premier minimum

On prend la partie avant le premier instant o1 'infimum est atteint. On I'enléve et on
fait une symétrie d’axe (Oy). On la concatene a droite de ce qui reste (partie bleue) et
on place l'origine du repére au premier point de la partie bleue (voir la figure). Apres
transformation, on obtient un chemin tel que S; > 0,..., Sy > 0. On vérifie que c’est
une bijection (la transformation inverse se décrit aisément). Ceci montre (x). Ainsi,

P(Ton = 2j) = P(Sp; = 0)P(Sy(n—j) = 0).

]P(SZk:O):<2k> 1 1

k ﬁ k;oo \/7-[k'
Donc, pour 0 < c <1,

1 1
n-o0 Em/c(l —¢)

Appliquons le lemme 6.3 avec k = 1, X;, = Tpn/2 et o, = n. La limite locale ci-dessus

P(Ton =2[en])

vaut pour c €]0,1[; pour c ¢ [0, 1], la probabilité considérée est nulle pour n assez
grand. On obtient donc, pour presque tout ¢ € R, la densité ¢(c) = (m,/c(1 —c)) !
sur |0, 1[, prolongée par 0 ailleurs. Comme son intégrale vaut 1, le lemme donne la
convergence en loi de Ty, /(2n) annoncée.

Etape 2. On travaille sur le sous-espace fermé
Co = {f € €([0,1],R) : f(0) = 0}.

Pour f € €y, on pose
T(f) =max{t € [0,1] : f(t) = 0}.
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Cette application est bien définie et mesurable : pour a € [0, 1], l'ensemble {f : T(f) >
a} est fermé. Elle n’est pas continue partout : pour f(x) = x/n, ona T(f,) =0, alors
que T(0) =1.

Elle est toutefois continue en toute fonction f telle que 0 < T(f) < 1 et qui prend
les deux signes dans tout voisinage de T(f). En effet, une paire de signes opposés
pres de T(f) reste de signes opposés apres une perturbation uniforme assez petite, ce
qui fournit un zéro voisin par le théoreme des valeurs intermédiaires. D’autre part,
pour tout ¢ > 0 tel que T(f) + ¢ < 1, le minimum de [f| sur [T(f) + ¢, 1] est strictement
positif : aucune petite perturbation uniforme ne peut avoir de zéro dans cet intervalle.

Presque stirement, B # 0 et B prend les deux signes arbitrairement pres de 0, donc
0 < T(B) < 1. De plus, 0 n’est la valeur d’aucun extremum local intérieur. En effet,
pour des rationnels 0 < p < q < 1, le minimum de B sur [p, q] s’écrit

By + ogigg_p(Bp”Lu —Bp).
Les deux termes sont indépendants et B, a une densité : ce minimum n’a donc pas
d’atome en 0. Il en va de méme du maximum. Une réunion dénombrable sur les
intervalles rationnels exclut alors tout extremum local intérieur de valeur 0. Ainsi
B prend les deux signes dans tout voisinage de T(B), et vérifie presque stirement la
condition de continuité précédente. D’aprés Donsker et le théoreme de I'application

Sont . loi
(B0 cee)) Srm

Pour la marche simple considérée a 1'étape 1, les zéros de 1'interpolation linéaire

continue,

se trouvent aux instants entiers. Le membre de gauche vaut donc Ty, /(2n), ce qui
identifie la loi de T(B). H

Corollaire 5.5. Soient (X;)i>1 des variables aléatoires réelles i.i.d. telles que E[X;] = 0
et ]E[X%] €]0, ool. On pose Sy =0, Sk = X1 + - - - + X, et on prolonge S par interpola-
tion linéaire. Alors

P <% max{u € [0,2n]: S, =0} < t) — %arcsin(x/%) 0<t<1).

5.3 Théoréme de Lévy

Soit (Bt)¢>0 un mouvement brownien et I; = infjy ) B l'infimum courant.

Théoréme 5.6 (Lévy). Ona (Bt — L) lof (IBt])¢>0-

Démonstration. Soient (X;)i>1 des variables aléatoires i.i.d. telles que P(X; = £1) =

1/2.On pose S = X1 + -+ - + Xy et I, = ming<y<n Sk.
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(Sn—In)

Si on regarde les probabilités de transition de S, — I, et celles de [S;,|, on voit que ce
sont les mémes en dehors de I’état 0, out S, — I, peut rester coincé avec probabilité
1/2. Posons R, = S, — I, et

On =#1 <k <n:Rg#Ry 1), 0o =0.

Un pas est supprimé exactement lorsque la marche atteint un nouveau minimum
strict, de sorte que
n— en - _In.

La loi forte des grands nombres entraine I,,/n — 0 presque stirement. En prolongeant
0 par interpolation linéaire, on obtient donc, presque stirement, pour tout T > 0,

sup

o<t<T | T

%—t' — 0.

En effet, ce supremum est majoré par n™! maxocy< mT] ISkl, qui tend vers 0.
Pour m € IN, posons

Ces temps sont presque stirement finis puisque 6,/n — 1. La chaine (Ym)m>0 a
les mémes transitions que (|Sy|)m>0, y compris en 0; leurs lois sont donc égales.
Prolongeons R et Y par interpolation linéaire. On a alors, pour tout t > 0,

Rt == Yet.

Par Donsker,
1
(Ynt/ V)20 -2 (1Bil)s0-

La convergence du changement de temps vers l'identité, le lemme de Slutsky et la
continuité de la composition donnent

o
(Rnt/vM) 10 — (IBtl)io0-

D’autre part, Ry = St — info<y <t Su pour la marche simple interpolée. L'application
qui retranche l'infimum courant est continue pour la convergence uniforme sur les
compacts; Donsker donne donc aussi

loi

(Rnt/vM)t=0 — (Bt — It)t>0-

L’unicité de la limite en loi conclut. O]
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6 Le pont brownien

Exercices associés : feuille 5, p. 177.

Dans ce chapitre

6.1  Définition du pontbrownien. . . . . ... .. ... Lo o L oo 62
6.2  Lethéorémelocallimite . ... ... ... ... .. ... .. ... .. .. ... .. .. 63
6.3  Convergence versle pontbrownien. . . . . .. ...... ... ... L 000 66

6.1 Définition du pont brownien

Soit (Bt)o<t<1 un mouvement brownien standard.

Théoreme 6.1 (Définition du pont brownien). Lorsque ¢ | 0, la loi de (Bs)o<s<1 sa-
chant que {|B1| < ¢} converge en loi vers une mesure de probabilité Py sur C([0, 1], R),
appelée loi du pont brownien. Par ailleurs, la loi de (Bs — sB1)o<s<1 est IPy.

Informellement, le pont brownien est « (Bt)o<t<1 sachant By =0 ».

Démonstration. Posons by = Bs —sBj pour 0 < s < 1. La famille ((bs)o<s<1, B1) est
gaussienne et, par la covariance brownienne,

Cov(bg,B1) = Cov(Bs,B1) —s Var(B1) =s—s =0.

Ainsi b est indépendant de Bj. Soit F : €([0,1],IR) — R bornée et lipschitzienne, de
constante L. Comme ||B — b||c = [B1/, I'indépendance donne, pour tout € > 0,

IE[F(B) | [B1] < el — E[F(b)]| = [E[F(B) — F(b) | [B1] < el
< LE[||B —bllo | [B1] < el < Le,

La caractérisation de la convergence en loi par les fonctions lipschitziennes bornées

conclut : la limite est la loi de b. O]

1

e*/(21) ]a densité de By, pour t > 0.
27t

Dans la suite, on note p(x) =

Proposition 6.2. La loi du pont brownien est caractérisée par la relation suivante
d’absolue continuité : pour 0 < t < 1 et F: C([0,t],R) — R continue bornée ou
mesurable positive,

)plft(_Bt)

EF(bs:0<s<t)]=FE |F(Bs:0<s<t
p1(0)

Démonstration. 11 suffit de montrer le résultat pour F : €([0,t],R) — R continue
bornée. On en déduit le résultat pour F = 14 avec A fermé par approximation, puis
F = 14 avec A borélien par classe monotone, puis F étagée par linéarité, et enfin F >
mesurable par approximation et convergence monotone. On pose Wy, = B4 — By, de
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sorte que (Wy)o<u<i—t est un mouvement brownien indépendant de (B, )o<y<t- Alors

E[F(Bs:0<s <t)|[By] <e]
B 1

~ P(|Bq] < ¢)
B 1

~ P(/By] < ¢)
1

-~ F
JEepi(x) dx

]E[F(BS 0<s< t)1{|3t+wlft\<e}]

E[F(Bs:0<'s <)L c-B—c,By+el]

—Bi+e

F(Bs:0<s<t)J

7Bt*€

P1-t(x) dX] .

1 [ 1 [Pt
2| mear— o, o[ e dx— B
€J ¢ € J Bi—¢

De plus, p1_t étant bornée,

1 —Bi+e
pe | P dx < i

Par convergence dominée,

_+(—B
E[F(Bs:0<s<t)[[Bif<el — E {F(BS :0<s < t)p—lpt((o) 2
1
Comme aussi E[F(Bs : 0 < s < t) | [B1] < ] — E[F(bs : 0 < s < t)], on en déduit le
résultat. 0

6.2 Le théoreme local limite

Lemme 6.3. Soit k > 1 entier; pour 1 < i <k, soit () une suite de réels strictement
positifs telle que o, — co. On considere une variable aléatoire (X}, ..., XX) a valeurs
dans Z* telle que, pour presque tout (Aq,...,Ax) € R¥ au sens de la mesure de
Lebesgue,

oot -+ o P (X, X0) = (Moo e ])) — b, M),
ol ¢ est une densité de probabilité sur R*. Alors
Xn Xn

ou X a pour densité ¢.

Démonstration. On va utiliser le lemme de Scheffé (voir I'exercice 1.4) : si X;, a pour
densité f, sur R et si f, — f presque partout, avec f une densité de probabilité, alors
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Xn lol, X, ou X a pour densité f. Soit (Y},...,YX) une variable aléatoire de densité

Pn(A1,- ) = o P((Xq, -, XR) = (Mg, o))
sur R¥, et soit
(Z}v"'rzlri) = (LOC‘}IYTllJ” LOCEYTEJ)/
qui a la méme loi que (X}, ..., XX). Puisque ¢, — ¢ presque partout, le lemme de

Scheffé donne (Y}L, .. .,Yli) lﬂ> X; et comme

on en déduit le résultat. ]

Définition 6.4. Une variable aléatoire réelle X est dite lattice s’il existe b € R et
h € R tels que IP(X € b+ hZ) = 1. Si X n’est pas presque stirement constante, il
existe un plus grand tel h, appelé span de X. S’il vaut 1, on dit que X est apériodique.
Dans le cas dégénéré X = b presque stirement, tout h > 0 convient et il n’existe pas
de span fini maximal.

Exemple 6.5. SiP(X =1) =P(X =—-1) =1/2, X a pour span 2.

Lemme 6.6. Soit X une variable aléatoire réelle et ¢ sa fonction caractéristique.
(1) X est lattice si et seulement s’il existe t € R* tel que [$p(t)| = 1.

(2) X a pour span h > 0 si et seulement si |¢p(2r/h)| = 1 et [p(t)] < 1 pour
t €]0,27/hl.

Démonstration. (1) SiP(X € b+ hZ) =1, alors P((X—b)/h € Z) =1, de sorte que
E [eZin(X—b)/h} 1 ‘IE [QZinX/h} ‘ — |2/ — 1.

Réciproquement, si [$p(tg)| = 1 pour tg € R¥, soit a € R tel que d(tg) = e'®. Alors
EettX=a)] = 1. Donc E[cos(toX — a)] = 1. Comme cos < 1, on en déduit que, presque
stirement, cos(tpX — a) = 1. Donc, presque stirement, tgX — a € 2nZ, et

2
]P(Xe5+—”z> —1.
to to

(2) La preuve de (1) montre qu’il existe b € Reth > O tels que P(X € b+ hZ) =15si
et seulement si |p(27t/h)| = 1, d’our le résultat. H
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Théoreme 6.7 (Théoreme local limite). Soient (X;)i>1 des variables aléatoires réelles
ii.d. apériodiques a valeurs dans Z, telles que a = E[X;] et 0% = ]E[X%] —E[X{)? €
10, co[. On note S, = X + - - - + X,,.. Alors

1 1 /k—an\?
sup |vnIP(S, = k) — exp | —= [ ——
p |V =h - p<2<c\/ﬁ)>

Démonstration. Posons X! = X; — a, S, = S, — an. On note ¢(t) = E[eltX1]. Puisque
E[eitSh] = Yicz-an e'VIP(S/ =j), il vient, pour k € Z — an,

— 0.

mws’—wq——iLJW e‘“ﬁEk““@cﬁ-—;LJ% e (1) dt
LY 2w '

Ainsi, u € R étant choisi de sorte que uoy/n € Z — an,

, 1 (v t \"
O—ﬁﬂ?(sn = LLO-\/TTL) = Z{J fe v u(l) (m) dt.
—T7toy/ N

Mais, pour tout u € R,

1 o 2/2 _ 1 J * o tu—t/2 gy

_ET,OO

Posons q(t) = e /2 et

t n
In(t) = Ljycnoym P (o—\/ﬁ) '

Les deux formules d’inversion précédentes donnent

1 (k — an)? 1
P =k)— — — )| < = — .
i:}zj O—ﬁ (STI k) \/2—7_[ exp ( Mo ) ‘ 27.(H9T1 qHLl(IR)

1l suffit donc de montrer que g, — ¢ dans L!(RR). Le centrage et le moment d’ordre
deux donnent

o(t)=1— tT +t2g(t), g(0) =0, g continue. (%)

En effet, le reste de Taylor satisfait
le™ — 1 —1ix + x?/2| < min(|]x]/6,x?).

Ainsi [g(t)] < ]E[min(|t||X1|3/6, (X{)z)] — 0 par convergence dominée. De plus, (*)
entraine |p(t)]> = 1 — 0%t? + o(t?). On peut donc choisir 0 < 6 < 7t tel que

P <e Tt (1t < 5).

65



Théoremes limites et applications Cours 6. Pont brownien

Posons
t

n
hn(t) = Ljy<soym @ (G—ﬁ) .
Pour tout t € R, le développement (x) donne hy, (t) — ¢(t), tandis que [hn ()] < et/
Par convergence dominée, ||hn — q||11(g) — 0. Enfin, 'apériodicité et la continuité de

¢ donnent

p= sup |p(t) <1, [gn —hnlliir) < 2noy/np" — 0.

dtl<m

L'inégalité triangulaire prouve |gn — qll1(gy — 0. La borne issue de l'inversion,
divisée par o, conclut. O

Corollaire 6.8. Sous les hypothéses du théoréme local limite, en supposant [E[X;] =0,
ona:

(1) P(Sp = 0) ~ ——

Vono2 yn'
(2) il existe C > 0 tel que, pour tousn > letk € Z, P(S, =k) < C/y/n;

(3) si (xn) est une suite d’entiers telle que x,,/(0y/n) — x € R, alors

1
o’nP(Sy = xn) — e ¥,

V2m

Remarque 6.9. Il est possible de montrer I’amélioration suivante, utile pour |k| grand :

k—an)? 1 1 /k—an)?
iggmax (1, (T) ) GﬁP(Sn:k)—EeXp <—§< ) )‘ — 0.

Voir Spitzer, Principles of Random Walk, chapitre II, section 7, p. 90.

6.3 Convergence vers le pont brownien

1
On rappelle la notation p¢(x) = e/,

27t

Théoréme 6.10 (Donsker conditionné). Soient (X;)i>1 des variables aléatoires i.i.d. a
valeurs dans Z, apériodiques, telles que E[X;] = 0 et 0> = E[X3}] €]0, co[. On pose
Sn=X1+ -+ X, et on définit S; par interpolation linéaire. Alors

S
<Gntn 0<t< 1) sousP(- ]S, =0) = (bt)o<i<i-

Remarque 6.11. L’apériodicité implique que P(S,, = 0) > 0 pour tout n assez grand
(conséquence du théoréme local limite, par exemple).
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Démonstration. Ftape 1: convergence sur [0,s], avec 0 < s < 1 fixé.
Soit F: C([0, s], R) — R continue bornée. Alors

]E[F(Snt :0<t<s) Sn=0]

OoyvNn
_ Snt . Qn—(ns](_s(ns])
_E{F(oﬁ’ogtgs) Qn(0) ]

avec Qn (k) = P(Sy = k). Fixons s’ €]s, 1[. Par Donsker et le théoréme de représen-
tation de Skorokhod, on peut construire des copies des trajectoires sur [0, s’] telles

que
Snt —Bt
oy/n

sup
otgs!

— 0 presque stirement.

On conserve les mémes notations pour ces copies. Comme [ns|/n — s et que B est
continu, on a en particulier

Sns]
oyn

En utilisant le théoréme local limite, on obtient :

— Bs presque stirement.

(i) il existe C > 0 tel que, pour tout n assez grand,

an [ns] (—S [ns] )
Qn(0)

(avec les assertions (1) et (2) du corollaire 6.8);

<C

(ii) presque stirement,

Qn—ns)(—Spns)) R P1(-=Bs/V1—s) _p1s(—Bs)
Qn(0) v1—sp1(0) p1(0)

(avec l'assertion (3) du corollaire 6.8).

Par convergence dominée, on conclut que

EF(SM:ogtgg
ov/MNn

—>E{F(Bt:0<t<s)

Sn:O]

pl—s(_Bs)

1(0) ] =E[F(bt: 0 <t <5s)l.

Etape 2 : convergence des lois fini-dimensionnelles sur [0, 1]. Ceci provient de 1'étape
1, avec le fait qu’en t = 1 les deux processus valent 0.

Etape 3 : tension sur [0, 1]. On utilise un argument de renversement du temps : en
posant §{‘ =S, — S$,._i, on a clairement

loi , &
(Si)o<i<n = (S{H)o<i<n,
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et cette égalité en loi reste vraie sachant S, = 0. On en déduit que, sachant S,, =0,

Sl'“::(sTLt 'O<t<§)b—i>(bt:0<t<§>,

ovn T T4 4
Sni— 3 i [~ 3
2n n(l—t) loi
M= 0<t< = 0t -,
S ( o/ 0<t 4) — (bt 0<t 4)

avec b un pont brownien. Il s’agit ici de deux convergences marginales séparées, qui
suffisent a établir la tension des deux suites. On en déduit que S'"™ et S>™ sont tendus.
Du fait que, pour § < 1/4,

® (( <t 1) ,5) = max(w(S'",8), w(S*",8)),

oy/n

on conclut que (Snt/(oy/m):0 < t < 1) sous P(- | Sp = 0) est tendu. O
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7 Processus discontinus : I’espace de Skorokhod

Exercices associés : feuille 6, p. 196.

Dans ce chapitre

71  Propriétésdebase . . . . . ... L 69
7.2 Topologie de Skorokhod (J1)surID . . . ... ... .. ... .. .. .. ... 71
73 Convergence étroitedansID . . . .. ... ... ... o o oo L 74
74  Criteresdetension . . .. ... ... . ... e 75
7.5 ~ Compléments facultatifs . . . . ... ... .. ... ... ... . oo . 78

On note ID (ou ID([0, 1], R9)) I'ensemble des fonctions x : [0,1] — R4 qui sont
— continues a droite : pour tout t < 1, x(t+) = limg x(s) = x(t);
— ayant des limites a gauche : pour tout 0 < t < 1, x(t—) = limg x(s) existe.

Pour x € D, on dit que x est cadlag et on note Ax(t) = x(t) —x(t—) pour 0 <t <1, et
Ax(0) = 0. Les fonctions et processus cadlag apparaissent naturellement en probabilités :

— fonctions de répartition;
— processus de Poisson;

— processus de Lévy (cadlag, a accroissements stationnaires et indépendants), qui
apparaissent notamment dans 1’extension du théoréme de Donsker a certaines
variables aléatoires de variance infinie;

— toute martingale par rapport a une filtration complete et continue a droite admet
une modification cadlag.

Attention. (D, || - ||«) est un espace de Banach, mais il n’est pas séparable.
Prendre x) = T, q7 : [[x™ — x| = 1 pour u # v.

I1 faut chercher une autre topologie sur D.

Références.
— Billingsley, Convergence of Probability Measures, deuxieéme édition.
— Jacod-Shiryaev, Limit Theorems for Stochastic Processes, chapitre VI.
— Kallenberg, Foundations of Modern Probability, deuxieme édition.

Remarque 7.1. On se place dans ID([0, 1], RY) pour simplifier, mais ce qui suit s’adapte
sans souci au cas de ID([0, 1], S), avec (S, d) polonais.

7.1 Propriétés de base

Exemple 7.2. Soit (1i)i>1 une énumération des rationnels de |0, 1[. On a

e 1
x(t) = Z E]l{ﬁét} e D.
i=1
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Proposition 7.3. Soit x € D.
(1) Pour tout e > 0, #{t € [0,1] : |Ax(t)| > ¢} < 0.
(2) {t €10,1] : Ax(t) # 0} est dénombrable.

(3) x est bornée.

(4) x est limite uniforme de fonctions en escalier.

Idée de preuve. (1) Si l’ensemble est infini, on prend une suite (t,) dedans. Quitte a
extraire, on suppose t, — t. On distingue les deux cas t,, | t et t, 1 t pour une
contradiction.

(2) Cela découle de (1).

(3) Par I’absurde : si [x(t)| > n, on extrait t, — t avec (t,,) monotone, et on obtient
max(|x(t)], [x(t—)|) = oo, absurde.

(4) On introduit w(x, A) = SUP; 1A Ix(t) —x(s)| pour A C [0, 1]. On utilise alors le
lemme suivant. H

Lemme 7.4. Pour tout ¢ > 0,ilexiste 0 =ty <t; <--- <t. =1tel que

max w(x, [t;, tizq1]) < e.
O<icro1 ( ir Li+1 ) X

Idée de preuve. Soit ¢ > 0. On note

T =sup {t €l0,1]:30=tg <ty <--- <ty =1t, max w(x, [tirti—i—l[) < E} .
0<igr—1

Alors x(0) = x(0+) = T > 0; l'existence de x(T—) implique que le supremum est
atteint; et x(T) = x(T+) implique que T < 1 est impossible. O

On conclut la preuve de (4) en prenant

r—1

Xn = Zx(ti)]]'[ti/twrl[ sur [0, 1], xn(1) = x(1),
i=0

avec une partition associée a ¢ | 0. On définit alors le « module de continuité modifié ».

Notation. Pour x: [0,1] — R%et0 < § < 1, on pose

/ .
w'(x,6) = inf max w(x, [t;, tiq[).
(x/8) 121, O=tg<t;<-<ty=10<i<r—1 B, Tt tiga )
tip1—ti>d

Exemple 7.5. Soient0 < ¢ <letx, =nly_.q.Pour0<d<1,0na

0, 6<min(e,1—c¢),

n, &>min(e,1—¢).
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Proposition 7.6. Soient x,y : [0,1] — R4,
(1) x € D si et seulement si w’(x,8) — 0 lorsque § — 0 (a rapprocher de x
continue si et seulement si w(x, d) — 0).
(2) w'(x,8) < 2[x —Ylloo + w'(y, d).
(B3) SixeDet0< 6 <1,alors

(@) w'(x,8) < wlx,28),
(b) w(x,8) <2w'(x,8) + sup |[Ax(t)].

0<t<1

Preuve laissée en exercice (on a déja vu le sens direct pour (1)); voir Billingsley, p. 123.

7.2 Topologie de Skorokhod (J;) sur D

Deux fonctions x et y sont proches pour la norme uniforme si le graphe de x(t) peut
étre modifié en celui de y(t) par une petite perturbation des ordonnées, en gardant les
abscisses fixées. Dans ID, on va aussi permettre une petite déformation temporelle.

Définition 7.7. Un changement de temps est une fonction A : [0,1] — [0, 1] telle que
A(0) =0, A(1) =1, et A est strictement croissante et continue. On note A 1’ensemble

des changements de temps.

Définition 7.8. Soient x, € ID et x € ID. On dit que xn — x au sens de Skorokhod si,
pour tout n > 1, il existe A, € A tel que

|IAn —Id|lcc — O, IXn 0 An —X||c0c — 0.

NP D
De maniere équivalente, on peut demander ||xn — X 0 Ay [|cc — 0. On note x, — x.

Exemple 7.9. Les premiers graphes illustrent une convergence dans ID : un saut légere-
ment décalé, de hauteur tendant vers 1, est suivi d"une petite variation continue. Les
seconds illustrent I'absence de convergence dans ID lorsque deux sauts de hauteur 1/2

se rapprochent pour former un saut de hauteur 1.

Xn X Un Yy
ﬁ - - -
11 | 1 11 1,1 1
2 n 2 57 m 5+o 2
D 7@)
Xn — X Yn Y

Remarque 7.10. Pour Ap, A € A, [|[Ay — Ao — 0 si et seulement si A, converge simple-
ment vers A (théoreme de Dini).
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Remarque 7.11. Si on pose, pour x,y € D,
= inf A—1Id A—
ds(x,y) = inf max(| oo, X 0 A —=Ylloo),

on vérifie que ds est une distance sur ID qui métrise la notion de convergence précédente,
et que (ID, ds) est un espace métrique séparable.

Attention. (ID, ds) n’est pas une topologie d’espace vectoriel normé : si
Xn = 1[0,1/2—1/n[ etx = 1[0’1/2[, on aXn B) X, mais Xn +X % 2x.

Xn +X 2x

2— 2

1
2

3=
NI

On vérifie cependant que, si x, D xet Yn D, y avec y continue, alors xn, +yn Dx+ y.
Pourt € [0,1], on note TT; : D — RY, x — x(t).

Proposition 7.12 (Exemples de fonctionnelles continues). (1) x — [|x||« est conti-
nue pour ds.

(2) x = sup, <t<l |Ax(t)| est continue pour ds.
(3) Ty et TT; sont continues.

(4) Soit t €]0, 1[. TT; est continue en toute fonction x continue en t.

(5) Soit f: R — R continue. x — f(l) f(x(s)) ds est continue pour ds.

Démonstration. Soit xn, LD—> x et An € A tels que xn 0 Ay = x uniformément et A, — Id
uniformément.
(1)On a

[Ixnlloo = [1X[loo| = |IIxn © Anlloo = IIX[loo| < [[Xn 0 An —xX[loc — 0.
(2) On a |Ax(t)| = Ix(t) — x(t—)| < 2||x]|0, €t puisque

sup |[Axn(t)| = sup [A(xn o An)(t)],

0<t<1 0<t<1

on obtient

sup |Axn(t)|— sup [Ax(t)]| < sup |A(xn oAy —x)(t)]
0<t<1 t€(0,1] t€(0,1]

< 2||xn © An — X||oo — 0.

(3) Ceci provient du fait que, pour tout A € A, onaA(0) =0etA(1) =1.
(4) On écrit

xn (1) = x(t)] < [[xn —x 0 An oo + X 0 AL (1) — x(t)] — O
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par continuité de x en t.

(5) Soit xp D, x. Comme sup,, [[Xnllo V [|X[lc < 00, on peut supposer f bornée.
Posons Dy = {t € [0,1] : Ax(t) # 0}, dénombrable. Alors

b b
|| txatt) dt = | fua() 100, <t

a a ™
—f(x(t)) Lirg Dy}

On conclut par convergence dominée. O

Remarque 7.13. En général, les fonctions fy : x — x(t), fa : x — w’(x, d) et

fz3:x+— sup |[Ax(t)] 0<a<bgl)
ast<b

ne sont pas continues (bien que x — w(x, ) soit continue pour x € C([0,1])). Par
exemple, fixons 0 < & < 1/2 et considérons, pour n assez grand pour que §+2"" <19,

Xn = Lo, s42-n[ et x = 1jg 5. Alors x, D, X, mais
xn(8) =1 4= x(8) =0,
w'(xn,8) =0 /A= w'(x,8) =1,
Xn(8) = xn(0—) =0 /= x(8) —x(6—) = —1.

On peut cependant montrer que f;, et f3 sont semi-continues supérieurement.

Exemple 7.14. Soit x,, = 1|g »-n. Si on considere le changement de temps A, représenté
ci-dessous, on voit que dgs(xn, Xn4+1) <27

An
1

2—n—1 7777777

En particulier, (x,) est de Cauchy mais ne converge pas (la seule limite possible est la
fonction nulle). Ainsi, (ID, ds) n’est pas complet.

Cependant :

Théoréme 7.15. 1 existe une distance d¢ sur ID telle que les topologies engendrées

par ds et d{ sont les mémes, et (ID, dg) est complet.

Voir Billingsley, théoreme 12.2.
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7.3 Convergence étroite dans D

Proposition 7.16. La tribu produit sur ID (la plus petite tribu rendant mesurables les
applications IT : x — x(t)) est la tribu borélienne de (ID, ds).

Pour t < 1 et pour les entiers p assez grands pour que t +1/p < 1, I'application

t+1/p
ﬂf:prJ x(s) ds
t
est continue, donc mesurable. Puisque TTy = limy,_, ﬂf par continuité a droite, TT; est
mesurable. Enfin, TT; est continue. Pour l'inclusion réciproque, notons 7 la tribu produit
et posons

Anx(t) =x(k2™) sik2 " <t< (k+1)271, Anx(1) = x(1).

L'application Ay, : (D, T) — (ID, B(ID)) est mesurable : elle ne dépend que d'un nombre
fini de coordonnées et I'application qui associe a ces valeurs la fonction en escalier
correspondante est continue pour la norme uniforme, donc pour la topologie J;.
Vérifions que Anx — x dans ID pour tout x € ID. Fixons ¢ > 0 et choisissons une
partition 0 =ty < --- < t; = 1 telle que w(x, [ti, ti11[) < € pour tout i. Pour n assez
grand, les points sgn) = 27"[2™t4] sont distincts. Soit A,, le changement de temps affine
par morceaux qui envoie chaque t; sur sgn). Alors [[An —Id||eo <27™.Sit € [ty, ti1q], la
coordonnée de grille utilisée par A, x(An(t)) appartient encore a [t;, ti11[; ainsi

|AnXx 0 Aqn — X0 < €.

Au temps 1, on a aussi Anx(An(1)) = Anx(1) = x(1). On en déduit ds(Anx,x) —
0. L'identité de (ID, T) dans (ID, B(ID)) est donc une limite ponctuelle d’applications
mesurables a valeurs dans un espace métrique, d’ot1 B(ID) C 7.

Remarque 7.17. La tribu produit est aussi la plus petite tribu rendant mesurables les
applications (IT¢)tep, out D C [0, 1] est dense et contient 1. En effet,

Ty = lim IT; ponctuellement.
si?
S

Ainsi, les lois fini-dimensionnelles caractérisent les mesures de M;j (D). Cependant :

Attention. La convergence des lois fini-dimensionnelles n’est pas impliquée
par la convergence en loi (les T1; ne sont pas continues).

Définition 7.18. Soit X une variable aléatoire dans ID. On dit que t € [0, 1] est un
point de discontinuité fixe de X si P(JAX¢| > 0) > 0. On note Dx 'ensemble de ces
points.

Proposition 7.19. Si X est une variable aléatoire dans ID, Dx est au plus dénombrable.
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Démonstration. Pour ¢, > 0, posons
DY ={t e [0,1]: P(IAX{ > ¢) > ).

Si cet ensemble était infini, il contiendrait une suite de temps déterministes distincts
(tn). Chaque trajectoire cadlag n’a qu'un nombre fini de sauts de taille supérieure a ¢;
ainsi

Ljax,, 1>y — 0 presque stirement.

Par convergence dominée, IP(|AXy, | > €¢) — 0, ce qui contredit la minoration par 3.
Tous les Df(’é sont donc finis, et

1/p,1
DX: U DX/P /4
p.q=1

est au plus dénombrable. O

Théoréme 7.20. Soient X™, X des variables aléatoires a valeurs dans ID. Alors X" lﬂ>

X si et seulement si :
(i X" % X en dehors de Dx \ {1}, c’est-a-dire, pour tous ty,...,tx € ([0,1]\
Dx) U{l},

loi
( ?1/"'/ {Lk)_>(Xt1,...,th),'

(i) (X™) est tendue dans M (D).

Démonstration. Le sens direct pour (ii) provient du théoreme de Prokhorov. Pour (i),
sit ¢ Dy, alors T est continue Px-presque partout. L'application TT; est quant a elle
continue sur tout ID, méme lorsque 1 € Dx. Le théoreme de continuité donne donc les

convergences fini-dimensionnelles annoncées.

Réciproquement, par le théoréme de Prokhorov, il suffit de voir que si X®(™ Lo, Y,

alors X 2 Y. Pour cela, par (i), X et Y ont les mémes lois fini-dimensionnelles sur
([0,1]\ (Dx UDy)) U{1}, et ont donc la méme loi. O

7.4 Critéres de tension

L’analogue du théoréme d’Arzela—Ascoli dans D est le suivant.

Théoréme 7.21. Une famille .# C D est relativement compacte si et seulement si
(1) sup [[x[|o, < 00;
XeF

(2) Ve >0, 35 >0, supw’(x,8) <e.

xXeF

Comme pour les fonctions continues, on en déduit :
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Théoréme 7.22. Une suite (X™),,>1 de variables aléatoires dans ID est tendue si et
seulement si

(1) (IX™|oo)n>1 est tendue dans R;
(2) Ve,n >0, 36 >0, limsupP(w'(X",8) >n) <e

n—oo

Remarque 7.23. On ne peut pas remplacer (1) par « (X™(0))n>1 est tendue », comme
dans €([0,1], R) : prendre par exemple X™ = nly, 1;, avec U uniforme sur [0, 1].

On peut cependant démontrer que, lorsque (2) est vérifiée, (1) < (1') < (1”),
avec

(1’) Ilexiste T C [0,1] dense, contenant 1, tel que pour toutt € T, (X™(t))n>1 est tendue.
(1") Les suites (X™(0))n>1 et (supgc g [AX™(t)]), -, sont tendues.

Voir Billingsley, deuxieme édition, corollaire au théoreme 13.2, p. 140.

Application. Soient (U;);>; des variables aléatoires i.i.d. uniformes sur [0,1] et A > 0.

On pose, pour t <1,
[nt)

= Z Ly <a/my-
k=1

Alors (X,([ ))0<t<1 Joi, (NMo<t<1, ot N? est un processus de Poisson d’intensité A.

Idée de preuve. 11 suffit de considérer les entiers n > A. Lois fini-dimensionnelles. N* n’a
pas de discontinuités fixes. Soient 0 = ty < t; < --- < tx < 1. Les accroissements

X£ +)1 — X,(E ),0 < i<k, sont indépendants a n fixé et de lois

Bin (|_TLti+1J — Lntij, T_L) 12) POl(?\(tH_l — ti)).

H lof Bin(n,A/n) converge en loi, donc est tendue.

Pour0<d <1 / 2, notons An(8) I'événement ol deux sauts distincts de X(™ sont
espacés d’au plus b, et By, (8) I'événement ol1 un saut appartient a 10, 8] U [1 — 9, 1]. Sur
le complément de A, (8) U B, (8), la subdivision formée par 0, les temps de sautet 1 a
toutes ses mailles strictement supérieures a 5. Par conséquent, w’(X(™, §) = 0.

Pour n > A, I'indépendance des indicatrices donne

}\2
> P(Ui<A/m, Uy <A/m) <nind| = < < A%,

1<i<j<n
j—i<nd

Il y a au plus 2nd + 2 points de la grille dans ]0, 8] U [1 — 9, 1], donc

P(By(5)) < 2A6 + @

Ainsi, pour toutn > 0,
limsup]P(w'(X( ) §) >1) < < (A2 4208 — 0,

n—oo 5J0
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ce qui acheve la preuve de tension. O

On conclut par plusieurs autres critéres de tension. Le premier est un analogue du
critére de Kolmogorov adapté aux trajectoires cadlag (voir Billingsley, deuxiéme édition,
section 13, notamment la preuve du théoreme 13.5).

Théoreme 7.24 (Critere de Billingsley). Soit (X™),,>1 une suite de variables aléatoires
dans ID. On suppose que :

(1) (IXM| oo )n>1 est tendue;

(2) il existe a,b > 0 et une fonction continue et croissante F : [0,1] — R telle que,
pourtoutn > lettous0<r<s<t<1,

E[IX™(t) — X™(s)[*X™(s) — X™(1)|*] < (F(t) —F(r)'";
(3) pour tout € >0,

léifglimsup (P(IX™(8) —X™0)| = €) + P(IX™(1) = X" (1 —8)| > ¢)) = 0.

n—oo

Alors (X™)>1 est tendue.

Remarque 7.25. Les conditions (1) et (2) seules ne suffisent pas : la suite X™ = 1jg 1 | les
vérifie, mais n’est pas tendue dans ID. La condition (3) n’est cependant pas nécessaire a
toute suite tendue : elle exclut notamment la suite constante X™ = 1.

Sous I'hypothese (2), avec F continue, la condition (3) est satisfaite si, pour une
variable aléatoire X a valeurs dans D, on a X" A, X sur [0,1] \ Dx et si X est presque
stirement continu en 1. La borne de (2) permet de comparer les incréments aux bords
a ceux calculés en des temps voisins hors de Dy la continuité de F permet ensuite de
faire tendre ces temps vers les extrémités.

On conclut par le critere d’Aldous, particulierement utile pour les marches aléatoires
ou, plus généralement, les martingales.
Pour X" € D, on note (.#")o<t<1 sa filtration naturelle et

I = {temps d’arrét pour .#™ qui sont < 1}.

Théoréme 7.26 (Aldous). On suppose que
(1) (IX™|oo)n>1 est tendue;

(2) pour toute suite h,, | 0 et toute suite 1T, € T,

n

P
n
(Tn+hn)/\l - XTTL —> O.

Alors (X™);>1 est tendue.

Voir par exemple Kallenberg, théoréme 16.11, pour une preuve.
Ce théoréme permet par exemple de démontrer le résultat spectaculaire suivant.
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Théoréme 7.27. Soient (X'); n>1 des variables aléatoires telles que, pour toutn > 1,
(X1)iz1 sont iid. On pose S = X{ +--- + X} et on suppose qu’il existe une suite
d’entiers my — oo telle que ST, converge en loi vers une limite notée X.

Alors il existe (Xt)o<t<1 € DD a accroissements stationnaires et indépendants

(c’est-a-dire un processus de Lévy) tel que X; 9 X et

o
(STlentJ 10<t<1) > (Xe)osest-

Voir Kallenberg, théoreme 16.14.

Si (Xi)i>1 sont ii.d., centrées, de variance finie, en prenant X' = X;/y/n et m, =n,
c’est essentiellement le théoreme de Donsker.
7.5 Compléments facultatifs

7.5.1 L’espace D(R;,R)

On note Dy, = D([0, m], RY), m > 0, et d;, la distance de Skorokhod naturellement
définie dessus. Soit Dy, = ID([0, co[, RY).

R/AL. 9N . D . . . N
Définition 7.28. On dit que x, —= x si, pour tout n > 1, il existe Ap € Ay, Ot

A ={homéomorphismes croissants de R} dans R, },

tels que
1) [[An—1d||,, — 0;

2) pour toutm > 1,

(Xn 0 An —X)H[O,m]HOO — 0.

Remarque 7.29. L’application de restriction Do, — Dy, x — x1 g m), nest pas continue
dans D, si x a un saut en m.

.. . . . Dy
Pour définir une distance d telle que do(xn,x) — 0 si et seulement si x, — X, on
introduit, pour tout m > 1, la fonction

1/ Oétgm,
gmt)={m+1—-t, m<t<m+1,
0, t>m+1.
1j
m m+1

On pose, pour x,y € D,

doo(%y) = D> 2™ (dms1 ((gmX) o ms11, (GmWlio,mey) A1)

m>1
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Cette distance métrise la convergence définie ci-dessus. La topologie obtenue est polo-
naise : elle admet une distance compatible complete et séparable.

Critéres de tension. Pourm > 1et0 < & < m, on définit

/ .
x,0) = inf max w(x, [t;, t; .
) O=tg<t;<--<tp=m 0<i<r—1 Bt tia )
ti+17ti>6/ o<igr—1
Une suite (X™) est tendue dans D, si et seulement si, pour chaque entier m > 1, la
suite ((gmX™)|jp,m+1)) est tendue dans ID,, 1. On applique donc les critéres précédents

avec [|gmX"||co et w1 (gmX™, 8). Voir Billingsley, section 16.

7.5.2 (C-tension

On remarque que € = C([0, 1], RY) est un fermé de ID, car c’est

0<t<1

{x e D: sup |Ax(t)| = 0}.

Définition 7.30. Une suite (X™) de variables aléatoires de ID est dite C-tendue si elle
est tendue dans D (ID-tendue) et si toute valeur d’adhérence est portée par C : si

xeom) ol X,alors P(X € C) = 1.

Proposition 7.31. Soient X™, X des variables aléatoires dans D telles que X™ LU

On suppose que
sup |AX™(t)] 2 0.

0<t<1

Alors P(X € ) =1.

Démonstration. L'application

]:D—Ry, J(x) = sup |Ax(t)]

0<t<1

est continue, comme démontré dans la proposition sur les fonctionnelles continues.

Ainsi ](X”) lol, J(X). Or J(X™) L) par hypothese; par unicité de la limite en loj,
J(X) = 0 presque stirement. Une fonction cadlag sans saut étant continue, on obtient
P(X e @) =1. O

Voir aussi Billingsley, théoréme 13.4, p. 142.

Théoréme 7.32. Soit (X™) une suite de variables aléatoires de ID. Elle est C-tendue si
et seulement si

(1) (X§)n>1 est tendue dans RY;
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(2) pour tous ¢,m > 0, il existe & > 0 tel que

limsup P(w(X™,8) >n) <.

n—oo

Voir Billingsley, corollaire p. 142.
On en déduit aisément une version cadlag du théoreme de Donsker : si (X;)i>1 sont
i.i.d., centrées, de variance 02 €]0, oo[, en notant S, = Xy + -+ + Xn, on a

Sint loi
0<t«1l B::0<t<1),
(U\/ﬁ 0 )_>(t 0 )

ot la convergence a lieu en loi dans ID.

7.5.3 Processus ponctuels

Dans le cas des processus ponctuels, la convergence des lois fini-dimensionnelles
implique la convergence en loi.

Théoréme 7.33. On note D, I'ensemble des fonctions de comptage sur [0, 1], c’est-a-
dire les fonctions cadlag, a valeurs dans Z, croissantes, dont les sauts valent 1 aux
points de discontinuité. Soient X", X des variables aléatoires a valeurs dans D.. On
suppose que P(X(1—-) = X(1)) =1.

Alors X™ % X si et seulement s'il existe T C [0,1] dénombrable dense, contenant
Oet1, tel que, pour tous ty,..., tx €T,

o
(XP, o XE ) 5 (X, e, Xey)-
1 k

Voir Billingsley, théoreme 12.6.
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7.5.4 Autres topologies

Nous avons considéré la topologie de Skorokhod J; sur ID([0, 1], R), mais il en existe
trois autres (Jo, M1, My) pour lesquelles les convergences suivantes ont lieu, avec
1 1 1 1 1 3

et —_ - — - > .
X = lppay, h=5—5- bh=5—7, =55 (n>4)

3

o

3
N—= - == - —
o

3

1
2
] i
! pas J1, pas J»
b, Qn % Cn b, Qn 1
J2 M,
pas J1, pas My pas J2, pas My, pas J;

Voir W. Whitt, Stochastic Process Limits, chapitre 11.5.
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8 Mesures aléatoires de Poisson

Exercices associés : feuille 7, p. 203.
Dans ce chapitre

81 RappelssurlesloisdePoisson. . . . ... ... ... .. ... .. ..., .. 82
8.2 Mesures aléatoires de Poisson . . . . . . . . . ... ... 83
8.3 Pointsmultiples . . . . . ... ... . L 87
8.4  Formules de Campbell (additive et exponentielle) . . .. ... ... ... ... ... 89
8.5 Transformations de nuages poissoniens . . . .. .. ... ... ............ 92
8.6  Nuages de Poisson avec parametre temporel . . . ... ... ... .......... 93
8.7 FormuledePalm . ... .. .. . . . . . ... e e 95

Un des objectifs est de définir une notion de « pluie » dans un espace assez général,
ot les gouttes arrivent indépendamment et rarement selon une répartition décrite par
une mesure p. Lorsque p est infinie, 'expression « un point choisi au hasard selon p »
n’a pas vraiment de sens. Mais on va pouvoir donner un sens a « une infinité de points
choisis selon p » a travers les mesures aléatoires de Poisson (on verra que les lois de
Poisson apparaissent naturellement).

Références. Kingman, Poisson Processes; Last et Penrose, Lectures on the Poisson Process.

8.1 Rappels sur les lois de Poisson

Pour A € [0, o], on dit qu'une variable aléatoire X a valeurs dans IN U {400} suit une
loi de Poisson de parameétre A, et on note X ~ P(A), si

— pour A =0, X = 0 presque sirement;

— pour A = 0o, X = oo presque slirement;

— pour 0 < A < oo, P(X = k) = e Ak/k!, pour k > 0.
OnaE[e™X] = exp(—A(l —e™)) pour u > 0 (avec la convention 0 x oo = 0). Les deux
propriétés suivantes seront bien utiles.

Proposition 8.1. — Superposition. Si (A;)ie1 est une famille au plus dénombrable
de [0, oo] et (Xj)ie1 des variables aléatoires indépendantes avec X; ~ P(A;), alors

D X~ P (Z )\i> .
i€l i€l

— Raréfaction. Soit X ~ P(A) avec A € [0, oo]. Soient (Uy)y>1 des variables aléa-
toires i.i.d. a valeurs dans IN, indépendantes de X, avec P(Uy = i) = p; pour
i > 1. Alors les variables

X
k=1

sont indépendantes et X; ~ P(Ap;) (avec 0 x co = 0).
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La preuve, qui peut étre faite en utilisant les fonctions caractéristiques, est laissée en
exercice.

8.2 Mesures aléatoires de Poisson
On se place dans le cadre assez général d'un espace mesuré (E, €).

Définition 8.2. On note M;(E) 'ensemble des mesures p sur E pouvant étre écrites
sous la forme i = ) ;. 1, avec I dénombrable et p; mesure finie. Les éléments de
M;(E) sont appelés mesures s-finies.

Exemple 8.3. Une mesure o-finie est s-finie, mais la réciproque est fausse (prendre pu =
> 1oy 01). Lavantage de travailler avec M;s(E) est la stabilité par somme dénombrable
(ce n’est pas le cas des mesures o-finies).

Remarque 8.4. On peut vérifier que les théoremes de Fubini s’appliquent aux mesures
s-finies en utilisant le théoréeme de convergence monotone (voir le théoréme A.13 dans
Last et Penrose).

Définition 8.5. On note Maiom (E) 1’ensemble des sommes dénombrables d’atomes
de la forme ) ;_;d,, avec I dénombrable et (x)ic1 € EL. On munit Mueom(E) de la
plus petite tribu rendant mesurables les applications

Matom (E) — IN U {400}, n— u(A), Acét.

Exemple 8.6. 1) N:Q — Matom(E) est une variable aléatoire si et seulement si, pour
tout A € £ ettoutk > 0, {N(A) = k} est mesurable, car

¢

N(A) =00} = | [JIN(A) =1}

k=0

2) L'application E — Matom (E), X — Oy, est mesurable.

3) Pour A € &, l'application Matom(E) — Matom(E), 1 +— pla, est mesurable, ot
wa(B) =u(ANB) pour B € €.

Avant de donner la définition de mesure aléatoire de Poisson, une motivation : si
on veut définir une pluie « uniforme » sur IR?, il est naturel de discrétiser R? par un
quadrillage de maille 1/n et de choisir un point dans chaque cellule, indépendamment,
avec probabilité 1/n?.

1/n]
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Alors le nombre de points qui tombent dans une région A est approximativement de
loi Bin(n? Aire(A),1/n?), qui converge en loi vers P(Aire(A)), et les nombres de points
qui tombent dans des régions disjointes sont indépendants.

Définition 8.7. Soient (E, £) un espace mesuré et i une mesure s-finie sur E. Une
mesure aléatoire de Poisson (ou nuage poissonien) d'intensité . est une variable aléatoire
N a valeurs dans Matom (E) telle que

@ pour tout A € €, N(A) ~ P(u(A));
@ si (Ai)1<i<k est une famille de parties mesurables disjointes de E, les variables
(N(A4))1<i<k sont indépendantes.
Remarque 8.8. — Pour chaque A fixé, presque stirement, N(A) = oo <= pn(A) = oo.

— Si les singletons sont mesurables dans E et si u({x}) > 0, alors P(N({x}) > 2) > 0.
_ E[e WA = g—nA)(1-e ),

Théoréme 8.9. Pour toute mesure p € M;(E), il existe un nuage poissonien d’inten-
sité p, unique en loi dans Ma¢om (E).

Pour démontrer ce théoréme, on a recours au lemme utile suivant.

Lemme 8.10 (Stabilité par somme). Soit (N;);>1 une famille dénombrable de nuages
poissoniens indépendants d’intensités ;. Alors N = 3 ;- ; N; est un nuage poisso-
nien d’intensité = ) ;- q Wi

Démonstration. Soit A € €. Par le principe de superposition des lois de Poisson,

NA) ~P | Y wilA) | =P((A).

i1

Si (Aj)1<j<k sont des parties mesurables disjointes, les variables (N;(A;))i>1,1<j<k
sont indépendantes. Par regroupement par paquets, les variables (}_2; Ni(A;)), <i<k
sont indépendantes. O

Preuve de I'existence des nuages poissoniens. D’apreés le lemme précédent, il suffit de
traiter le cas ol1 1 est finie. Si u(E) = 0, le nuage vide M = 0 convient. Supposons
donc 0 < u(E) < co. Soient L ~ P(u(E)) et (Xi)i>1 des variables aléatoires i.i.d. de loi
u(-)/u(E), indépendantes de L. On pose

Vérifions que M convient. C’est bien une variable aléatoire (voir I'exemple de mesura-
bilité de x — &y).
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Soient (Aj)1<j<k des parties mesurables disjointes de E et posons B = (U};l Aj)°.
On définit, pour i > 1,
i siXi €A,
0 siX;€B.

u; =

Les variables (U;)i>1 sont i.i.d. D’apres le principe de raréfaction pour les lois de
Poisson, les variables

L L
M(A) =D Lixea) = Iy
i=1 i=1

sont indépendantes et M(A;) ~ P(1(E)u(A;)/u(E)) = P(u(A;)). H

Preuve de I'unicité en loi des nuages poissoniens. Les parties de la forme
{v € Matom (E) : V(A1) =kq,..., V(A =k},

avec A; mesurables et ki > 0, forment un 7-systeme générateur de la tribu de
Matom (E). Or une telle partie s’écrit comme réunion finie disjointe de parties de
la forme

{v € Matom(E) : v(B1) =j1,..., v(Bn) =jn), (7)

avec (B;) mesurables disjoints et j; > 0. Ainsi une mesure de probabilité sur Matom (E)
est caractérisée par ses valeurs sur les ensembles de la forme (7).
Si deux nuages poissoniens vérifient les deux conditions de la définition pour la

méme intensité, leurs lois sont égales sur les ensembles (7), donc sont les mémes. [

Remarque 8.11. La preuve précédente montre que, si p est s-finie, on peut construire
un nuage poissonien sous la forme

M=> bx (8)

ou K prend ses valeurs dans IN U {+oo} et les X; sont des variables aléatoires a valeurs
dans E. Lorsque n(E) = 0o, on a K = oo presque stirement. Les positions X; ne sont en
général ni indépendantes ni de méme loi.

Si M est un nuage poissonien, en général il ne s’écrit pas sous la forme (8), car on ne
peut en général pas énumérer les atomes de maniere mesurable.

En effet, soit E = [0, 1] et supposons qu’il existe des applications mesurables m; :
Matom (E) = E et L: Matom (E) — IN U{+00} telles que

L(v)
Vv € Matom (E), V= Z 67"1("]'
i=1

Soient A la mesure de Lebesgue sur [0,1], o = 3 -1 A et M un nuage poissonien
d’intensité p. Pour chaque borélien A fixé, M(A) est presque stirement égal a O si
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A(A) =0 et a oo sinon. La tribu 0(M) est donc constituée d’événements de probabilité
0 ou 1 : ses générateurs ont cette propriété, et les événements de probabilité 0 ou 1
forment une tribu.

Comme M(E) = oo presque stirement, on a L(M) = oo presque stirement. La variable
Z =m (M) € [0,1] est indépendante d’elle-méme, donc

Var(Z) = E[Z%] — E[Z]> = 0.

Ainsi Z = c presque stirement pour un c € [0, 1] déterministe. L’énumération impose
alors M({c}) > 1 presque stirement, alors que p({c}) = 0 impose M({c}) = 0 presque
stirement. C’est une contradiction : des hypotheses additionnelles de « finitude » sont
donc nécessaires.
Si E est un sous-ensemble mesurable d’un espace métrique polonais, en notant
M52, (E) les mesures finies de Matom (E), il est possible d’énumérer de maniere mesu-
<o

rable les atomes des mesures de M350,
déduit que, si M est un nuage poissonien d’intensité p o-finie sur E polonais, alors on

(E) (proposition 6.2 dans Last et Penrose). On en

peut écrire
L(M)

M = Z 67Ti(M)I

i=1
avec L et les 71; mesurables (corollaire 6.5 dans Last et Penrose).

Conséquence importante. Si on souhaite démontrer une propriété qui ne dépend que
de la loi de M, alors on peut supposer sans perte de généralité que M est de la forme (8),
construite comme dans la preuve de 'existence des nuages poissoniens.

Exemple 8.12 (Un processus de Poisson est un nuage poissonien). Soient A > 0 et (X;)i>1
des variables aléatoires i.i.d. de loi Exp(A). On pose

(0.¢]
M - Z 6X1+...+Xk.
k=1

Alors M est un nuage poissonien d’intensité Al dx.

Démonstration. Posons S, = X; + - - - + X;,. La loi forte donne S,,/n — 1/A presque
stirement, donc S, — oo. Fixons T > 0 et posons N1t = M([0, T]). Pour n > 1, le
changement de variables s; = x; + - - - + x4, puis I'indépendance de X;,1, donnent

P(Nt=n, §; € dsq,...,S, € dsqn)

n_ —Asn ,—A(T—s
=A"e e ( n)1{0<31<...<5n<T} d81 e dsn

(AT /!
= (e }\TT ﬁ]l{0<sl<...<sn<‘|'} dSl e dSn.

Le second facteur est la densité des statistiques d’ordre de n variables uniformes
indépendantes sur [0, T]. Lecasn =0 donne P(Nt =0) =P(X; > T) = e M. Ainsi
Nt ~ P(AT) et, conditionnellement a Nt = n, les positions ordonnées ont la loi de ces
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statistiques d’ordre. La construction a intensité finie montre donc que M|y 1] est un
nuage poissonien d’intensité Al 1)(t) dt.

Pour conclure, soient Ay, ..., A, des boréliens disjoints de Ry et kq,...,k, € IN.
Comme M(A; N[0, T]) T M(A;), la continuité décroissante des probabilités donne

¢

T K;
]P(M(Aj) < k; pour tout j) = Tlim H e Oir Z —— 0;7 = ALeb(A; N[0, T).
—00
=1 =0

e’

Chaque facteur tend vers la fonction de répartition en k; d"une loi P(A Leb(A;)); il
tend vers zéro si ce parametre est infini. Les mémes égalités s’appliquent a toute sous-
famille des A;. Elles donnent les lois de Poisson des comptes et leur indépendance, y
compris lorsque certains comptes sont presque stirement infinis. Ceci conclut. [

Proposition 8.13 (Stabilité par restriction). Soit M un nuage poissonien d’intensité
w. Soient (Aj)icr des parties mesurables disjointes de E. Alors les (M|a, )ic1 sont des
nuages poissoniens indépendants, et M|, est d'intensité pa, .

C’est une conséquence immédiate de la définition.
On en déduit le résultat suivant, important en pratique pour se ramener au cas d"une
mesure d’intensité finie.

Corollaire 8.14. Soit M une mesure aléatoire de Poisson d’intensité p supposée
o-finie. Alors on peut écrire M = Y °; M, avec (M;)i>1 des mesures aléatoires de

Poisson indépendantes d’intensités finies.

Démonstration. On écrit E = |Jioq Ai avec (Ai)i>1 des éléments disjoints de & de p-
mesure finie. Alors M = }_°; M|, avec (M|a, )i>1 des mesures aléatoires de Poisson

indépendantes d’intensités |5, finies.

Remarque 8.15. Si p est s-finie, il n'est pas clair que 1'on peut décomposer M de
maniere « mesurable » en M = > %, Mj;, avec (M;)i>1 des mesures aléatoires de
Poisson indépendantes d’intensités finies. Mais lorsque p est o-finie, on vient de voir
que c’est possible.

8.3 Points multiples

On suppose que {x} € & pour tout x € E. Les atomes d’une mesure ) ; ;0 €
Matom (E) ne sont pas forcément distincts.
Si M est un nuage poissonien d’intensité p, M({x}) ~ P(n({x})). Donc

Vx ek u{xh) =0 <«— vxekE PM({x}) €{0,1}) =1.
On va en fait voir que

Vx€E u({x}) =0 < P(vxeE M{{x}) €{0,1}) =1,
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sous de bonnes hypotheses garantissant la mesurabilité de 1’événement.

Définition 8.16. On note

impl g g
letf;‘rﬁe(E) = {H = Z Ox; € Matom(E) : xi # x; pour i 5&)} .
i€l
Rappelons que M,tom (E) est muni de la plus petite tribu pour laquelle les applications
n— p(A), a valeurs dans IN U {+o0}, sont mesurables pour tout A € €.

Remarque 8.17. En général, M?ﬁ;ﬁle(E) n’est pas une partie mesurable de Maiom (E).

En effet, soient (X;);>1 des variables aléatoires i.i.d. uniformes sur [0,1] = E. Posons
Mi =3 1510x, et My =3 -;20x,.Alors M; et M sont deux mesures aléatoires de
Poisson d’intensité s-finie p donnée par

A) 0 SsiA(A)=0,
I_l =
oo SiA(A) >0,
avec A la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. La mesure p est s-finie car p = > A. Les va-
riables M; et M ont méme loi, M; € MSImple(E) presque stirement et M, ¢ MSlmple(E) ;

] atom atom
donc szg‘rﬁ “(E) nest pas mesurable.

Des hypotheses de finitude et de mesurabilité sont nécessaires.

Lemme 8.18. On suppose que D ={(x,x) : x € E} € E® €. Alors

MEmPIeF (E) — (11 e METPI(E) 1 W(E) < oo}

atom

est mesurable dans Maiom (E).

Démonstration. Posons M (E) = {1 € Matom(E) : 1(E) < oo}, partie mesurable de
Matom(E), et

@M (B) — ME L (E XCE), § S = D Bixix)-
1<ij<m
i#

Puisque Mz?;fllef( E) = {p € Mi, ., (E) : ©(p)(D) = 0}, il suffit de vérifier que p
@ () (D) est mesurable. Pour cela, considérons

¢ ={Cel®E:ur O(u)(C) est mesurable sur Matom(E)}.

Pour p finieet A,B € £, O(u)(A x B) = u(A)u(B) — u(A N B). On vérifie que ¢ est
une classe monotone contenant les pavés mesurables. Ceci conclut. On peut de méme
montrer que @ est mesurable. O
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Proposition 8.19. On suppose que p est o-finie et que D ={(x,x) : x € E} € E® E.
Soit M un nuage poissonien d’intensité p. Alors

VxeE u{x}) =0 <«<— Me MSimple(E) presque stirement.

atom

Cela signifie qu'il existe un événement A tel que P(A) =letw € A = M(w) €
Mzﬁﬁle(E). Si P est complete (tout sous-ensemble d’un événement de probabilité

nulle est mesurable), c’est donc équivalent a IP(M € J\/[Zitgﬁle(E)) = 1. Le cas échéant,

on dit que M est sans point multiple.

simple
atom

On rappelle qu’en général M (E) n’est pas mesurable dans Matom (E).

Démonstration. Pour le sens réciproque, supposons que p({x}) = ¢ > 0 pour un x € E.
Alors
PM({x}) >22)=1—e “—ce * >0,

ce qui contredit I’absence presque stire de points multiples.

Pour le sens direct, traitons d’abord le cas u finie. Si u(E) = 0, alors M(E) =
0 presque stirement, donc M est simple ]presque stirement. Supposons désormais
W(E) > 0. D’apres le lemme, P(M € M0 *'(E)) ne dépend que de la loi de M. Ainsi,

on peut supposer que M est construit a partir de variables aléatoires comme dans la
preuve de I'existence des nuages poissoniens :

L
M=) &,
i=1

avec L ~ P(u(E)) et (Xi)i»1 i.i.d. de loi p(-)/u(E), indépendantes de L. Alors, pour
1<ij,

P(X = X)) = 7z |, Lo )l dy) = 0.

n(E)
Donc P(M € ME™Pef )y — 1.

atom
Dans le cas général o-fini, on écrit E = [ J7Z; A; avec les A; disjoints et p(A;) < oo
pour touti > 1. On a vu que M = Y °; MJa,, oit les (M|, )i>1 sont des nuages

poissoniens indépendants d’intensités respectives p/., donc finies. Soit alors

o0
A =[Mia, € Mo (E)}.

atom
i=1

D’apres le cas fini, P(A) = 1. De plus w € A = M(w) € MSimple(E). H

atom

8.4 Formules de Campbell (additive et exponentielle)

Dans toute cette partie, i € M;(E) est fixée et M est un nuage poissonien d’intensité
i, avec un espace mesuré (E, &) quelconque.
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Théoreme 8.20 (Formule additive) 1) Cas positif Soit f : E — R4 mesurable.
Alors la variable aléatoire M(f) = [ f(x)M(dx) a pour espérance

JHMwn:Lﬂdem.

2) Cas intégrable. Soit f : E — R, p-intégrable. Alors M(f) = [¢ f(x)M(dx) est
intégrable et

JHMHH=LHMMdM-

Démonstration. 1) On écrit f > 0 comme limite croissante de fonctions étagées f,, =
Z]i\J:“l cila,. En particulier,

chu = u(fn).

Puis M(fn) T M(f). Donc M(f) est mesurable et, par convergence monotone,
E[M(f)] = p(f).
2) On écrit f =t —f~ eton applique 1) a f* et . O

Théoreme 8.21 (Formule exponentielle). 1) Cas positif. Soit f : E — Ry mesu-

rable. On a
Ele M) = exp (—J (1—e )y dx)) .
E

2) Cas intégrable. Soit f : E — R, p-intégrable. On a

E[eMf)] = exp (J (") — 1) pu( dx)) )
E

Démonstration. 1) On écrit f > 0 comme limite croissante de fonctions étagées f, =
Z]iinl cila,, avec les A; disjoints. Alors M(f,) = ZN“l ciM(A;) est une combinaison
linéaire de variables de Poisson indépendantes, et on conclut en utilisant la forme de
la transformée de Laplace d"une variable de Poisson et la convergence monotone.

2) On écrit f = limy_,00 T, avec f =+ —f—, fy =L —f, 0 <7 7,0 < f, 1
et f;, f;, étagées. Comme en 1), un calcul explicite donne

E[eMfn)] = exp (J (effn () — 1) dx)) i
E

D’une part, le membre de droite converge vers exp( [ (ef®) —1)p( dx)) par conver-
gence dominée, en utilisant

e — 1] ()] = FL (%) + o (%) < F70) + 7 (x) = [F(x)]-

90



Théoremes limites et applications Cours 8. Mesures de Poisson

D’autre part, M(fn) = M(f;{) — M(f,;), avec M(f;[) T M(f") et M(f;) T M(f)
par convergence monotone. Donc M(f,) — M(f). Comme eM(fn)] = 1, on a aussi

E[eMf)] — E[e™M)] par convergence dominée, ce qui conclut. O

Remarque 8.22 (Caractérisation par la transformée de Laplace). Soit 1 une mesure
s-finie. Une variable aléatoire N a valeurs dans Matom(E) est un nuage poissonien
d’intensité u si et seulement si, pour toute fonction mesurable f : E — R,

Ele N = exp (—J (1—e )y dx)) )
E

1 suffit d"utiliser les fonctions f = > i ; ¢;1 A,savec ¢i > 0 et les A; mesurables disjoints,
puis 1'unicité de la transformée de Laplace jointe.

Si p est o-finie, on peut aussi utiliser la caractérisation suivante : pour toute fonction
réelle p-intégrable f, on a N([f|) < oo presque stirement et

E[eNF)] = exp (J (elf) — 1)u( dx)> .
E

On applique d’abord cette identité aux combinaisons linéaires d’indicatrices d’en-
sembles de p-mesure finie, puis on épuise E par de tels ensembles. Cette seconde
caractérisation ne s’étend pas aux mesures seulement s-finies.

Pour f: E — R, mesurable, d’apres la formule additive,
E Uf(x)M(dx)} <o <= deu < 0.

Le résultat suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour que | f(x)M(dx) <
oo presque stirement.

Proposition 8.23. Soit f : E — R mesurable. On a 'alternative :
(a) si [ min(1,f) dp < oo, alors presque stirement [ f(x)M(dx) < co;

(b) si [ min(1,f) du = oo, alors presque strement [ f(x)M(dx) = oco.

Démonstration. On remarque que, pour x € [0, 00, x < co <= lim,, 10 e ™ =1. Ainsi,
par la formule exponentielle,

P ( J f(x)M(dx) < oo> = lxi%IE[e’}‘M(ﬂ]

= 1}3101 exp (— J(l — e M) dx)) .

Af(x)

Si [ min(1,f)dp < oo, pour A < 1,onal—e" < min(1, f(x)), et le résultat

s’ensuit par convergence dominée.
Si [ min(1, f) du = oo, on remarque que Cmin(1,y) < 1 —e Y pour une certaine

constante C =1 —¢e L.
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1—e™Y
Cmin(1,y)

Y

Ainsi, pour 0 < A <1,

Ju —e MM u(dx) > CJmin(l,)\f(x))u( dx) > AC J min(1, f(x))u( dx) = oco.

Donc P([ f(x)M(dx) < c0) = 0. O

Exemple 8.24. Si p(dx) = x /2 Iy dx et f(x) = x, alors M(f) < oo presque stirement,
mais E[M(f)] = oo.

8.5 Transformations de nuages poissoniens

Proposition 8.25 (Stabilité par image). Soient M un nuage poissonien d’intensité p
s-finie sur (E, &) et f: (E, &) — (F, §) mesurable. Alors f.M est un nuage poissonien
d’intensité f,u sur F.

Démonstration. Tout d’abord, vérifions que f. est ’application

Matom (E) — Matom (F), Z Ox; > Z 6f(xi)/

iel iel
et qu’elle est mesurable. Pour B € G, on a bien
(Z 5%)) (B)=#{iecl:x e f (B)}= (Z 5Xi> (t~1(B)).
iel iel

Pour B € Getk >0,

1 ({v € Matom(F) : V(B) = k}) ={v € Matom(E) : (f.v)(B) =k}
= {V € Matom(E) . V(f_l(B)) = k}/

qui est mesurable. Ainsi f.M € Matom(F) et, si B € G,
(£:M)(B) = M(f (B)) ~ P(u(f1(B))) = P((f.1)(B)).

Par ailleurs, si By, ..., Bx € G sont disjoints, leurs préimages f1(By),..., f 1(By) sont
disjointes, donc les (f.M)(B;) = M(f~1(B;)) sont indépendantes. ]

Remarque 8.26. Un autre avantage de travailler avec des mesures s-finies ici plutot que
o-finies est que 'image d"une mesure o-finie n’est en général pas o-finie.
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Proposition 8.27 (Stabilité par marquage). On suppose que M = thl dx, , avec
L € N U{+o0o} et Xy € E des variables aléatoires, est un nuage poissonien d’inten-
sité 1 € M;(E). Soient (Y;)i>1 des variables aléatoires i.i.d. dans (F,§), de loi p/,
indépendantes de (L, X, Xy, ...). Alors

L
M= Z 8 (X, Vi)
k=1

est un nuage poissonien dans E x F d’intensité p @ p'.

Démonstration. Soit f : E x F — IR, mesurable. On calcule

]E[exp(—f\ﬂﬂ)] =E exp ( Z (X, Yi) ) (Xk)k>1”

L
—E ] | expl(—f(Xuyu'(dy
k=1 -F

= Elexp(—M(F))],

avec F(x) = —In fF n'(dy) > 0. Donc, d’apres la formule exponentielle,

E[exp(—ﬁ(f))] = exp (— JE(l — e Ty dx))
= exp (— L F(l —e U (e u')( dxdy)) )

D’ot le résultat. ]

Exemple 8.28. Soit M = Zkzl dx, unnuage poissonien d’intensité u sur E, donné avec
cette énumération aléatoire, et soit (Y;j);>1 une suite i.i.d. de loi Bernoulli(p), indépen-

dante de (L, X1, X5, ...). Alors
L

Mp =) Yidx,
k=1

est un nuage poissonien d’intensité py, car M,, s’identifie a la restriction a E x {1} de
Zk 19(x,,v,), d'intensité p @ Bernoulli(p).

8.6 Nuages de Poisson avec parameétre temporel

On se place dans le cadre d'un espace mesuré (E, £), avec {x} € € pour tout x € E. On
suppose que [P est complete et que p est o-finie sur E.

Définition 8.29. Un processus ponctuel de Poisson sur E d’intensité p est un nuage
poissonien M sur R x E d’intensité dt ® p.

Proposition 8.30. Presque stirement, pour tout t > 0, M({t} x E) < 1.
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Démonstration. Choisissons des ensembles mesurables E,, 1 E tels que p(E,) < oo, et
posons 7t(t, x) = t. Pour m,n > 1, la stabilité par restriction et par image montre que

Nmn = 7T*(T\/H[O,m]xEn)

est un nuage poissonien sur Ry d’intensité w(En) 1y, (t) dt. Cette intensité est finie
et sans atome, donc N, , est presque stirement simple.
Sur l'intersection dénombrable de ces événements de probabilité 1, on a, pour tous
mn>1lette[0,m],
M({t} x En) = Nmn({t}) < 1.

En faisant n — oo puis en choisissant m > t, on obtient M({t} x E) < 1 pour tout
t>0. H

Définition 8.31. Pour t > 0, on pose

e(t) = x si M({(t,x)}) =1,

0 sinon, ou 0 est un point cimetiere.

Proposition 8.32. 1) Pour toutt > 0, e(t) est une variable aléatoire.
2) Siu(E) = o0, {t: e(t) # 0} est dense presque stirement.
3) Si0 < pu(E) < oo, presque stirement, {t : e(t) # 0} est infini discret et peut étre
ordonné avec des variables aléatoires 0 < Ty < T, < - -+ qui vérifient :
(@) Ty, T, =Ty, T3 —Tp,...sontiid. deloi Exp(pn(E));
(b) les variables (e(T;))i>1 sontii.d. deloi p(-)/u(E);
(c) (e(Ti))i>1 estindépendante de (T;)i>1.

Démonstration. 1) Pour A € €,
{e(t) e A} ={M({t} xA) =1},  {e(t) =0} ={M({t} x E) =0}

2) Si u(E) = oo, pour tous a < b dans Q, M([a, b] x E) ~ P(o00), donc vaut co presque
stirement.
3) Laloi de (Ti, e(Ti))i>1 ne dépend que de la loi de M. Par exemple,

Ty =inf{t > 0: M([0, t] x E) > 1}, {e(Ty) e A} ={M({Ti} x A) =1}

La propriété a démontrer ne dépend donc que de la loi de M. Construisons alors
M comme suit. Soit P = ) {°; 81, un nuage poissonien d’intensité u(E) dt sur R, et
(Yi)i>1 des variables i.i.d. de loi pu(-)/pu(E), indépendantes de P. Alors, par marquage,
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est un nuage poissonien d’intensité dt ® p. Par ailleurs, on a vu que (P([0, t]))¢>0 est
un processus de Poisson d’intensité p(E), et on peut bien ordonner Ty < T, < - -+ qui
vérifient (a). Les propriétés (b) et (c) découlent du fait que e(T;) =Y;. O

Exemple 8.33. Prenons u(dx) = x—°/ ZIL{X>O} dxsur E=R%.Ona p(E) =oo.Pourt >0,
on pose

Xi = Z e(s)Lie(s)0) = M(ft), fi(s,x) = xLjs<qy-
s<t

Comme f]R+ XR®. (LAf(s,x))ds p(dx) < oo, pour tout t > 0, presque stirement X; < oo;
par monotonie, presque stirement, Xy < oo pour tout t > 0. Néanmoins, pour tout t > 0,
LR+X]R*+ fi(s,x) ds u(dx) = 0o, donc E[X¢] = 0.

En utilisant les propriétés des mesures aléatoires de Poisson, on peut vérifier que
(Xt)t>0 est un processus a accroissements stationnaires et indépendants, et il est cadlag
par construction : c’est un processus de Lévy croissant (un subordonnateur).

8.7 Formule de Palm

Théoréme 8.34 (Formule de Palm / équation de Mecke). Soient u o-finie et M un
nuage poissonien d’intensité p. Soit f : E x Matom(E) — R mesurable. Alors

E U f(x,M)M(dx)] :J E[f(x, M + 0y)]u( dx). 9)
E E

La formule de Palm décrit le nuage vu depuis un point distingué : le membre de
gauche somme sur tous les points du nuage, avec leur multiplicité, tandis que le membre
de droite ajoute un point en x a un nuage de Poisson de loi initiale et integre contre
u( dx). Cette identité ne correspond pas, en général, au conditionnement ordinaire par
M({x}) > 1; la distinction est essentielle lorsque p possede des atomes. On peut voir ce
résultat comme une extension de la formule additive prenant en compte les atomes.

Démonstration. L'application (x, v) — v + dx est conjointement mesurable, puisque,
pour tout A € €,
(v+0x)(A) =Vv(A) + 1a(x).

Choisissons E,, 1 E tels que u(E,) < oo, et posons
H ={v € Matom(E) : V(En) < oo pour tout n}.

Cet ensemble est mesurable et P(M € H) = 1. En remplagant si nécessaire M par la
mesure nulle sur ’événement nul {M ¢ H}, nous pouvons travailler avec une version
a valeurs dans H. Sur H, I'application v — vV[g, est un noyau fini. Un argument de
classe monotone donne donc la mesurabilité de

Vi J f(x,v) v(dx).

n
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En faisant croitre n, on obtient celle de I'intégrale sur E. Ces observations, avec la
mesurabilité conjointe de 1’ajout d"un atome et le théoreme de Tonelli, justifient les
deux membres de (9) et montrent qu’ils ne dépendent que de la loi de M.

Etape 1 : u finie. Si u(E) = 0, alors M. = 0 presque stirement et les deux membres
de la formule sont nuls. Supposons donc p(E) > 0. On écrit M = ZiL:1 dx,, avec
L~ P(u(E)) et (Xi)i>1 iid. deloi p(-)/n(E), indépendantes de L. Alors

E U f(x, M)M( dx)}
E

I
™M
=

(E)k k k
e MUE Y X 8,
) i=1 j=1

0 k
E k
-5 e | 3 s
k=1 j=1
0 k—1
H(E)k —u(E) J p(dx)
=y e B E[f[x ) 5x +5«
= K E = (k)
00 k—1
E k—1 B
:J ;E_) 1)'e WEE | f X,Z Ox. + O« w(dx)
E\k=1 =1

Etape 2 : u o-finie. Ecrivons E = |li~1 Ai, avec n(Aj) < oo, et posons M; = M|, et
Ri = M|a¢. Ces deux restrictions sont indépendantes. Pour chaque mesure atomique
1 fixée, appliquons le cas fini a M; et a la fonction (x, v) — f(x, v + 1), puis intégrons
en r suivant la loi de R;. L'indépendance et le théoréme de Tonelli donnent

E U f(x,M)M(dx)] :J E[f(x, M + 0y)]u( dx).
Aj Ay

En sommant sur i > 1 et en appliquant a nouveau Tonelli, on obtient (9). O

Remarque 8.35. Si les atomes de M peuvent étre énumérés de maniere mesurable (c’est
le cas si p est o-finie et E polonais), la formule de Palm peut s’écrire

E U f(x,M—éX)M(dx)} :J E[f(x, M)]u(dx).
E E
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1 Convergence étroite dans R*

Cours associé : chapitre 1, p. 6.

On note M (R¥) I’ensemble des mesures de probabilités sur R¥, avec k > 1 un entier
tixé, et = désigne la convergence étroite dans cet espace.

1.1 FEnoncés

Exercice 1.1. [corrigé p. 101] Soit (pn)n>1 une suite de mesures de M (R) et u € My (R).
On suppose que 1, = . Y a-t-il des implications entre les assertions suivantes ?

(@) pn est a densité pour n assez grand (c) un est atomique pour n assez grand

(b) westa densité (d) pestatomique.

Rappelons qu'une mesure atomique est une mesure qui s’écrit } a;d,, pour des
suites a; € Ry et b; € R et que dans R™ par mesure a densité on entend par rapport a
la mesure de Lebesgue (1'usage est juste de dire a densité).

* % F

Exercice 1.2. [corrigé p. 101] Montrer qu'une famille (p;)ic; de mesures de M;(IR) est
tendue si et seulement si il existe une fonction mesurable f : R — [0, c0) telle que
f(x) — oo pour |x| = oo et sup;; [ fdp; < oco.

Exercice 1.3. [corrigé p. 102] Soit (Xn)n>1 des variables aléatoires réelles. Montrer que la
suite (X, )n>1 est tendue si et seulement si pour tout € > 0 et pour toute suite (cn)n>1
de réels strictement positifs telle que cn, — 0 on a P(cn|Xn| > ¢) — 0.

EE

Exercice 1.4. [corrigé p. 102] (Théoreme de Riesz et lemme de Scheffé) Soit (E, A, u) un
espace mesuré, avec |L une mesure positive (pas forcément finie). Soit (fn)n>1 une suite
de fonctions mesurables de E dans R telles que:

fn — f p— presque partout. (1)

(1) Soit p € [1, 00[. On suppose que la convergence (1) a lieu, que pour toutn > 1,
fn € LP(n), f € LP(n) et [[fn]lp — |/f]lp quand n — oco. Démontrer que f,, — f dans
LP(u) (théoreme de Riesz).

On pourra introduire la fonction gn = 2P (|fn [P + [f|P) — [fn — f[P.
(2) Montrer le lemme de Scheffé :

si (1), fn et f sont pintégrables, f, >0 et J fodp — J fdu
E n—oo E
alorsJ [fn—fldp — 0.
E n—oo
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(3) Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires positives intégrables qui converge
presque stirement vers X. On suppose que E [X;] — E [X] < co. Montrer que X,
converge vers X dans L.

(4) Dans cette question, on suppose E = R et A = B(IR). Soit (Xn)n>1 une suite de
variables aléatoires réelles telles que X, ait pour loi f,, du. Montrer que, si f,,
converge p-presque partout vers une densité de probabilité f, alors X,, = X, ou X
a pour loi fdp.

* 0% F

Exercice 1.5. [corrigé p. 103] (Transformée de Laplace) Soit u € M; (IR ). Sa transformée
de Laplace est définie par l'intégrale L, (t) = LR+ e ™ u(dx) pour t > 0.

(1) Vérifier que L,, est de classe C* sur ]0, ool.

(2) Montrer que pour tout x > 0 on a

w(10,xD) + Su({) = lim

ou I_Lk) désigne la dérivée k-ieme de L. En déduire que si p, v € M;(IR4) ont
méme transformée de Laplace, alors p = v.

(3) Soit (Hn)n>1 une suite de mesures de M;(IR;). On suppose que L, converge
simplement sur IR vers une fonction L continue a droite en 0. Montrer qu’il existe
neM(Ry)telleque L =1L, et pp = 1.

On pourra s’inspirer de la preuve du théoreme de Lévy.

* ok o

Exercice 1.6. [corrigé p. 105] Soit (pn)n>1 une suite de mesures de M; (R) et p € M; (IR).

(1) On suppose que (pn)n>1 est tendue. Montrer que
Ve>0, 36>0, n2>21, [k—yl<d = [dy,x)—dy,(y)l<e.

(en d’autres termes, la suite (¢, Jn>1 est uniformément équicontinue).

(2) On suppose que pn, = w. Montrer que ¢, converge vers ¢, uniformément sur
tout compact. Donner un exemple ot1 la convergence n’est pas uniforme.

(3) Laréciproque de I'énoncé de la premiére question est-elle vraie, autrement dit est-
ce que si la suite (¢, )n>1 est uniformément équicontinue alors la suite (pn)n>1
est tendue?

* % F

Exercice 1.7. [corrigé p. 106] Soit (pn)n>1 une suite de mesures de M;(R) et p € M;(IR)
sans atomes. Montrer que p, = u si et seulement si sup g [Fy., (s) —Fu(s)| — 0.
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Exercice 1.8. [corrigé p.107] (Théoreme de Glivenko-Cantelli) Soit (Xy,),>1 une suite de
n

variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi p. On considére p, = — Z dx;
n
i=1
la mesure empirique de ces variables aléatoires. On note F,, la fonction de répartition

de u, et F celle de u. Le but de cet exercice est de démontrer le théoreme de Glivenko-
Cantelli :

presque stirement, lim sup |Fn(s) —F(s)| = 0. (%)
n—oo seR

(1) Montrer (x) lorsque p est la loi uniforme sur [0, 1].

Pour 0 < x < 1, on pose G(x) = inf{s € R : F(s) > x} (appelé inverse généralisé de F). 11
est possible de vérifier que G est croissante et continue a gauche sur ]0, 1[. Soit (Y;)i>1
une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur ]0, 1[.

(2) (a) Montrer que pour toutt € Retx €]0,1[on a
F(t) > x < t> G(x). (2)

(b) Montrer que (G(Y;))i>1 sont des variables indépendantes de méme loi p.

(c) Montrer que les suites de fonctions (Fy)n>1 et (An o F)p>1 ont méme loi, ot
A est la fonction de répartition empirique de Y, ..., Y.

(3) En déduire (*).

* % F

Exercice 1.9. [corrigé p. 108] (Caractérisation des fonctions de répartition dans IR¥.)
Pour x = (x1,...,xx) € Rfety = (y1,...,yx) € R* on note x < y si x; < y; pour
tout 1 < i < k. Soit F : R* — [0, 1] une fonction. On dit qu’elle est continue a droite si
F(x") — F(x) lorsque x™ | x. On dit qu’elle est propre si F(x) — 1 lorsque min; x; — oo
et F(x) — 0 lorsque min; x; — —oo. On dit qu’elle est une fonction de répartition s’il existe
une mesure p € M (R¥) telle que F(x) = nu({y € R*:y < x}).

(1) Donner un exemple de fonction F : R? — [0, 1] continue a droite, propre, croissante

en chacune de ses variables et qui n’est pas une fonction de répartition.

On dit que Fest a accroissements positifs si pour tout pavé |x,yl =lx1,y1] x - - - xIxy, yi
onaF(Ix,yl) =), sl > 0, o1 la somme est prise sur tous les coins u de |x, y] et
s(u) = (— 1)p avecp = Zi:l Wi=x; -
(2) Montrer que F: Rk — [0, 1] est une fonction de répartition si et seulement si elle
est continue a droite, propre, et est a accroissements positifs.

Pour une preuve probabiliste de la réciproque, on pourra poser 1 = (1,...,1) et
justifier I'existence, pour tout n. > 1, d’une probabilité \v, a support dans (2 "Z) telle
que

(27"} =F(2 ™ (x—1),27 ™)), xeZ~

On construira ensuite des variables X™ de loi pn telles que X™ —27™1 < X™ < X™
coordonnée par coordonnée pour m < m, puis on considérera X = lim, X™.
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Exercice 1.10. [corrigé p. 109] Soit (E, d) un espace métrique muni de sa tribu borélienne
et f : E — R mesurable. Montrer que 1’ensemble des points de discontinuité de f est
mesurable.

Indication. Pour ¢, > 0, on pourra vérifier que U, 5 :=={x € E: 3y,z € B(x, ¢),[f(y) —
f(z)| > 6} est ouvert.

EE

Exercice 1.11. [corrigé p. 109] Soit py, n des mesures de probabilité sur R. On note A la
mesure de Lebesgue sur R et ¢+ (t) = | e'™v(dx) pour une mesure de probabilité v sur
R.

(1) Démontrer que 1, = p si et seulement si la fonction caractéristique de pn
converge simplement vers la fonction caractéristique de p pour presque tout point
par rapport a la mesure de Lebesgue.

(2) Est-il vrai que pn == p si et seulement si la fonction caractéristique de u,
converge simplement sur un ensemble dénombrable dense vers la fonction carac-
téristique de n.?

* % %

Exercice 1.12. [corrigé p. 110] Soit (Xn)n>1, X des variables aléatoires réelles. Soit D un
ensemble dénombrable dense de IR.

(1) Alix dit: «si X;, converge en loi vers X lorsque n — oo, alors pour toutu € D on a
P (Xn, <u) = P (X <u)lorsque n — co.» A-t-il raison ? Justifiez votre réponse.

(2) Billie dit: « si pour toutu € Dona P (X, <u) — P (X <u) lorsque n — oo,
alors X, converge en loi vers X lorsque n — co. » A-t-elle raison? Justifiez votre
réponse.

1.2 Corrigés

Corrigé de 1’exercice 1.1. [énoncé p. 98] Non:

— si py est a densité, u peut aussi bien étre a densité (prendre p = p,) qu’atomique
(prendre p,(dx) = 51{_1/m,1/m)(x)dx, qui converge étroitement vers &), voire
singuliere par rapport a la mesure de Lebesgue (penser a I’escalier du diable).

— si uy est atomique, 1 peut aussi bien étre atomique (prendre p = ;) ou bien a

densité (prendre u, = % > i1 8i/n, qui converge étroitement vers la mesure de
Lebesgue sur [0, 1]).

* ok o

Corrigé de I’exercice 1.2. [énoncé p. 98] Posons C =1+ sup; f]R fdp;. Soit € > 0
et A > 0 tel que f(x) > C/e pour |x| > A. On écrit, pour i€ I,
C

C?deui>J fdu > —
R R\[—A,A]

J d,
€ JR\[-A,A]
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de sorte que pi (R\[—A, A]) < e.
Soit (An)n>1 une suite de réels strictement positifs tels que pour toutn > 1 et
i€ ITonait ,
Hi(R\[=An, Anl) < —5.
Sans perte de généralité, on peut supposer que la suite (A, ) est strictement croissante
et A, — o0o. On définit alors f par f(x) =0si [x| < Ajet f(x) =nsi Ap < [x] < Apgq, de
sorte que f est mesurable, f(x) — oo, et pouri € I,

diy = i
= B

n=1 [—An+1/An+ﬂ\[_An/An}

Z n].il( [_ATI-I—l/ An+l]\[_An/ ATL] )
n=1

N

N

D nu(R\[-An, Anl)
n=1

= 1

D

n=1

N

d’ou1 le résultat.

* X ¥k
Corrigé de 'exercice 1.3. [énoncé p. 98] Supposons que la suite (X, )n>1 est tendue. Soit
e > 0 et (cn)n>1 une suite de réels strictement positifs telle que ¢, — 0. Soitnp > 0. Par
tension, il existe M > 0 tel que P (|X;,| > M) < 1. Pour n assez grand, ¢/c, > M, et

alors
PcnlXnl = &) <P (Xnl > M) <7,

d’otu le résultat.

Réciproquement, raisonnons par 1’absurde en supposant que la suite (Xy,)>1 n’est pas
tendue. On peut alors trouver ¢ > 0 et une extraction ¢(n) telle que IP (|X¢(n)| > n) > ¢
pour tout n. On définit alors ¢; = 1 pour 1 < i < ¢(1) etc; = 1/k pour p(k) < i<
¢(k + 1). Cette suite est strictement positive, tend vers 0 et vérifie c4) = 1/k. Alors,
pour toutn > 1,

P (cp(mXom! = 1) > ¢,

contradiction.

Corrigé de 1’exercice 1.4. [énoncé p. 98]

(1) Par inégalité triangulaire, on remarque que

[frn — [P < (Ifnl + )P < 2P max(|fn [P, [f]P)

<
< 2P([fnfP + IFP),
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de sorte que gn, > 0. Appliquons le lemme de Fatou a g, :

p+1 P . . .
2 JE IflPdu = JE <l1nrggo1f gn> du

< liminf J 2P (P + |fP)dus
n—oo E
—limsupJ [fn — fPdp.
n—oo E

On en déduit que

lim sup
n—oo

j £ — fPdp < 0,
E

d’ou le résultat.
(2) C’est simplement le théoreme de Riesz pour p = 1.

(3) C’est simplement le lemme de Scheffé.

(4) Soit s € R. On montre que P (X, <s) — P (X < s). Pour cela, en notant A =

| — 00, 5], on remarque que

ce qui conclut.

J fndH_J fdu’ <J [fn—fldu — 0,

Remarque. La méme preuve montre qu’en fait P (X,, € A) — P (X € A) pour tout
borélien A. Ceci implique la convergence en loi, mais la réciproque n’est pas vraie

(prendre par exemple un = 81/, = 89 avec A = {0}).

* ok o

Corrigé de 1’exercice 1.5. [énoncé p. 99]

(1) Sur tout intervalle compact [a, b] C]0, oo et pour tout entier k
K
a_e—tu — LLke—tu < LLke—au
otk h '

=0,

Le majorant est borné sur IR, donc p-intégrable. La dérivation sous l'intégrale, a

tout ordre, donne L, € C*(]0, ool) et

L) = (1% et uiauw)
R4
(2) Soit x > 0. D’apres la question précédente et le théoreme de Fubini,
(=) 04y _ (tu)*
e = | Y Sehetuau)
k=0 + k=0
Or -

tx k
(t;:') e ™ = IP (Poisson(tu) < |tx]).

k=0
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Montrons que

0 six<u

P (Poisson(tu) < |[tx|) — % six=1u
t—o0

1 six>u

en distinguant les trois cas :
— x = u:Ennotant (Y;);>1 des variables aléatoires i.i.d. de Poisson de parametre

X, posons m = |t] et prenons une variable Z; de loi de Poisson de parametre
(t —m)x, indépendante des Y;. Alors

IP (Poisson(tx) < |tx])
_p (Y1+...+Ym—mx+Zt—(t—m)x < |tx| —tx>
= N S '

Le TCL donne (Y; + --- + Yy — mx)/vtx = N(0,1). De plus, Var(Z;) =
(t—m)x < x, donc (Z; — (t — m)x)/vtx — 0 en probabilité, tandis que
(|tx] —tx)/v/tx — 0. Le lemme de Slutsky et la continuité de la fonction de
répartition de la loi normale en 0 donnent la limite 1/2.

— x < u:alors

IP (Poisson(tu) < |tx]) tu — Poisson(tu))

-1

tx] <
— |tx] < [tu — Poisson(tu)[)

<
Var(Pmsson(tu))
S T ()2
u
T tu—x)2

lorsque t — oo, qui tend donc vers 0.

— x > u: alors, de méme,

IP (Poisson(tu) < [tx|) = 1—IP (Poisson(tu) > [tx])
= 1—P (Poisson(tu) —tu > [tx] —tu)
> 1—1P (|Poisson(tu) — tu| > [tx]| —tu)

et Siu = 0, la probabilité considérée vaut 0. Si u > 0, pour t assez grand,

Var(Poisson(tu)) u
([tx] —tu)? Tt —u)?

IP (|Poisson(tu) —tu| > [tx| —tu) < — 0.

Ainsi,
[tx] k
(tu) —t 1
kZO K © E e Jl[o,x[(u)Jriﬂ{x}(u).
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En utilisant le théoreme de convergence dominée, on conclut que

»

[ tx]

—tu dU)

J (ﬂoX[( )+ 3w

= u(10,xD) + 5u(9).

Supposons maintenant que p, v € M;(R;) ont méme transformée de Laplace.
Notons D I’ensemble des atomes de p et de v, qui est au plus dénombrable. Alors
d’apres le résultat précédent, u([x,y[) = v([x,y[) pour tous x,y € R\D. Puisque
R\D est dense, on en déduit que p et v coincident sur tout intervalle ouvert et
donc p = v par application du lemme des classes monotones.

(3) On remarque tout d’abord que si pu, = p, alors L,,,, converge simplement vers L,
(la fonction x — e~ étant continue bornée sur R ;).

II suffit de montrer que (in)n>1 est tendue. Toute limite étroite d’une sous-
suite est portée par R et sa transformée de Laplace est L, puisque x +— e ™
est continue bornée sur R. La question (2) montre que toutes ces limites sont
égales. La tension et I'unicité des valeurs d’adhérence donnent donc I'existence de
pe Mq(Ry) telleque py, = petL =1L,

Pour montrer la tension, on utilise, pour tout K > 0,
(1= pn(lK,00) < | (1= €] pn(d) = 1= Ly, (1/K)
Ry
Par convergence simple des transformées de Laplace,

lim sup pa ([K, col) < 2= 2/K)

n—00 1—e!

—0 (K — o0),

car L(0) =1 et L est continue a droite en zéro. On absorbe les premiers termes, en
nombre fini, en augmentant K : la suite (pn)n>1 est donc tendue.

* ok %
Corrigé de 1’exercice 1.6. [énoncé p. 99]

(1) Soit e > 0 et M > 0 tel que pour tout n > 1, pp (R\[-M, M]) < e. Par uniforme
continuité, il existe 6 > 0 tel que [x —y| < d et t € [-M, M] impliquent lettx —
etY| < e. On écrit alors :

re (X) — oy J “X—e“ymn(dtwjm et ity (at)

<

£

W
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(2) On sait que ¢y, converge simplement vers ¢ . C’est alors un résultat général : si
une suite de fonctions réelles sur un compact est uniformément équicontinue et
converge simplement, alors elle converge uniformément. Pour le démontrer dans
notre cas précis, soit ¢ > 0 et K un compact. Soit & > 0 tel que I'implication de
la premiére question est vraie. En passant a la limite, remarquons tout d’abord
que |x —y| < & implique [$p,(x) — du(y)| < e. Par compacité, on peut recouvrir
K par un nombre fini de boules (B(x;, §))1<i<k. Soit N tel que n > N implique
maxi<i<k | Py, (Xi) — dulxi)| < €. Alors, pour n > N, soit x € K. Ennotant 1 < i <
k 'entier tel que x € B(xy, ) :

|d)un (x)— d)u(x)’ < ’d)un(x) - d)pn(xi” + ’d)p.n(xi) - d)u(xi” + ’d)p(xi) - d)p.(x)’ < 3g,

ce qui conclut.
En prenant par exemple X, =1/net X =0,0ona ¢x, (t) = elt/™ s by (t) pour
tout t € R, mais ||px,, — $x|lcc =2 pour toutn > 1.
(3) Oui. La borne de queue utilisée dans la preuve du théoréme de Lévy donne, pour
une constante universelle ¢ > 0,

1/K
sup pn(R\ [-K, K]) < cK supJ 1/K(1 —Re ¢y, (1)) du

< 2csup sup [1—dy, (w)—0 (K — o0).
nou<1/K
En effet, ¢,,,(0) = 1 pour tout n et la famille est équicontinue en zéro. Cela
démontre directement la tension.

* % F

Corrigé de I'exercice 1.7. [énoncé p. 99] La réciproque est claire. Le sens direct est une
conséquence du deuxieme théoréme de Dini. Donnons ici une approche dans le contexte
de l'exercice. Fixons k > 2. Lapplication F,, étant continue, croissante, de limite nulle en
—oo et de limite 1 en oo, il existe des points s1 < --- < sy_1 tels que F(si) = % pour tout
1 <1 < k—1. Par convergence simple, pour n assez grand, pour tout1 <i<k—1,

i—1 i+1
K gFun(Si)g K

Par convention, posons sy = —oo et sy = oo. Il vient que pour tout n assez grand, pour

tout s € R, en choisissant s; tel que s; <'s < si41:

i+2
Fu, (s) < Fp, (sit1) < = Fu(si) +

et de méme )
Fun(s) > Fun(si) > T = Fu(si—i-l) -
Ainsi, pour n assez grand,

2
sup [Fy, (s) —Fu(s)| < o
seR

ce qui conclut.
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Corrigé de 1’exercice 1.8. [énoncé p. 100]

(1) On suit la méme approche que pour 'exercice 7. Fixons k > 2. Il existe des points
s < -+ < sk tels que F(s;) = { pour tout 1 < i < k— 1. D’apres la loi des
grands nombres, presque sirement, pour n assez grand, pour tout1 <i<k—1,

i—1 i+1
K ngn(Si)g K

Par convention, posons sy = —oo et sy = oo. Il vient que pour tout n assez grand,

pour tout s € IR, en choisissant s; tel que s; <'s < si47:

i+2 2 2
Fun(s) < Fun(si+1) < K = Fu(si) + X < Fu(s) + X
et de méme
i—1 2 2
Fpn(s) = Fun(si) = o = Fu(SiJrl) - E = Fu(s) - E

Ainsi, presque stirement, pour n assez grand,
sup |Fy, (s) —F(s)| < %
seR

Ceci étant vrai pour tout k > 2, ceci conclut.

(2) (a) Si F(t) > x, alors clairement inf{s € R : F(s) > x} < t et donc G(x) < t.
Réciproquement, montrons que F(t) < x implique t < G(x). Puisque F est
continue a droite, il existe ¢ > 0 tel que F(t+¢) < x. On a alors G(x) >
t+e>t.

(b) Elles sont indépendantes de méme loi et, pour tout t € IR, la question précé-
dente donne
P(G(Y1) <t) =P (Y1 <F(t)) =F(t),
d’ot1 le résultat.
(c) Les suites (Xj)i>1 et (G(Y;i))i>1 ont méme loi. On peut donc, pour étudier une
propriété de la suite entiere, travailler avec X; = G(Y;) pour tout i. Alors,
simultanément pour tout n et tout t,

1 ¢ 1 ¢
Fa(t) = =D Tarvocy = 1 2 Lk = An(F().
i=1 i=1

(3) D’apres (1), presque stirement,

lim sup |[An(u)—ul=0.

n=o0 e [0,1]

Comme F(s) € [0, 1], on a alors presque stirement

sup |An(F(s)) —F(s)| < sup |An(u) —u] — 0.
seR uel0,1]

L’égalité en loi des suites entieres établie en (c) transfére cette propriété presque
stre a (Fn)n>1. L'événement est mesurable, car les fonctions de répartition sont
continues a droite et chaque supremum sur R peut étre pris sur Q.
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Corrigé de 1’exercice 1.9. [énoncé p. 100]

1) Prenons F(x1,%2) = 150 x> >1. Cette fonction est continue a droite,
{x120, X220, x1+xp>1}

propre et croissante en chacune de ses variables. Si elle était la fonction de réparti-
tion d’une mesure p € M;(IR?), on aurait

1(10,11x]0,1]) = F(1,1) — F(1,0) — F(0,1) + F(0,0) = —1,

ce qui est impossible.

(2) L'implication est claire (si F est la fonction de répartition de p € M;(RK), la
propriété d’étre a accroissements positifs provient du fait que } , s(u)F(u) =
i(lx,y]) — en reprenant les notations de 1'énoncé).

Posons 1 = (1,...,1). Puisque F est propre et a accroissements positifs, il existe
bien des mesures de probabilité p, a support dans (27 Z) telles que pn({27™x}) =
F(]27"(x —1),27™x]) pour x € VAS

Ensuite, par construction, F est finiment additive sur les pavés, de sorte que pour
xeZketl<m<n:

Hm(27™x —1,%]) = un (27 x —1,x]).
On construit X! de loi 4, puis, conditionnellement a X" = z, on choisit
XM =z -2, ie{0,1)%,

avec probabilité
Hny1({z—2"1))
un({z})

Le dénominateur est strictement positif pour p,-presque tout z. La finie additivité

des accroissements donne

D nal{z—27M) = un({z)),
ief{0,1}k
de sorte que ces probabilités définissent bien une transition. On obtient par récur-
rence X" de loi u,, et, coordonnée par coordonnée, X™ —27™1 < X" < X™ pour
m < . La suite est décroissante et minorée par X! —2711; elle converge donc vers
une variable X € R¥.

Vérifions que la fonction de répartition de X est F. Pour x € R* dyadique et n
assez grand, P (X" < x) = F(x). Comme X" | X coordonnée par coordonnée, on
obtient

P(X<x)<Fx)<P(X<x).

En appliquant également cette inégalité au point dyadique x +27™1, on a, pour
toutm > 1,

Fix) <P (X<x) <P (X<x+2 ™) <F(x+2 ™).

La continuité a droite donne P (X < x) = F(x) aux points dyadiques. En appro-
chant un point quelconque par une suite décroissante de points dyadiques, on
conclut par continuité a droite de F et continuité décroissante des probabilités.
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Corrigé de I'exercice 1.10. [énoncép.101] Vérifions tout d’abord que U, 5 est bien ouvert.
Six € Ugs ety,z € B(x, ¢) sont tels que [f(y) — f(z)| > §, alors pour tout x’ tel que
d(x,x") < e —max(d(x,y),d(x,z)) onax’ € U, s. En particulier, U, 5 est mesurable. On
conclut en remarquant que 1’ensemble des points de discontinuité de f s’écrit

U [ tes.

5>0 >0
5eQ e€Q

* ok %
Corrigé de 1’exercice 1.11. [énoncé p. 101]

(1) L'implication est claire. Pour la réciproque; on adapte la preuve du théoreme de
Lévy 1.18. Comme dans cette preuve, on a I’existence d"une constante c > 0 telle
que pour tout A > 0

1/A
in(R\[-A, Al) < cAJ (1 Redy, (w)du
“1/A
1/A
— CAJ (1 —Red, (u))du
— 0,
A—00

ol la premiere convergence a lieu en vertu de la convergence presque partout de
¢y, vers ¢, et du théoréme de convergence dominée, et la seconde en vertu de la
continuité de ¢, en 0.

Ainsi (i )n>1 est tendue. Supposons que () = v. D’apres le théoréme de
Prokhorov, il suffit de vérifier que 1 = v. On a alors Py (t) = ¢+ (t) pour tout
t € R Or ¢y, (t) = ¢u(t) pour presque tout t € R. Donc ¢,, = ¢ presque
partout. Etant des fonctions continues, ces deux fonctions sont alors égales partout,
ce qui conclut.

(2) C’est faux, on peut par exemple prendre p, = 87
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Corrigé de 1’exercice 1.12. [énoncé p. 101]
(1) Alix a tort. Par exemplesiD = Q, si X;, =1/n et X =0, X;, converge en loi vers X,
mais P (X, <0) 4 P (X <0) lorsque n — oo.
(2) Billie a raison.
Premiere solution. En notant E I’ensemble des fonctions de la forme )% ; &i1jq, b,
avec o € Ret ai, by € D avec a; < by, ona E [f(X;,)] — E [f(X)] pour tout f € E.
Or par uniforme continuité, toute fonction continue a support compact est limite

uniforme de fonctions dans E, ce qui montre que X, converge en loi vers X d’apres
la proposition 1.5.

Deuxieme solution. Notons F et F,, les fonctions de répartition respectives de X et
de X;. Soit x un point de continuité de F. Par croissance, on a pour u < x < v avec
uvebD:

F(x) = Fn(v) < F(x) = Fa(x) < F(x) = Fn(u).

Ainsi, en faisant n — oo :

F(x) — F(v) < iminf(F(x) — Fn(x)) < limsup(F(x) — Fn(x)) < F(x) — F(u).

n—o0 n—o0

On conclut par continuité de F en x en faisant tendre u, v vers x.
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2 Différents modes de convergence (presque siire, en pro-
babilité, 1)

Cours associé : chapitre 2, p. 14.

2.1 Fnoncés

Exercice 2.1. [corrigé p. 114] (Méthode des moments) Soit X une variable aléatoire réelle
admettant des moments de tout ordre. On suppose que la loi de X est caractérisée par ses
moments, c’est-a-dire que si Y est une variable aléatoire admettant des moments de tout
ordre vérifie E[X¥] = E[Y¥] pour tout entier k > 1, alors X et Y ont méme loi.

(1) Soit (Zn)n>1 une suite de variables aléatoires réelles uniformément intégrables
qui converge en loi vers Z. Montrer que E [Z,] — E [Z].

(2) Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires réelles admettant des moments de
tout ordre. On suppose que pour tout entier k > 1, E [Xm — E [X¥]. Montrer que
Xn = X

Remarque. Voir I'exercice 2.5 pour des conditions suffisantes pour qu’une variable
aléatoire soit caractérisée par ses moments.

* % F

Exercice 2.2. [corrigé p. 115] Soit (E, d) un espace métrique séparable et X, X1, Xy, ... des
variables aléatoires définies sur un méme espace de probabilité et a valeurs dans E.
Montrer que si X;, — X presque stirement ou en probabilité, alors X, = X.

* % F
Exercice 2.3. [corrigé p. 116] Soit (X;)i>1 des variables aléatoires réelles indépendantes
de méme loi.

(1) Montrer que si E [|[X1]] < oo, la suite (max(Xy, ..., Xn)/N)n>2 est uniformément
intégrable.

(2) La réciproque est-elle vraie?
Exercice 2.4. [corrigé p. 116] (Théoreme de représentation de Skorokhod pour R) Soit
X une variable aléatoire réelle. On note F sa fonction de répartition et on pose, pour
0O<u<1 Flu =inflx € R:F(x) > u}. On rappelle (cf feuille d’exercices 1) que
Fllu) < x < u < F(x). Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires réelles qui
converge en loi vers X.

(1) Vérifier que F~! est une fonction croissante continue a gauche de ]0, 1[ dans RR.

(2) Montrer que pour tout u €]0,1[, on a

Flu) < lim inf Fol(w) < limsup F ' (w) < FHu+),
n—oo

ott F71(u+) est la limite a droite de F~! en u.
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(3) En déduire que si X, X1, Xy, ... sont des variables aléatoires réelles telles que X, =
X, il existe un espace de probabilité et des variables aléatoires X', X1, X}, ... définies
dessus telles que X =1 X’, X; =°l X! pour touti > 1 et X/, converge presque
stirement vers X’ lorsque n — oo.

* ok o

Exercice 2.5. [corrigé p. 117] Soit X une variable aléatoire réelle admettant des moments
de tout ordre. On pose m = E [X*], My = E [[X|*] pour k > 1 et ¢(t) = E [e'**] pour
teR.

. LN k' .
(1) Montrer que le rayon de convergence de la série entiere ) 2, ™% est non nul si

(0.¢] MkZ

et seulement si le rayon de convergence de ) |~ est non nul.

On suppose dans la suite que ces rayons de convergence sont non nuls et on note R le

k
rayon de convergence de Y 1o, —M]'Q!Z

(2) Montrer que pour tout h € RR,

k |h|K+1

K+

ikl

k=0

(3) Montrer que pour tout t € Ret |h] < Ron ale développement en série entiere

(4) En déduire que la 101 de X est caractérisée par ses moments.

* % F

Exercice 2.6. [corrigé p. 118] Soit (Xj)icr une famille de variables aléatoires uniformé-
ment intégrables. En reprenant la construction de la fonction croissante ¢ : R, — R
@ = oo et sup; . E [$(|Xi])] < oo (preuve du critere de de la Vallée
Poussin), vérifier que ¢ peut étre choisie de sorte que pour toutx > 1, $'(2x) < 2¢’(x),

telle que limy_,

puis que ¢ peut étre choisie de sorte que ¢p(x) < x? pour x > 1.

* % F

Exercice 2.7. [corrigé p. 118] Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires réelles unifor-
mément intégrable.

(1) Pour n > 1 on pose S, = (X1 + -+ 4+ Xy)/n. Montrer que la suite de variables
aleat01res (Sn)n>1 est uniformément intégrable.

(2) Montrer que 'adhérence dans L' de {X;, : n. > 1} forme une famille uniformément
intégrable.

ECE

Exercice 2.8. [corrigé p. 119] Soit (E, d) un espace métrique et (x,)n>1 une suite a valeurs
dans E. On suppose que (dx,, )n>1 converge en loi vers une variable aléatoire X. Que dire
de X?
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Exercice 2.9. [corrigé p. 119] Soit (Xn)n>1 et X des variables aléatoires a valeurs dans un
espace métrique séparable. Pour chaque mode de convergence que vous connaissez,
étudier si le fait que toute sous-suite de (X, )n>1 a une sous-suite qui converge vers X
implique que X, converge vers X.

* 0% F

Exercice 2.10. [corrigé p. 119] Soit (X,,) et (Yn) des variables aléatoires réelles telles que
0 < Xin < Yn. On suppose que X;, converge en probabilité et que Y, converge dans L.
Montrer que X, converge dans L.

EE

Exercice 2.11. [corrigé p.119] Soientp,q > 1telsquel/p+1/q =1.S0it X € LY(Q, A, IP)
et soit (Yj)icr une famille de variables aléatoires bornée dans [P (c’est-a-dire
sup;; E [IYilp]l/ P < 00). Démontrer que la famille (XY;)ic; est uniformément inté-
grable.

ECE

Exercice 2.12. [corrigé p. 120] Soit A > 0 et soit X une variable aléatoire dont la loi
est donnée par P (X > a) = a? pour tout a > 1. Soit (Xy,)n>1 une suite de variables
aléatoires i.i.d. de méme loi que X et on pose

n 1/n
i=1

Déterminer les entiers n tels que T,, € L!. A-t-on
E [!Tn — el/}‘l] — 0 lorsquen — o0 ?

Justifier votre réponse.

EE

Exercice 2.13. [corrigé p. 121] Soit (Xn)n>1 et (Yn)n>1 deux suites de variables aléatoires
réelles définies sur le méme espace de probabilité telles que Yo > X, > 0et E[Y,] =1
pour tout n > 1. On suppose que la suite de variables aléatoires (X )n>1 converge en
loi vers une variable aléatoire positive X telle que E [X] = 1.

(1) Montrer que la suite de variables aléatoires ((Xy, Yn))n>1 converge en loi vers
(X, X).
(2) Montrer que la suite de variables aléatoires (Yy)n>1 est uniformément intégrable.

EE

Exercice 2.14. [corrigé p. 122] Soit (X )n>1 une suite de variables aléatoires a valeurs
dans [0,1] etp > 0.
(1) On suppose que E [X,] — 1 lorsque n — oo. Montrer que pour tout p > 0,

E [ Xy, —1|P] — 0 lorsque n — oo.

(2) On suppose que E [X;] — aet E[X3] — o avec a € [0,1[ lorsque n — oo.

Montrer que
E[X,—oP] — 0 lorsque n — oo.
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Indication. Dans les deux cas, on pourra commencer par montrer que X, converge en
probabilité.

EE

Exercice 2.15. [corrigé p. 122] Soit (Xj)i>1 et X des variables aléatoires réelles. On pose
Sn= (X1 +---+Xy)/npour n > 1. On considere 1'assertion suivante :

(A): si Xp — X, alors S, — X
n—oo n—oo

Est-ce que l'assertion (A) est vraie pour les modes de convergence suivants ?

Convergence p.s. m Convergence L!
Convergence en probabilité Convergence en loi.

Justifiez vos réponses.

* % F

Exercice 2.16. [corrigé p. 123] Soient (Xn)n>1 et (Yn)n>1 des variables aléatoires réelles.
On suppose que pour tout n > 1, la loi de X,, est absolument continue par rapport a
la loi de Yy de densité f;,. Cela signifie que f,, : R — R} est une fonction mesurable
telle que pour toute fonction mesurable positive F : R — IRy ou pour toute fonction
mesurable bornée F: R — Rona:

E [F(Xn)] =E [fn(Yn)F(Yn)] .

m On suppose que f,,(Yn) converge en probabilité vers 1 lorsque n — oo et que Yy,
converge en loi vers une variable aléatoire Y. Montrer que X,, converge en loi vers
Y.

m On suppose que f, est continue pour tout n > 1, que la suite (f;)n>1 converge
uniformément sur IR vers une fonction f, que Y;, converge presque sirement vers
Y et enfin que E [f(Y)] = 1. Démontrer que X, converge en loi.

* % F

Exercice 2.17. [corrigé p. 124] Soient (X3} )k n>1 et (Xi)x>1 des variables aléatoires définies
sur un méme espace de probabilité, a valeurs dans un espace métrique séparable E, telles
que, pour tout k > 1, presque stirement, X* = Xy pour tout n assez grand. Démontrer
qu’il existe une suite déterministe d’entiers A, — oo telle que

P (pour toutk €{1,2,...,AxJona Xy =Xy) — L

n—oo
2.2 Corrigés

Corrigé de 1’exercice 2.1. [énoncé p. 111]

(1) Premiere facon. D’apres le théoreme de représentation de Skorokhod (exercice 2.4),
puisque le caractére uniformément intégrable ne dépend que des lois individuelles,
on peut supposer que la convergence Z,, — Z a lieu presque stirement (et a fortiori

114



Théoremes limites et applications Exercices 2. Modes de convergence

(2)

en probabilité). D’aprés la proposition 2.8, cette convergence a aussi lieu dans L,
ce qui démontre le lemme

Deuxieme facon. Pour K > 0, on définit hg (x) = max(—K, min(x, K)). Cette fonction
est continue bornée. L'uniforme intégrabilité donne C = sup, E [|Z,]] < co. Par
convergence en loi,

E [h(1Z))] = lim E hy(|1Za)] < C.

La convergence monotone, lorsque K — oo, entraine E [[Z]] < C. De plus, |x —
hy (x)] < [x[Tjy>x), donc

[E (Zn] —E [Z]| < E [|Zn|1yz, s3] + [E [hi(Zn)] — E [he (2)]1 + E [|1Z]11z51] -
Pour K fixé, le terme central tend vers 0. Ainsi,

limsup [E [Z,] — E [Z]| < sup E [|Zn[1z,5x)] +E [|ZIT1z5x)] -
n

n—oo

En faisant K — 0o, on conclut par uniforme intégrabilité et intégrabilité de Z.
On montre la tension puis 'unicité de la limite.
Premiere étape : tension. Puisque (E [X%J Jn>2 converge, la suite (X )n>1 est tendue.

Seconde étape : unicité de la limite. Soit ¢ une extraction et Y une variable aléatoire
telle que X¢(n) = Y. Soit k > 1 un entier. Puisque (E [(X¢(n))**])Jn>1 converge,
(X‘d‘)( ") Jn>1 est uniformément intégrable. Vérifions que

E [|Y|‘<] <00 et F [x‘g)(n)} S E [Yk] . 3)

Le lemme implique (3), et on obtient E [X*] = E [Y*]. Puisque X est caractérisée
par ses moments, on en déduit que X et Y ont la méme loi, ce qui conclut.

EOE

Corrigé de I'exercice 2.2. [énoncé p. 111] Si X, — X presque slirement, etsif: E — R est

une fonction continue bornée, alors f(Xy,) — f(X) presque stirement et puisque |f( X, )| <

|fllcc < 00, le théoreme de convergence dominée implique E [f(Xy,)] — E [f(X)].

Si X, — X en probabilité, soit f : E — IR une fonction continue bornée. On raisonne
par l’absurde et on suppose que E [f(X,)] A EI[f(X)]. Il existe alors e > 0 et une
extraction ¢ telle que [E [f(Xq;(n))] —E[f(X)]| > e pour tout n > 1. Or Xy(,) converge

en probabilité vers X, il existe donc une extraction 1\ telle que Xy ,m)) — X presque

strement. Alors f(Xppm))) — f(X) presque stirement. Comme [f(Xppm)))| < [|f]loo, la

convergence dominée donne E [f(Xyy(n)))] — E [f(X)], contradiction.
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Corrigé de 1’exercice 2.3. [énoncé p. 111]

(1) SiE[|X1]] < 0o, on écrit

max(Xq,..., Xn) < > e Xkl
n S

2 Xkl
n

D’apres la loi des grands nombres, la suite converge dans L! vers

E [[X1]]. Elle est donc uniformément intégrable, ce qui implique que la suite
(max(Xl,...,Xn) )

- n>1 est uniformément intégrable.

(2) Oui, si les variables aléatoires sont positives : le cas échéant, 0 < X;/2
max(Xy, X»)/2 et donc E [X;] < oo.

Non en général : par exemple, en prenant X; une variable aléatoire qui a pour

N

densité #]lxg,l, on voit que max(Xy, ..., Xy) a pour densité W%leg,l, de sorte

que
E max(Xq,..., Xn) 3/2 1 % nx3/2 1 2n
n - nd2 ) xnfl YT eRm 3
La suite (w)n>2 étant bornée dans L%/, elle est uniformément intégrable,

bien que Xj ne soit pas intégrable.

Corrigé de 1’exercice 2.4. [énoncé p. 111]

(1) Pour la croissance de F~!, si u < v et si F(x) > v, on a alors F(x) > u, de sorte que
F1l(u) <x, eten passant a 1'inf sur x on obtient Flu) < Flwv).

Pour le caractére continu a gauche, supposons que u, 1 u mais que F~!(w,) 4
F~1(u). Il existe alors &€ > 0 tel que Fllun) < FHu) —e pour tout n > 1. Donc
un < F(F1(u) —¢). En passant a la limite, u < F(F1(u) —¢) et donc F1(u) <
F1(u) — ¢, absurde.

(2) Soit0 <u < 1.

Pour montrer que limsup,, . Frl(u) < F1(u+), il suffit de vérifier que

F(x) >u+e¢ = limsup Fol(u) <x
n—oo
On montre la contraposée : supposons qu’il existe une extraction ¢ et > 0
tels que x +1 < F;%n) (u) pour n assez grand. On choisit un point xy € [x, x + 1]
en lequel F est continu. Alors Fy()(xp) < u pour n assez grand, et donc par

convergence en loi de X;, vers X on en déduit que F(x) < F(xp) <u<u+e.

Pour montrer que

Fl(w) < liminfFt(u),

considérons un point de continuité x de F tel que x > liminf,, F;l (u). Il existe
alors une extraction ¢ telle que x > F&ln) (u) pour tout n > 1. Ainsi, Fgm)(x) > u
et en passant a la limite on obtient F(x) > u, et donc x > F~!(u). Ceci montre que

Fl(u) < liminf, o Frl(w).
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(3) Soit U une variable aléatoire uniforme sur ]0,1[. On pose X' = F1(U) et X, =
F7!(U). D’apres la feuille d’exercices 1, X =1 X’ et X; =l X! pour tout i > 1.
D’apres la question précédente, X/ (w) — X'(w) si F~ 1 est continue en U(w).
Puisque F~! a un nombre au plus dénombrable de discontinuités, il s’ensuit que
F~! est presque stirement continue en U et le résultat désiré en découle.

* % F

Corrigé de 1’exercice 2.5. [énoncé p. 112]

(1) L'implication est claire car [my| < My. Pour I'implication [ = ], I'idée est
de montrer que les rayons de convergence de

> Mkzk t > Mkzk
PR 2
k=0 k=0
k pair k impair

sont non nuls. Pour le premier, ceci provient du fait que my = My pour k pair, et
pour le second de l'inégalité [x/? ! < 1+ x? pour tout x € Retj > 1.

(2) La formule de Taylor avec reste intégral donne pourh € RetK > 1:

K . . 1
. (ﬂ’L)k (lh)K+1 .
e =3 TR ,[0 (1—w)XeMduy,
k=0

de sorte que

K
|h|K+1 1 K B |h|K+1
Z k' Kl L(l_u) =

k=0

(3) D’apres la question précédente, on peut écrire

K /. k
ei(‘H—h)X — Z (th) eitx + RK(X, h)

k!
k=0
avec |[Rx(x, h)| < % En particulier,
K Sy kpitX
E |(iX)%e
Plt+h) =Y %hma Ry (X, )]

o~
I

0

Or ¢¥(t) = E [(iX)%¢"™X], et par définition de R, si [h] < R, MMt g, etle

résultat s’ensuit.

(4) Puisque ¢ caractérise la loi de X, il suffit de montrer que ¢ s’exprime a partir des
moments de X. D’apres la question précédente, en prenant t = 0, ¢ s’exprime en
fonction des moments de X sur ] — R, R[. Puis, en redéveloppant en série entiere
autour de points proches de R et de —R, on en déduit que ¢ s’exprime en fonction
des moments de X sur | — 2R, 2R, et ensuite sur ] — nR, nR[ pour tout n > 1 par
récurrence, d’ot le résultat.
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Remarque. Il est possible de trouver des variables aléatoires X et Y, admettant des
moments de tout ordre, telles que E [X*| = E [Y¥] pour tout k > 1 mais telles que leurs
lois ne sont pas les mémes. Un exemple explicite est donné par les densités

1 —(Inx)? ) 1 —(Inx)?
on exp< (2 ) )1x>0 et (1+sm(27tlnx))m exp <%) Ty~

* % %

Corrigé de l'exercice 2.6. [énoncé p. 112] Par uniforme intégrabilité, choisissons des
seuils (Xm)m>1 tels que xm > 2m, X1 > 4xm et

sup IE [IXil T ox,)) <27

iel

Posons h(t) =0pourt <1, h(t)=t—1pourl <t<2eth(t)=1pourt > 2, puis

oix) =1+ Y hle/xn),  d0x) = | gludu

m>1 0

Les sommes sont localement finies. Ainsi g est continue croissante et tend vers 1'infini,
et ¢ est de classe C!, croissante, convexe, avec ¢(x)/x — co. De plus,

(b(X) <X+ Z Xﬂ{x}xm}/
m>1
donc sup; E [¢(|Xi])] < sup; E[Xi]+} ;2™ < co. Un terme h(2x/xm) —h(x/xm) ne
peut étre non nul que si x/2 < x;n < 2x. L'espacement des seuils garantit qu’il y a au
plus un tel terme. Par conséquent,

$'(2x) = g(2x) < g(x) +1 < 2g(x) = 2¢(x).

Enfin, g(x) = 1sur [0,2], et, pour x > 2, g(x) < 1+#m:2m < x} <1+ x/2 < x. Ainsi,
pour x > 1,
x . Xz + 1 < 2

g(u)du<1—|—J udu = > < x°.
1

d)(x):1+J'

1

Corrigé de I'exercice 2.7. [énoncé p. 112] Pour les deux questions on utilise la caractérisa-
tion “e-8” de l'uniforme intégrabilité. Tout d’abord, puisque (Xn)n>1 est uniformément
intégrable, elle est bornée dans [1:il existe C > 0 tel que E [[X,|] < C pour toutn > 1.
Aussi, pour € > 0 fixé, il existe > 0 tel que pour tout événement A avec IP (A) <  on
a E[[Xn|1a] < € pour toutn > 1.

(1) Par inégalité triangulaire et linéarité de 1’'espérance, pour toutn > 1ona [E [|S,[] <
C et pour tout événement A avec P (A) < dona

E[[Sallal <

RIS

n
Y EXdial <,
k=1

ce qui montre que la suite de variables aléatoires (Sy,)>1 est uniformément inté-
grable.
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(2) Soit X dans I'adhérence de {X,, : n > 1} pour la norme de L!. Il existe une suite
(Z;)j»1 d’éléments de cet ensemble telle que IE [|Z; — X|] — 0. Pour tout événement
AaveclP (A) <9,

E[IXI<E[X—-Zl]+C,  E[X1A] <E[X—-Z] +e.

En faisant j — oo, on obtient E [|X|] < C et E [|X|1A] < €. Les mémes constantes C
et & conviennent a toute 'adhérence, qui est donc uniformément intégrable.

* % F

Corrigé de 'exercice 2.8. [énoncé p. 112] Notons p = £(X) et, pour N > 1,
Fn ={xn:n > N}L

Le théoreme de porte-manteau donne pu(Fy) = 1, puisque 8y, (Fn) = 1 pour n > N.
Ainsi p((y Fn) = 1: cette intersection est non vide. Choisissons x dans cette intersection.
Par définition des Fy, il existe une sous-suite Xn; = X. On a alors 5xn]- = Oy, d’ott u = &y
par unicité de la limite étroite. Ainsi X = x presque stirement. Enfin, pour tout ¢ > 0,
porte-manteau donne liminfy, 1y, cp(x,¢)) = 1, donc xn — x.

EOE

Corrigé de I'exercice 2.9. [énoncé p. 113] C’est vrai pour des modes de convergence dont
la convergence est définie a travers une distance : ainsi c’est vrai pour la convergence
LP, la convergence en loi et la convergence en probabilité X,, — X en probabilité ssi
E [min(d(Xy, X),1)] — 0.

En revanche, c’est faux pour la convergence p.s. Par exemple si (Xn)n>1 est une
suite de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes telle que P (X, =1) = 1 —
P (X, =0) = 1/n, la suite (X )n>1 prend p.s. une infinité de fois les valeurs 0 et 1 par
Borel-Cantelli, mais il est clair que de toute sous-suite ¢ en ré-extrayant \ de sorte que
¢ op(n) > n?, la suite (Xpop(n))n>1 converge presque stirement vers 0.

* % F

Corrigé de 1’exercice 2.10. [énoncé p. 113] Puisque Yy, converge dans L1, 1a famille (Yy)
est uniformément intégrable. Pour tout A > 0, la domination 0 < X;, < Yy, donne

supE [Xnlix, >a)] <supE [Yaly, sa] — 0 (A — o0).
n n

La famille (X,) est donc uniformément intégrable. Sa convergence en probabilité en-
traine sa convergence dans L! par la proposition 2.8.

* ok %

Corrigé de I'exercice 2.11. [énoncé p. 113] Premiere solution. On utilise la caractérisation
¢ — & de l'uniforme intégrabilité. Tout d’abord la famille (XY;)ic; est bornée dans L1,
puisqu’en vertu de l'inégalité de Holder :

E [IXYy]] < E [X|9Y9E [[v; /P
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et que (Y;)ier est bornée dans LP.
Ensuite, soit ¢ > 0 et C = sup; | E [!Yi!p]l/ P.Si C =0, tous les produits XY; sont nuls
presque stirement. Sinon, puisque |[X[9 € L1, il existe & > 0 tel que P (A) < 8 implique
E [X]91a] < €9/CY. Par 'inégalité de Holder, on a alors pour touti € I:

E [IXYi|1A] < E[X|912]Y9E[V;P1P <&,

d’ou le résultat.
Deuxieme solution. Soit i € I. On commence par utiliser I'inégalité ab < aP/p +b9/q
pour a,b > 0:

E[IXYillxy,>al < EIXYillxja/q1v,p/p=al
< ElXYil(Lixja/q>a/2 + Ly p p>ay2)]

= E[lYillX[1jxja /g>a /2] + EIX[Yil Ly, p /psa ol

Pour controler le premier terme, on utilise I'inégalité de Holder :

1
E[Yil[XLixja/q>a,2] < EIYilP] 1P E (X190 xja /q=n 2] 14

Le premier terme est borné uniformément en i et le deuxieme terme tend vers 0 par
convergence dominée car X € L9(Q, A, P).

Le contrdle de E[[X|[Yi|1}y,jp ;p~a,2] est un peu plus délicat. Pour R > 0 on écrit en
utilisant 1'inégalité d"Holder

E(IXYilTyv,p p>a,2)
< RE([YilLy,p p>as2) + E(XYil1jxsr)
< RE(|YilLy,p psas2) + [ XLxgsr gl Yillp-

Puisque la famille (Y;)ic1 est uniformément intégrable et bornée dans LP, on a

sup E(IXYilLy,p/p>a/2) < Rsup E([Yilly,p poa,2) XL xsrllq sup || Yillp -
icl icl icl
~ NV v
—0 quand A — oo <00

Enfin, comme précédemment,
XTxsrllqg — 0
R—o0

par convergence dominée. Ceci conclut.

* ok o

n
Corrigé de l’exercice 2.12. [énoncé p. 113] Par indépendance, E [T,] = E [Xl/ “] ,etle
calcul du moment donne

A n
( n ) a1,
E [T, = anm—1

400, Aan < 1.
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Ainsi, T, € L! exactement lorsque n > 1/A. La convergence demandée est vraie pour
tout A > 0; elle porte donc sur une queue de la suite.

En calculant par exemple sa fonction de répartition, on vérifie que In(X) suit une loi
exponentielle de parametre A, de sorte que T, converge presque sirement vers e!/* par
la loi forte des grands nombres.

La formule déja obtenue donne

1 -
E [T,] = (1 — —> —s e/,
An

Sur la queue n > 1/A, les variables T, sont positives et intégrables. Comme T,, — el/A

presque stirement, le lemme de Scheffé donne directement
E [T, —e'M] —o0.

* % F

Corrigé de 1’exercice 2.13. [énoncé p. 113]

(1) La suite de variables aléatoires (Y;)n>1 étant bornée dans L!, elle est tendue.
La suite de variables aléatoires (Xn)n>1 est également tendue (d’apres le théo-
réme de Prokhorov, puisqu’elle converge en loi). La suite de variables aléatoires
((Xn, Yn))n>1 est donc tendue. Il existe ainsi une extraction ¢ et une variable aléa-
toire (U, V) telle que (Xym), Yom)) — (U, V) enloi, avec U = X en loi. D’apres le
théoreme de représentation de Skorokhod, on peut supposer que cette conver-
gence a lieu p.s. On a également X,;) < Yy(n) p-s. (c’est une propriété qui ne
dépend que de la loi de (X n), Ye(n)))- En particulier, U < V p.s. D’aprés le lemme
de Fatou, on a E [V] < 1, et comme E [U] = 1, on en déduit que E [V] = 1. Donc
E[U] =E[V]avec U < V p.s., ce qui entraine U = V p.s. Le méme raisonnement
s’applique a toute sous-suite convergente : chaque valeur d’adhérence a donc la
loi de (X, X). La tension implique alors la convergence de la suite entiére vers cette
loi.

Autre solution. La convergence en loi et la positivité donnent 1 = E [X] <
liminf, E [Xy], tandis que E [Xn] < E [Y,,] = 1. Donc E [X,,] — 1. Par I'inégalité de
Markov, pour tout € > 0,

P ([Yn—Xnl >¢) < -E[Yn—X,] — 0.

o | =

D’apres le lemme de Slutsky, (Yn —Xn, Xn) = (0, X). La continuité de (a,b) —
(b, a +b) donne alors (X, Yn) = (X, X).

(2) D’apres le théoreme de représentation de Skorokhod, on peut supposer que Yy,
converge p.s. vers X. Comme E [Y,] — 1 = E[X] (d’apres la preuve de (1)), le
lemme de Scheffé entraine que Y;, — X dans L!, ce qui implique par résultat du
cours que la suite (Yn)n>1 est uniformément intégrable.
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Corrigé de I’exercice 2.14. [énoncé p. 113] Dans les deux cas, montrons d’abord que X;,
converge en probabilité vers « (en posant « = 1 dans la premiére question).
Cas(l):ona

1
€ n—oo
Cas(2):ona
E [(Xn — «)?
]P(|Xn_°">€)=P<(Xn—a)2>52>g%
E [X3] — 2« [Xy] + o o2 — 202 + o2
N g2 — 2 =0.

Pour conclure, on remarque que la suite (E [X, —«P])y>1 est bornée; il suf-
tit de montrer que 0 est sa seule valeur d’adhérence. Soit ¢ extraction telle que
(E [le)(n) — oclp} Jn>1 converge. Puisque X, converge en probabilité vers «, il existe une
extraction \ telle que Xgpqy,(n) converge presque stirement vers «. Par convergence
dominée, (E [|Xd)01p(n) — oclp} Jn>1 converge vers 0, ce qui conclut. Alternativement, on
peut utiliser le théoréme de super convergence dominée en remarquant que |X;, — ot
est uniformément intégrable car bornée.

Corrigé de 1’exercice 2.15. [énoncé p. 114]
(1) Vrai d’apres le lemme de Césaro.

(2) Vrai, en écrivant par exemple

E[IShn —X

l< > o1 E X, — X[l
= n

et en utilisant le lemme de Césaro.

(3) Faux, par exemple si (Xn)n>1 sont des variables aléatoires indépendantes avec
P(X,=n)= % et P (X, =0) =1—1/n. Alors X;, — 0 en probabilité. Vérifions
que Sn /4 0 en probabilité. Pour € €]0,1/2[, on remarque que

P(Sopn>¢e)>P(dke{n,n+1,...,2n}: Xy =k).

Pour n > 2, par indépendance,

2n
1 1 11
]P(er{n,...,Zn}:Xk:k)zl—H(1—E>zl—n :“;1 — 7

k=n

Ainsi P (Sp,, > ¢) 4 0.

(4) Faux, en prenant par exemple Xo, = —Xpn41 = N avec N une loi N(0,1).
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Corrigé de 1’exercice 2.16. [énoncé p. 114]

(1)

(2)

Soit F : R — R continue bornée, et posons gn = fn(Yn). Onagn > 0et E[gn] = 1.
Pour tout ¢ > 0,

Ellgn —1l] =2E[(1 —gn)+] <2e +2P (IJgn —1| > €).

La convergence en probabilité donne donc E[|gn, —1|] — 0. Par l'identité de
changement de loj,

[E [F(Xn)] = E [F(Yn)][ = [E [(gn — DF(Yn)l| < [[FlE lIgn — 1] — 0.

Comme Y, = Y, on conclut que X;, = Y.

Autre solution. Soit F fermé, 0 < ¢ < 1, gn = fn(Yn) et By = {Ilgn — 1] > €}
L’identité de changement de loi donne

P (Xn € F) =E [gnliy,cq] < (1+¢)P (Yo € F)+E[gnlg,].
Puisque E [gn] =1et gn > 1 — ¢ sur B,
E [gnlg,] =1—E [gnlp:| < e+ (By).
Ainsi, par convergence en probabilité et par le théoréme de porte-manteau,
limsupP (Xn € F) < (1+¢)P(Y€F) +e.
n

On fait tendre ¢ vers 0 pour conclure.

Autre solution. Soit F : R — R continue bornée. Soit ¢ > 0. Comme E [F(Y;,)] —
E [F(Y)], il suffit de montrer que [E [F(X;)] — E [F(Yn)] | = 0. Pour cela, on écrit

E [F(Xn)] = E [F(Yn)l [ = [E [(fn(Yn) = DF(YR)]| < [[FllooE [[fn(Yn) — 111

II suffit donc de démontrer que f,,(Yn) — 1 dans L. Ceci provient du théoreme de
représentation de Skorokhod, combiné avec le lemme de Scheffé car E [f(Yy)] = 1.

La fonction f est continue comme limite uniforme de fonctions continues. Posons
gn = fn(Yn) et g = f(Y). Puisque Y, — Y presque stirement,

lgn — gl < |Ifn— flloo + [f(Yn) = f(Y)] — 0 presque stirement.

De plus, gn,g > O et E[gn] = E[g] = 1. Le lemme de Scheffé donne donc
E[|gn —gll = 0. Pour toute fonction F : R — R continue bornée, 'identité de
changement de loi entraine

IE [F(Xn)] —E [gF(Y)]| = [E [gnF(Yn)] — E [gF(Y)]|
< |IFllooE llgn — gll + E [gIF(Yn) — F(Y)[] — 0.

Le dernier terme tend vers zéro par convergence dominée, avec majorant 2||F||»g,
intégrable. Ainsi, X,, converge en loi vers la mesure de probabilité de densité f par
rapport alaloide Y.
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Corrigé de I'exercice 2.17. [énoncé p. 114] Par hypothese, pour tout k > 1

Pl X=XJ|=1

ﬂo}l nz=ny

L'union en n étant croissante, on a donc P (X} = Xi) — 1 lorsque n — oo, et ce pour
toutk > 1.

Il existe donc une suite (in)m>1 d’entiers qu’on peut supposer strictement croissante
telle que pour tout M > letn > iy ona

1

M
P (X} # Xy) < —.
% (X # %) < 11

Pour1 < n < i, onpose A, = 1. Pourn > ij, on pose A, = M siipm < n < imyr.
Vérifions que cette suite convient. Tout d’abord, on a clairement A,, — co. On écrit

An
P ({pour toutk € {1,2,..., An}ona Xy =X J) < Y P (X{ # Xy)

qui tend vers 0.
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3 Mesures de probabilité sur un espace métrique

Cours associé : chapitre 3, p. 18.

3.1 Fnoncés

Exercice 3.1. [corrigé p. 133] Soit (xn)n>1 une suite de nombres réels et p € M; (R) tels
que dx,, = K. Montrer qu’il existe x € R tel que p = 0.

EE

Exercice 3.2. [corrigé p. 133] Soit (E, d) un espace métrique, x € E un élément fixe et
(Xn)n>1 des variables aléatoires a valeurs dans E. Montrer que X, = x si et seulement
si X, = x en probabilité.

* % F

Exercice 3.3. [corrigé p. 134] (Lemme de Slutsky) Soient E et F deux espaces métriques
séparables, y € Fun élément fixé, X, X1, Xy, ... et (Yi)i>1 des variables aléatoires a valeurs
dans respectivement E et F telles que X,, = X et Y, = y. Montrer que (X, Yn) = (X, y).

* % %

Exercice 3.4. [corrigé p. 134] (Produits dénombrables d’espaces métriques) Soit
((Ei, di))i>1 une suite d’espaces métriques séparables. On pose E = E; x Ep x - -- et

dn(Xn, Yn)
Vx = (xi)i>1, Y = (Ui)iz1 € E, Z T +T1d TLX‘JT; -
Tl ns 9In

(1) Montrer que (E, d) est séparable.

(2) Montrer qu'une suite (x"),>1 € E converge vers x € E si et seulement si pour tout
k> 1,x} — xi lorsque n — oo.

(3) Montrer que (E, d) est complet si tous les E; le sont.

(4) Montrer que (E, d) est compact si tous les E; le sont.

* % F

Exercice 3.5. [corrigé p. 135] (Un exemple d’espace métrique non séparable) Montrer
que Cy(R), I'espace des fonctions continues bornées de R dans IR, muni de la norme
uniforme n’est pas séparable.

* % %

Exercice 3.6. [corrigé p. 135] (Principe des lois accompagnantes) Sur un méme espace
de probabilité, on considere des variables aléatoires (Yy, x)nk>1 et (Xn)n>1 & valeurs
dans un espace métrique séparable (E, d).

On suppose que pour tout k > 1, la suite (Y, i, n > 1) converge en loi vers une limite
Yx. Enfin, on suppose que pour tout ¢ > 0,

lim limsup P (d(Xn, Ynx) =€) =0.

k=00 noo

125



Théoremes limites et applications Exercices 3. Espaces métriques

(1) On suppose que Yy = Y lorsque k — co. Montrer que X;, = Y.
(2) On suppose de plus que (E, d) est complet. Montrer que (Yy)k>1 converge en loi.
On pourra utiliser avec profit la distance de Lévy—Prokhorov.

* % F

Exercice 3.7. [corrigé p. 136] Soit (E, d) un espace métrique complet et A C E. Montrer
que A est précompact si, et seulement si, A est relativement compact.

EE

Exercice 3.8. [corrigé p. 136] Soit X, X1, Xy, ... des variables aléatoires réelles telles que
Xn = Xet Xy = 0. Montrer que E [X] < liminf,,_, E [Xy].

Exercice 3.9. [corrigé p. 136] Soit (E, d) un espace métrique séparable.

(1) Montrer que I'application F : x — 8y est un homéomorphisme de E sur Eg == {3y :
y € E}, ot ce dernier est vu comme sous-espace de M; (E) muni de la topologie de
la convergence étroite.

Soit pn = Oy, une suite de Eg qui converge étroitement vers p. On suppose par l’absurde
que (xn)n>1 n’admet aucune sous-suite convergente.

(2) Montrer que {xn, n > 1} est un fermé, ainsi que toutes ses parties (finies ou infinies).
Montrer que cela est contradictoire avec la convergence étroite de p,,. En déduire
que Eg est un fermé de M (E).

(3) En déduire que si M (E) est compact, alors E est compact.

* % F

Exercice 3.10. [corrigé p. 137] Soit (E;)i>1 une suite d’espaces polonais. On pose E =
E; x Ey x - -+, muni de la méme distance d que dans I'exercice 3.4 :

v c d( ) B i 1 dn(xnlyn)
X,y €L, XY= Z_nl—f—dn(xnzyn).

n=1

Montrer qu’une famille I' C M;(E) est tendue si et seulement si pour touti > 1,
{mp: n e T}esttendu, o : E — Ej est la projection canonique et 7tj it la mesure image
de u par .

EOE

Exercice 3.11. [corrigé p. 137] Soit (E, d) un espace métrique et A C E. On voit A comme
un espace métrique muni de la distance d.

(1) Montrer que les ouverts de (A, d) sont de la forme AN O avec O ouvert de (E, d).
(2) Montrer que les éléments de B(A) sont de la forme AN B avec B € B(E).
(3) Soit K C A un compact de (A, d). Montrer que K est fermé dans E.
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Exercice 3.12. [corrigé p. 138] Montrer qu’il n’existe pas de distance sur R qui métrise
la convergence presque partout (on pourra montrer 1'existence d’une suite de fonctions
qui ne converge pas presque slirement, mais telle que de toute sous-suite on peut
ré-extraire une sous-sous-suite qui converge presque stirement vers 0).

Exercice 3.13. [corrigé p. 138] Soit (E, d) un espace métrique.

(1) On suppose que E est séparable. Montrer que tout ouvert de E est union dénom-
brable de boules ouvertes.

(2—*) La réciproque est-elle vraie?

Exercice 3.14. [corrigé p. 139] Soit (E, d) un espace métrique séparable et complet. Soit
[: E — [0, 0o] une fonction telle que pour tout ¢ € [0, 00[, {x € E : I(x) < c} est compact.
Soit (IPy)n>1 une suite de Mj(E). On considere les propriétés (A), (B) et (C) suivantes :

(A) Pour tout fermé Fde E, on a

lim sup 1 InP,(F) < —infI(x).

nosoco N xeF

(B) Pour tout compact Kde E, ona

lim sup 1 InP,(K) < —inf I(x).

n—oo n xeK

(C) Pour tout M > 0, il existe un compact Ky de E tel que

lim sup % InP,, (E\Kpm) < —M.

n—o0
(1) Démontrer que (C) et (B) impliquent (A).
(2) Démontrer que (A) implique (C).

Exercice 3.15. [corrigé p. 140] Soit d > 1 un entier. Soient u, v € M; (R¢Y).

(1) Démontrer que la famille 5 des mesures de probabilité de M;(RY x RY) de la
forme P(x y) ot X et Y sont des variables aléatoires définies sur le méme espace de
probabilité avec X ayant loi p et Y ayant loi v est compact dans M, (R4 x RY) muni
de la distance de Lévy-Prokhorov dp (ici on note Py pour la loi d"une variable
aléatoire U).

(2) On suppose que [a [x|i(dx) < oo et [Rra Ix|V(dX) < co. Démontrer que l'infimum
[ =inf{E[IX — Y]] : X a pour loi p et Y a pour loi v}

est atteint.
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Exercice 3.16. [corrigé p. 141] Soit (E, d) un espace métrique séparable. Démontrer qu’il
existe un ensemble dénombrable H de fonctions continues bornées de E dans R tel que
pour tout p € M;(E) et pour toute suite (p,)n>1 d’éléments de My (E), pn converge
étroitement vers p si et seulement si pour tout f € Hon a p, (f) = p(f).

* % F

Exercice 3.17. [corrigé p. 141] Pour x = (x1,%p,...) € RN", on note sup(x) = Sup;-q Xi-
Ce supremum prend ses valeurs dans IR U{+oo}, muni de sa topologie usuelle.

(1) Soit X, X!, X?,... des variables aléatoires a valeurs dans RN (muni de la tribu et de
la distance définies a la section 3.3) telles que X™ = X. Alexandra dit : on a alors
sup(X") = sup(X). A-t-elle raison ? Justifiez votre réponse.

(2) On considere ¢! = {x € RN : > 21 il < oo}, muni de la distance d(x,y) =
> 24 Ixi — yil et de la tribu borélienne associée. Soit X, X1,X2,... des variables
aléatoires a valeurs dans ¢! telles que X™ = X. Béatrice dit : on a alors sup(X") =
sup(X). A-t-elle raison ? Justifiez votre réponse.

* % o

Exercice 3.18. [corrigé p. 142] Soit (E, d) un espace métrique et notons d; p la distance de
Lévy-Prokhorov sur M (E).

(1) Montrer que
dip(p, v) =inf{r > 0: VF fermé de E, u(F) < v(F') + 1}

ouFF ={xeE:d(x,F) <rkL

277

(2) Que se passe-t-il si on remplace “fermé” par “ouvert”? Autrement dit, a-t-on

dip(y,v) = inf{r > 0:VO ouvertde E, u(O) < v(O") +1}?

* % %

Exercice 3.19. [corrigé p. 142] Soit u une mesure de probabilité tendue sur un espace
métrique (E, d). Montrer qu’il existe un borélien A C E avec (A, d) séparable et p(A) =
1.

EE

Exercice 3.20. [corrigé p. 143] Considérons une suite (E,, dn)n>1 d’espaces métriques
munis de leurs tribus boréliennes. Pour tout n > 1, soit u, une mesure de probabilité
sur Ep, et (Xn(k))k>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans E,, de loi pn.
On suppose que, pour tout n > 1, 'application (x,y) — dn(x,y) est mesurable pour la
tribu produit B(E,,) ® B(E,) (c’est notamment le cas si E,, est séparable)

On note Meo(R) = RN>N" = {(a;;);551 : aij € Rpouri,j > 1} I'ensemble des
matrices réelles “infinies”, muni de la distance

’al) i,j’ 1
d ((aij)ij=1, (bi;) Z . T % 2
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et de sa tribu borélienne associée.
Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la suite ((dn(Xn(1), Xn(j))ifi>1)n>1 est tendue dans My (R);
(ii) la suite (dn(Xn(1),Xn(2))),>1 est tendue dans R;

(iii) pour tout n > 1, il existe x, € En tel que la suite (dn(xn, Xn(1))),,5; est tendue
dans R.

* % F

Exercice 3.21. [corrigé p. 144] Soit (E, d) un espace métrique et (i) une suite de mesures
de probabilité sur E. On suppose que pour toute fonction continue bornée f: E — R la
suite ([ fdun)n>1 converge.

(1) On suppose que E est compact. Montrer que (1n)n>1 converge étroitement.
(2) (*) On suppose que E est polonais. Montrer que (in)n>1 converge étroitement.
* %k %

Exercice 3.22. [corrigé p. 145] Soit E un espace vectoriel normé séparable, n > 2 un
entier et (X;)1<i<n des variables i.i.d.

(1) On suppose que la v.a. X; est tendue. Montrer que la v.a. Xq + - - - + X;, est tendue.
(2) Laréciproque est-elle vraie ? Justifiez votre réponse.

* % *

Exercice 3.23. [corrigé p. 146] Soit (E, d) un espace métrique polonais. On munit I’en-
semble M (E) des mesures de probabilité sur E de la distance de Lévy-Prokhorov dy p.
Soit (My)n>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans M (E).

(1) Soit M une variable aléatoire a valeurs dans M (E). Montrer que les propriétés
suivantes sont équivalentes :
(@) dpp(Mpn, M) — 0 en probabilité.
(b) pour toute fonction continue bornée f : E -+ Rona [ fdM, — [fdM en
probabilité.
(c) pour toute extraction ¢ il existe une extraction \ telle que presque stirement
M goyp(n) converge vers M dans (M (E), drp).

On pourra utiliser le fait suivant (conséquence de la construction du lemme 3.30,
en prenant les rayons 1/N) : il existe un ensemble dénombrable 7 C Cy(E, R) tel
que, pour tout u € My (E) et tout ¢ > 0, il existe f1,...,fx € Fet d > 0 tels que

{v e My(E): ”fidv—indu‘ < dpourtoutl <i< K} C B(w, ¢),

ou B(u, ¢) désigne la boule ouverte dans M (E) centrée en p et de rayon ¢ pour

drp.
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(2) Soit p € My (E) une mesure de probabilité (déterministe). Conditionnellement a
M,,, soient ﬂ}L et ﬂ% deux variables aléatoires indépendantes de loi M,, (c’est-
a-dire que E [f (TI}L)IMTJ = [ fdM, pour toute fonction mesurable positive
f). On suppose que (TT},TT12) converge en loi lorsque n — oo vers (I}, T12), ot
T et T2 sont deux variables aléatoires indépendantes de loi . Démontrer que
drp(Mn, 1) — 0 en probabilité.

* % F

Exercice 3.24. [corrigé p. 147] Soit (E, d) un espace métrique séparable et Xy, Y,, des
variables aléatoires a valeurs dans E. On suppose que X;, converge presque slirement et
que Ve >0, P (d(Xn, Yn) =€) = 0.

(1) Montrer que Y;, converge en probabilité.

(2) Est-il vrai que Yy, converge presque stirement ? Justifiez votre réponse (sila réponse
est oui, donnez une preuve; si la réponse est non, donnez un contre-exemple avec
I'espace E de votre choix).

Probléme 3.25. [corrigé p. 147]

(1) Démontrer qu'il existe un ensemble dénombrable D de fonctions lipschitziennes
a support compact de R dans R tel que pour toute suite (L, )n>1 d’éléments de
Mi(R) et p € My (R), un converge étroitement vers p si et seulement si pour tout
feDona up(f) — u(f).

(2) Démontrer que toute fonction f : R — R lipschitzienne a support compact peut
s’écrire comme la différence de deux fonctions lipschitziennes croissantes bornées.

Indication. Choisir a < b tels que supp(f) Cla,b[ et, si f est L-lipschitzienne,
considérer la rampe tronquée H(x) = Lmin(max(x — a,0),b —a).

(3) Soit Z une variable aléatoire réelle a densité. Soit (Z;);>1 des variables aléatoires
réelles i.i.d. de méme loi que Z et P, le polynome P, (X) = [[L,(X—Z;) €
R[X]. On note (Y]')1<i<n—1 les racines de P;,. Démontrer que presque stirement,
ﬁ Z?;ll Syn converge étroitement lorsque n tend vers l'infini.

(4) Soit € ={ay,...,ax} C C un ensemble fini. Soit (Z;);>; des variables aléatoires
complexes i.i.d. a valeurs dans €. Soit Py, le polyndome Pn(X) = [[[L;(X—Z;) €
C[X]. On note (Y")1<i<n—1 les racines complexes de P/,. Démontrer que presque

1

stirement, — Z{‘:_ll dyn converge étroitement lorsque n tend vers I'infini.

* % *

Probléme 3.26. [corrigé p. 148] On considere U = U° ((IN*)", ol (N*)0 = {2} par
convention. Un élément u € U est ainsi une suite finie d’entiers strictement positifs,
appelé aussi mot. Siu € (IN*)™, on note |u| = n sa longueur. On définit 0U = (IN*)N*
et on pose U = U UQU. Pour u € U etv € U, on note uv la concaténation de u et de v

(en particulier @u = u@ pour tout mot u), et on note u < uv.
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Pour u,v € U avec u # v, on note uAv € U le plus long mot pour lequel il existe
x,y € U tels que u = (uAVv)xetv = (LAVv)y. On pose enfin u A u = u.

(1) On définit pour u,v € U :

0 siu=v,
d(w,v) =

e W™ ginon.
Montrer que d est une distance sur U qui vérifie d(i, w) < max(d(u,v), d(v, w))

pour tous u,v,w € U et qui rend cet espace polonais.
(2) Montrer que dans U les boules ouvertes sont fermées.

(3) Pour u € U, on note T(u) = {uv : v € U}. Soit (i )n>1 une suite de mesures de
probabilité sur U muni de sa tribu borélienne. Montrer que (pn)n>1 converge
étroitement vers une mesure de probabilité pw sur U si et seulement si pour tout
uel,

in({uw) = ufu)) et pn(T(w) — w(T(u)).

Probleme 3.27. [corrigé p. 149] Soit (E, d) un espace métrique séparable. On munit
M;(E) de la distance de Lévy-Prokhorov dy p.

On pourra utiliser le fait suivant (conséquence du lemme 3.30) : pour tout n € M; (E)
et tout ¢ > 0, il existe fy,...,fx € Cy(E,R) et & > 0 tels que

{v e My(E): ”ﬁdv—Jﬁdu‘ < dpourtoutl <i< K} C B(w, ¢),

ot B(y, ¢) désigne la boule ouverte dans M; (E) centrée en p et de rayon € pour dpp.
Soit p € My (E) une mesure de probabilité (déterministe) fixée, et (Mn),>1 une suite
de variables aléatoires a valeurs dans M; (E).

Premiére partie.
(1) Démontrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) pour tout f € C,(E,R), [ fdMy, — [ fdp dans L.

(b) M, converge en loi vers p (vue comme variable aléatoire a valeurs dans
Mi(E));

(c) My, converge en probabilité vers u (vue comme variable aléatoire a valeurs
dans M;j(E));

(d) pour tout f € Cy(E,R), [ fdM,;, converge en probabilité vers [ fdu;

(e) lorsque E = R, en notant @, (t) = [ ™ My (dx) et ®(t) = [e™* pu(dx), ona
@, (t) — O(t) en probabilité pour tout t € R.

(2) On suppose dans cette question que E = R et que 1 est caractérisée par ses
moments.
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(a) On suppose que pour tout k > 1, [ x*dM,, converge en probabilité vers
[ x*du. Montrer que M, converge en loi vers .

(b) On suppose que pour tout k > 1, E [[ x*dM,,| converge vers [ x*du et que
Var( [ x*dM,) — 0. Montrer que M, converge en loi vers L.

Deuxiéme partie. On suppose dans la suite que les variables aléatoires (M, ) >1 sont
définies sur un méme espace de probabilité (Q, F, IP).

(3) Démontrer que les quatre assertions suivantes sont équivalentes :
(a) pour presque tout w € 3, M, converge étroitement vers p;
(b) pour presque tout w € Q, pour tout f € C,(E,R), [ fdMy — [ fdy;
(c) pour tout f € C,(E,R), pour presque tout w € Q, [ fdM,, — [ fdu;
(d) lorsque E = R, pour tout t € R, on a presque stirement [ e"™*dM,(dx) —
[ et (dx).
(4) On suppose dans cette question que E = R et que u est caractérisée par ses
moments. On suppose que pour tout k > 1, [x*dM,, converge pour presque

tout w € Q vers [x*dp. Montrer que pour presque tout w € Q, M, converge
étroitement vers .

(5) Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi p. Que dire du comporte-
ment, lorsque n — oo, de M, = % Z{gzl ox,. ?

* % F

Probléme 3.28. [corrigé p. 152] Soit (E, d) un espace métrique compact muni de sa tribu
borélienne. On note M; (E) I'ensemble des mesures de probabilité sur E. Pour pn € M (E)

et ¢ > 0 on pose
Li(e) = inf u(B(x,¢)),

x€E

ot B(x,€) ={y € E: d(x,y) < ¢} désigne la boule fermée de rayon ¢ centrée en x.

Premiére partie.
(1) Calculer limpg_,o I (M).
(2) Montrer que I, est cadlag.
(3) Montrer que si pour tout x € E on a u({x}) =0, alors lim, o I,,(e) = 0.

(4) Camille dit : « La réciproque de 'énoncé de la question (3) est aussi vraie. ». A-t-il
raison ? Justifiez votre réponse.

Deuxiéme partie. Soit ([n)n>1 une suite de M; (E) et u € My (E).

(5) On suppose que p, converge étroitement vers p. Montrer que pour tout e > Oona

limsup I, (e) < I,(e).
n—oo
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On dit qu'une mesure de probabilité sur E est de support plein si la masse qu’elle donne
a tout ouvert non vide est strictement positive.
(6) On suppose que pn converge étroitement vers . Montrer que les trois assertions
suivantes sont équivalentes :
(a) westdesupport plein;
(b) I.(e) > 0 pour tout € > 0;

(c) liminfn o I, (¢) > 0 pour tout € > 0.

Troisieme partie. On suppose dans la suite que (M, )>1 est une suite de variables
aléatoires a valeurs dans (M;(E), dip) et que M est une variable aléatoire a valeurs dans
(M1 (E), drp).
(7) On suppose que M,, converge en loi vers M. Démontrer que les deux assertions
suivantes sont équivalentes :
(a) M est presque stirement de support plein;
(b) pour tous ¢, ¢’ > 0 il existe 5, N > 0 tels que

m>=N, P(Iy, (e) <8) <e.

(8) Dominique dit : « M;, converge en loi vers M si et seulement si sur tout intervalle
compact de R*, Iy, converge en loi vers Iy pour la topologie de Skorokhod. »
A-t-elle raison ? Justifiez votre réponse.

3.2 Corrigés

Corrigé de I’exercice 3.1. [énoncé p. 125] Tout d’abord, la suite (x) est bornée. En effet,
sinon, il existe une extraction ¢ telle que x4 )| — oo. Par portemanteau, pour tout
A > 0,onaalors 0 = liminf, Oxp(n) (1—A,AD) > u(l—A, Al etdoncu(] —A,A[) =0
pour tout A > 0, absurde.

Vérifions que (xn) a une seule valeur d’adhérence. Si x,,) — %, alors par porteman-
teau pour tout € > 0,1 = limsup,,_, 6X¢(n) (x—e,x+e€l) < ullx—e,x+€]). Ceci étant
vrai pour tout € > 0, on en déduit que p({x}) = 1. Puisqu’il ne peut pas y avoir x # y tels
que n({x}) = u({y}) =1, ceci montre que 1 = d ou1 x est I'unique valeur d’adhérence de

(Xn)n>l-

Corrigé de 1’exercice 3.2. [énoncé p. 125]
Supposons que X, — x en probabilité. Soient f € Cy,(E) et ¢ > 0. Par continuité
de f en x, il existe 6 > 0 tel que d(y, x) < & implique [f(y) — f(x)| < €. Alors

B [F(Xn)] — £(x)] < & + 2[[fllooP (d(Xe,x) > ).

En faisant n — oo, puis ¢ | 0, on obtient [E [f(X,)] — f(x), donc X;, = x. La distance a
un point fixé étant continue, donc mesurable, cet argument est valable sur tout espace
métrique.
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Pour ¢ > 0, en notant B(x, ) la boule ouverte centrée en x de rayon ¢, de sorte
que son complémentaire est fermé, par porte-manteau :

limsupP (X, € B(x,¢)) <P (x & B(x,¢)) =0.

n—oo

Donc pour tout ¢ > 0, P (d(Xy,x) > ¢) — 0, donc X, — x en probabilité.

* % F

Corrigé de I'exercice 3.3. [énoncé p. 125] Par hypothese, (X,,y) = (X,y). Munissons le
produit de la distance

d((x1,%2), (y1,Y2)) = de(x1,Y1) + dr(x2,y2).

Par hypothese,
d((Xn,y), Xn, Yn)) = dr(Yn,y) — 0 en probabilité.

I s’ensuit que (Xy, Yn) = (X,y) d’apres un résultat du cours.

L

Corrigé de l’exercice 3.4. [énoncé p. 125] Tout d’abord, on vérifie sans difficultés que d
est une distance et que pour tous N > 1,x,y € E,

i i dn(xn/yn) < 1
~ 21+ dn(Xn,yn)  2N-1°

(1) Soit D; un ensemble dénombrable dense de E; et a; € E; un élément fixé de E;.
On note D 'ensemble des suites qui s’écrivent sous la forme (x, ..., xk, Ak41,.-.)
avec K > 1 un entier, x| € Dq,...,xg € Dg. Soite > 0ety = (y1,y2,...) € E.On
choisit N tel que 1/2N-1 < ¢ et un élément x = (x1,..., XN, ANl --.) € D tel que
di(xi,yi) < ¢/N pour tout 1 <i < N.On a alors d(x, y) 2¢.

(2) [= JPour touti>1,ona

l di(xi, yi) < d(xy).
2T+ di(xi, Y1)

Ainsi d(x",x) — 0 implique d;(x[',x;) — 0 pour chaque i > 1.

Supposons que x;t — X pour tout k > 1 lorsque n — oco. On choisit N tel

que 1/2N-1

1 <1< N. Alors d(x™,x) < 2¢ pour n > ny.

< e et un entier ng tel que n > ng implique d;(x{*, x;) < ¢/N pour tout

(3) Soit (x")n>1 une suite de Cauchy de (E, d). Alors pour touti > 1, (x*)n>1 est
une suite de Cauchy dans (E;, di), donc converge vers un élément noté x;. On en
déduit que x™ — (x1, X, ...) d’apres la question précédente.

(4) Soit (x")n>1 une suite de (E, d). Pour i > 1, chaque suite (x'),>1 étant a valeurs

dans E;, elle admet une valeur d’adhérence. Par procédé dlagonal il existe une
d(n)

()

extraction ¢ telle que (x n>1 converge pour tout i > 1 vers une valeur notée

xi. D’apres la question (2), on en déduit que x*™ — (x1,%a, .. .).
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Corrigé de I’exercice 3.5. [énoncé p. 125] Considérons le sous-ensemble K de Cp(IR)
constitué des fonctions affines sur chaque intervalle [m, m + 1], m € Z, et qui valent
0 ou 1 sur Z. Chaque suite de {0, 1}2 définit exactement une telle fonction, donc K
est non dénombrable. Si f, g € K sont distinctes, leurs valeurs different en un entier
et ||f — gllooc = 1. Les boules ouvertes (B(f,1/2))¢cx sont donc deux a deux disjointes.
Toute partie dénombrable de Cy,(IR) manque 1'une de ces boules : cet espace n’est pas
séparable.

Corrigé de 1’exercice 3.6. [énoncé p. 125]

(1) Onva appliquer porte-manteau. Soit F fermé, ¢ > 0. Notons Fe = {x € E: d(x,F) <
e}, qui est fermé. Alors
P(Xn €F) <P (Ynx € Fe) + P (d(Xn, Ynx) = €).
Puisque Y;, i = Yy, par porte-manteau,
limsupP (Xn € F) <P (Yx € Fe) +limsup P (d(Xn, Ynk) = €).
n—oo n—oo
Or Yy = Y, donc en passant a la lim sup quand k — oo, par porte-manteau :
limsupP (Xn € F) <P (Y eF,).
n—o0
En faisant ¢ | 0, on conclut que
limsupP (X, € F) <P (YeF),
n—oo
et donc X;, = Y par porte-manteau.
(2) Puisque (E, d) est séparable complet, (M;(E), dp) est séparable complet. Il suffit
donc de montrer que (Yy)y>1 est de Cauchy dans (M (E), drp). A cet effet, on écrit

drp (Yp/ Yq) < dLP(Yp/ Yn,p) + dLP(Yn,p/ Yn,q) +drp (Yn,q/ Yq)/

de sorte que
dip(Yp, Yq) < limsup dip(Ynp, Ynq)-

n—oo
Ensuite, on écrit

drp(Ynp, Yn,q) < dep(Ynp, Xn) + dep(Yn,q, Xn).
Or pour tout borélien A,
P (Xn € A) <P (Yny € A%) +P (d(Xn, Yni) > ¢).
En choisissant K tel que

k>2K = limsupP (d(Xn, Yni) =€) <¢/2,
n—oo
on en déduit que pour k > K, limsup,_,  dip(Xyn, Ynix) < e. Ainsi, pour tout
p.q =K,
limsup dip(Ynp, Yn,q) < 2¢,

n—oo
ce qui conclut.
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Corrigé de 1’exercice 3.7. [énoncé p. 126]
Si A est compact, pour tout £ > 0 il peut étre recouvert par un nombre fini de
boules de rayon ¢, et c’est a fortiori le cas pour A.

Tout d’abord, remarquons que A est également précompact (si A est inclus
dans une union de boules rayon ¢, A est inclus dans une union de boules de rayon 2¢).
Par caractérisation séquentielle de la compacité dans un espace métrique, il suffit de
montrer que toute suite (x,)n>1 de A a une valeur d’adhérence. Par précompacité, on
peut construire par récurrence des extractions 1,1y, ... et des éléments z1, zy, . .. tels
que pour toutn > 1,

Xy(n) € B(z, 5)/---/X¢10~~1])k(n) € B(zy, €/2k),...

et B(zii1, /251 € B(zy, /25 1). Par procédé diagonal, on pose ¢p(n) = Ppjo---o
Pn(n) et on vérifie que la suite (x¢(n))n>1 est de Cauchy, donc convergente car E est
complet.

* % %

Corrigé de I’exercice 3.8. [énoncé p. 126] D’apres le théoréme de représentation de Sko-
rokhod, quitte a changer d’espace de probabilité, on peut supposer que la convergence
Xn — X alieu presque stirement. En particulier, X > 0 presque slirement et le résultat
désiré découle du lemme de Fatou.

Corrigé de 1’exercice 3.9. [énoncé p. 126]

(1) Il estclair que sixn, — x, alors f(xn) — f(x) pour toute fonction f : E — IR continue
bornée, donc F est continue. Par ailleurs, F est clairement injective : si 6x = & avec
X # Yy, onaalors 1 = 8x({x}) = dy({x}) = 0. Enfin, si 8y, — 8, en considérant
les fonctions fx(u) = max(1 — Kd(x,u),0) et en remarquant que 5,(fx) = 0 si
d(z,x) > 1/K, on voit que x, — x. Ceci conclut.

(2) Toute partie de {x, : n > 1} est fermée : un point de son adhérence qui ne
lui appartiendrait pas fournirait une sous-suite convergente de (x,). De plus,
chaque valeur est prise un nombre fini de fois, sans quoi il existerait une sous-
suite constante. On peut donc extraire une suite (x4(y)) de valeurs deux a deux
distinctes. Les ensembles fermés

Fo ={xp@n) :n =1}, Fi ={xp@n-1):n =1}

sont disjoints. Par porte-manteau, pourj = 0,1, 1 = limsup,, 6« o) (F;) < wu(F), ce
qui est impossible.

Pour montrer que Eg est un fermé de M (E), considérons une suite p,, = d,, une
suite de Ey qui converge étroitement vers p. D’apreés ce qui précede, il existe une
extraction telle que (Xy(n))n>1 converge vers une limite notée x. Alors dx, | = dx
et donc p = 0. Ainsi, Ej est fermé.
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(3) Soit (xn)n>1 une suite de E. Alors (dx,, )n>1 est une suite de Ey, compact (car fermé
dans M; (E) compact). Il existe donc une extraction ¢ telle que (8« ¢(n)) converge
étroitement, et d’apres ce qui précéde il existe x € E tel que x4n) — x, d’ou le
résultat.

EE

Corrigé de I’exercice 3.10. [énoncé p. 126]
< |Supposons que pour touti > 1, {mp : u € I'} est tendu. Soit € > 0 et pour tout
i > 1 choisissons un compact K; C E; tel que pour tout p € T on ait mp(°K;) < ¢ /21 On

pose alors
K=]]xi=)m"(K)
i=1 i=1

Par procédé diagonal on vérifie que K est un compact de E. Par ailleurs, pour tout . € I’

K) <D (Wl M (K)) = ) (1—mp(Ky)) <e.
i=1 i=1

Soit ¢ > 0 et K un compact de E tel que n(K) > 1 — ¢ pour tout p € T. Par
continuité des projections canoniques, les K; = 71;(K) sont compacts. Par ailleurs, pour
i>1letperl, puisque K C ni_l(Ki), on a

mp(Ky) 2> pw(K) > 1—e.

* % F

Corrigé de 1’exercice 3.11. [énoncé p. 126]

(1) L'inclusion I: (A, d) — (E, d) étant continue, 'image réciproque de tout ouvert
est un ouvert, donc les élements de la forme A N O avec O ouvert de (E, d) sont
des ouverts de (A, d).

Réciproquement, soit U un ouvert de (A, d). Pour tout x € U, il existe alors
Tx > 0 tel que BA(x, 1) C U. Alors

U= [JBalx,m).
xel

Or Ba(x,7my) = Be(x, ) NA. Donc

U= UBEer JNA) (UBEer>ﬁA,

xel xel

d’ot1 le résultat en prenant O = UyxcyBe(x, 1), ouvert dans E.
(2) LinclusionI: (A, d) — (E, d) étant continue donc mesurable, on en déduit que les
éléments de la forme A N B avec B € B(E) sont des éléments de B(A).

Réciproquement, les éléments de la forme A N B avec B € B(E) contiennent
les ouverts de A (d’apres la question précédente) et forment une tribu, donc
contiennent les éléments de B(A).
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(3) Soit (xn)n>1 une suite d’éléments de K qui converge vers x € E. Par compacité
dans K, il existe une extraction ¢ ety € K tels que x4r) — y. Ainsiy = x € K,
donc K est fermé.

* ok o

Corrigé de l’exercice 3.12. [énoncé p. 127] Pour n > 1, écrivons n = 2N + k avec
0<k< 2N, et posons
fn(x) = ]l[szN,(k_H)sz](X).

A chaque niveau N, chaque point de [0, 1] appartient & au moins un intervalle du ba-
layage et, pour N > 2, n’appartient pas a tous. La suite (f,(x)) prend donc indéfiniment
les valeurs 0 et 1 : elle ne converge en aucun point. En revanche, Leb({f,, = 1}) = 27N
0. De toute sous-suite, on peut ainsi extraire (fn;) telle que Z] Leb({fn; = 1}) < oo.
Par Borel-Cantelli, fn; — 0 presque partout. Le crltere de convergence par sous-suites
dans un espace métrique exclut donc toute distance métrisant la convergence presque
partout. Ce raisonnement reste valable sur le quotient des fonctions mesurables modulo
I'égalité presque partout.

* % F

Corrigé de 1’exercice 3.13. [énoncé p. 127]

(1) Soit (xi)i>1 une suite dénombrable dense de E. Si U est un ouvert, on écrit

u-= U B(xi,1/m).
i,m>1:B(x{,1/m)cU

En effet, 'inclusion D est claire. Pour l'inclusion C, soit x € U et ¢ > 0 tel que
B(x,€) C U. Choisissons un entier m > 2/¢, puis x; tel que d(x,xi) < 1/(2m).
Alors x € B(xi,1/m) et, pour z € B(x;,1/m), d(z,x) < 3/(2m) < ¢, donc
B(xi, 1/m) C U.

(2) Oui! Supposons que tout ouvert de E est union dénombrable de boules ouvertes.
On raisonne par 'absurde en supposant que (E, d) est non séparable.
Vérifions d’abord que qu’il existe r > 0 et un sous-ensemble E; C E non dénom-
brable tel que pour tous x # y dans E; on a d(x,y) > r. Pour chaque r = 1/n,
considérons un sous-ensemble maximal (pour 1'inclusion) de E ayant cette pro-
priété (qui existe d’apres le lemme de Zorn). Sils sont tous dénombrables, alors
clairement E est séparable.
Considérons maintenant 1'ensemble E, C E; des points x € E; pour lesquels il
existe un point y, € E tel que 0 < d(x,yx) < 1/10.

Cas 1. E; est non dénombrable. On pose alors

u= U (x,d(x,yx)),

x€E,y

qui est une union disjointe. Considérons une boule ouverte B(z,a) C U.
Puisque z € U, il existe x € E tel que d(z,x) < d(x,yx). Mais

a < d(z,yx) < d(z,x) +dx,yx) <2d(x,yx) <7/5
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Cas 2.

car yx ¢ U et a fortiori yx & B(z, a). Par conséquent B(z, a) est inclus dans
une unique boule B(x, d(x,yx)), et il faut donc un nombre non dénombrable
de boules ouvertes pour couvrir U, absurde.

Es = E1\E; est non dénombrable. Chaque point de Ej est isolé dans E, donc
toute partie de Ej est ouverte dans E. Pour x € E3, posons

R(x) =sup{a > 0: B(x, a) N E3 est dénombrable}.

Alors 0 < R(x) < oo et B(x, R(x)) N E3 est dénombrable. Pour toute partie
dénombrable S C Ej3 et tout x € E3\S, on peut choisir des points distincts
z; € E3\(SU{x}) tels que R(x) < d(x,z;) < R(x)+1/j : chaque boule de
rayon strictement supérieur a R(x) est non dénombrable, tandis que la boule
de rayon R(x) est dénombrable. Appelons étoile centrée en x un ensemble
{x}U{z; : j > 1} ainsi construit. Par Zorn, il existe une famille maximale
d’étoiles deux a deux disjointes. Elle est non dénombrable : sinon leur réunion
serait dénombrable et la construction précédente permettrait d’ajouter une
étoile disjointe. Soit U 'ensemble de leurs centres. Si U = Ui>1 B(xi, 11), les
centres x; appartiennent a U. Pour au moins un i, r; > R(x;), sinon chaque
boule, étant incluse dans U C Ej, serait dénombrable. Mais cette boule
contient alors des points Zj de 1’étoile centrée en x;, alors que cette étoile
rencontre U seulement en x;. Contradiction.

* % F

Corrigé de 1’exercice 3.14. [énoncé p. 127]

(1) Supposons (B) et (C). Soit F fermé et a = infycr I(x). Si a = 0, la majoration

demandée découle de P, (F) < 1. Sinon, fixons 0 < ¢ < a et un compact K. donné

par (C). Comme F N K est compact, (B) implique

1
lim sup T—Lln]Pn(Fﬂ K¢) < —a < —c.

n

De plus, limsup, n ! InP, (E\K.) < —c. La majoration

Pr(F) < Pr(FNKe) 4+ Pr(E\Ke)

donne donc limsup, n1InP,,(F) < —c. Faire tendre c vers a si a < oo, ou vers

+o00 si a = 400, conclut.

(2) Soit (xi)i>1 une suite dense dans E et fixons M > 0. Pour k, £ > 1, posons

¢

Owe = | Blxi, 1/K).
i1

Fixons M’ > M. Par compacité de {I < kM'}, il existe ji tel que {I < kM'} C Oy;,.
Par (A),

1
lim sup - InP,(E\Oy;, ) < —kM'.

n
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—nkM

Il existe donc ny tel que P, (E\Oy 5, ) < e pour n > ny. Puisque Oy, T E

lorsque £ — oo, on peut agrandir jx en {x pour obtenir
Pr(E\Oxy, ) < e M pour toutn > 1.

Posons Ky = [y>1 Ok, - Cet ensemble est fermé et précompact, car pour chaque
k il est inclus dans une union finie de boules fermées de rayon 1/k. Il est donc
compact dans E complet. Enfin,

—nM
E\KM Z e = —1 — e—nM’
k>1
d’ot limsup, n “1InP,(E\Km) < —M. Pour le niveau M = 0, le compact obtenu

au niveau 1 convient.

Remarque. La propriété (C) s’appelle tension exponentielle. Cet exercice est inspiré

des Lemma 2.5 et Lemma 2.6 dans James Lynch. Jayaram Sethuraman. "Large Deviations
for Processes with Independent Increments." Ann. Probab. 15 (2) 610 - 627, April, 1987.
https://doi.org/10.1214/a0p/1176992161 et constitue a présent une brique de base

de la théorie des grandes déviations.

EOE

Corrigé de 1’exercice 3.15. [énoncé p. 127]

(1)

()

Soit (IP(x,, v,,))n>1 une suite d’éléments de F. On montre que cette suite admet une
sous-suite qui converge étroitement vers un élément de J. Montrons d’abord que
cette suite est tendue.

Soit € > 0. Soient K; et K, deux compacts de R4 tels que (K1) > 1—ceetv(Kp) >
1—e¢. Alors pour toutn > 1:

P ((Xn,Yn) € K; xKy) > 1—2¢.

Ainsi, d’apres le théoreme de Prokhorov, il existe une sous-suite ¢ et une variable

aléatoire (U, V) telle que (Xqym), Yo(mn))

vérifier que U et X ont la méme loi, ainsi que V et Y. Pour cela, la continuité

converge en loi vers (U, V). Il suffit de

de (x,y) — x et (x,y) — y implique que X,,) converge en loi vers U et Y,
converge en loi vers V. Puisque X, ;) a la méme loi que X et Y,() a la méme loi
que Y, le résultat s’ensuit.

Soit P(x, v, ) une suite d’éléments de J telle que

E[[Xn—Ynll =1
D’apres la question (1), il existe une sous-suite ¢ et un élément P x y) de J tels que
(Xom), Yom)) converge en loi vers (X, Y). Quitte a renuméroter cette sous-suite,
supposons que (Xp, Yn) converge en loi vers (X, Y). Montrons que

E[X-Y]=1
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Pour tout R > 0, la fonction (x,y) — [x — y| /A R étant continue bornée,
E[Xyh—Yn ARl — E[X—-Y|AR].
n—oo
Puisque E [[Xn — Yn| AR] < E [ Xy, — Yal], on en déduit que
E[X—-Y ARl <L

En faisant R — oo on obtient [E [[X —Y|] < I. On a clairement I < E [[X — Y]] par
définition de I, d’ot1 le résultat.
Remarque. La famille J est appelée ensemble des couplages de X et Y, et le couplage
de la question (2) est appelé couplage (ou transport) optimal pour le cotit L. Cet exercice
est inspiré de la Section 5.4.3 de ce document.

* % %

Corrigé de l’exercice 3.16. [énoncé p. 128] Soit (x;)i>1 une suite dense dans E. Pour
K,N>1leta#1C{l,...,K}, posons

N (x) = max <1 —Nd <x, B, 1/N)> ,0) ,
i€l
et posons fN = 0. La famille H de ces fonctions est dénombrable et incluse dans
Cp(E). La convergence étroite entraine la convergence des intégrales de ses éléments.
Réciproquement, supposons i, (f) — u(f) pour tout f € H. Fixons ¢ > 0, choisissons un
entier N > 3/¢, puis K tel que

K
m <U B(xi,l/N)> >1—1/N.
i=1

Les fonctions f]f’N sont exactement celles construites dans le lemme 3.30, avecnn = 1/N.
Pour n assez grand, les 2X différences Iun(flf’N) — u(flf’N )| sont toutes inférieures a 1/N.

Le lemme donne donc
dip(pn, 1) <3/N <e.

Ainsi dpp(pun, 1) — 0, donc ppn Chroite, u

L

Corrigé de 1’exercice 3.17. [énoncé p. 128]

(1) Non. Prenons X" = e, déterministe, ot (en)x = I—n). Chaque coordonnée de
en tend vers 0, donc e, — 0 dans RN, et a fortiori X™ = 0. Pourtant sup(X™) =1
pour tout n, alors que sup(0) = 0.

(2) Oui! On vérifie que la fonction
sup @ ! — R
(Xi)iz1 > supiz1 X

est continue (c’est un argument déterministe), et le résultat s’ensuit par stabilité
de la convergence en loi par composition par une fonction continue.
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Corrigé de 1’exercice 3.18. [énoncé p. 128]
(1) Notons
dr(w, v) =inf{r > 0:VFfermé de E, u(F) < v(F') + 1}

Tout d’abord, on a d;p(u, v) > de(w, v). En effet, si on choisit r > dip(n,v), ona
alors
w(A) < v(AT) +7

pour tout borélien A et a fortiori pour tout A fermé, ce qui implique que dr(p, v) <
. Ainsi dip(, v) = d(y, v).

Choisissons maintenant r > dg(y, v), de sorte que
n(F) < v(F)+r
pour tout fermé F. Pour un borélien A, on a alors
w(A) < u(A) < V(A +r=v(AT) +7

car A = A" (en effet, I'inclusion A" C A est claire, et pour 'autre inclusion, si
x €A, on trouvey € A tel que d(x,y) <1, puisz € Atelque d(y,z) < r—d(x,y),
de sorte que d(x, z) < r). Cela entraine que dip(p, v) < 1, ce qui conclut.

(2) Oui! Comme a la question précédente, on a dip(1, v) > do(u, v). Pour l'autre
inégalité, soit r > do(p, v) de sorte que

n(0) < v(0") +r

pour tout ouvert O. Soit A un borélien; nous allons vérifier que p(A) < v(A™M) +
T 41 pour toutn > 0, ce qui impliquera que dip(u, v) < v+ 1 et concluera. Pour
cela, on écrit

w(A) < p(A") < V(AN +1 < V(ATT) + 14,

* 0% *

Corrigé de ’exercice 3.19. [énoncé p. 128] Par tension, pour tout n > 1, il existe un
compact K;, C E tel que u(K,) > 1—1/n. Posons

o0
A= U Kn.
n=1

Alors pour tout n > 1, u(A) > 1—1/n, de sorte qu’en faisant n — oo on obtient
i(A) = 1. Par ailleurs, A est séparable, étant union dénombrable d’ensembles séparables
(puisque compacts).
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Corrigé de 1’exercice 3.20. [énoncé p. 128]

(i) = (i1) |Ceci découle que I'application

Mo(R) — R
(aijlij>1 = a2

est continue.

(ii) = (i)|Soit ¢ > 0. Pour i,j > 1, soit C;; > 0 tel que pour toutn > 1ona

€
P (dn(Xn(l)zXn(z)) = Ci,j) < ﬁ
On vérifie (en utilisant le procédé d’extraction diagonal) que

K= {(ai,j)i,j>1 - MOO(IR) : |Cli,j| < Ci,j pour tous i,j > 1}

est un compact de M (RR), et que

P ((dn(xn(i)/ Xn(j))i,j>1 € K) < P (dn(Xn(i)/ Xn())) > Ci,j)

£

,..
NN
Il

—_

N
:Mg

P (dn(Xn (1), Xn(2)) > Ci5)

-

g
Il
—_

£

S 2i+j

™

1j=1

(e2)

(iit) = (i1)|Soit xn € Eq tel que la suite (dn(xn, Xn(1))), >, est tendue dans R.
Fixons ¢ > 0 et C > 0 tel que P (dn(xn, Xn(1)) > C/2) < ¢/2. Alors par inégalité
triangulaire
P (dn(Xn(1),Xn(2)) > C) < P (dnlxn, Xn(1)) > C/2) + P (dn(xn, Xn(2)) > C/2)

= 2P (dn(xn, Xn(1)) > C/2)

< €

(il) = (iii) | Pour tout ¢ > 0, soit C, > 0 tel que P (dn(Xn(1), Xn(2)) > C¢) < ¢
pour toutn > 1

Puisque d’apres le théoréme de Fubini

P (dn(Xn(1), Xn(2)) > C) :J tn (dx)P (dn(x, Xn(1)) > C),

il existe x5, € Ey, tel que IP (dn (x5, Xn(1)) > C¢) < € pour toutn > 1.
Vérifions que xn = x]li/ 4 convient. Pour ¢ < 1/2, I'événement

{dn (i, Xn(1)) < Cy/a) N{dn (x5, Xn (1)) < Ce)

est non vide car de probabilité au moins 1 — ¢ —1/4. On en déduit que dn(x}/ 4, x5) <
Cg + C1/4. AiI‘lSi,

P (dnla®, Xn (1) > 2C + Cra) < P (dnlx, Xn(1) > C) <,

ce qui conclut.
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Corrigé de 1’exercice 3.21. [énoncé p. 129]

1)

(2)

Pour f continue bornée, notons {(f) la limite de ( [ fdjiy )n>1. Puisque E est compact,
(Mn)n>1 est tendue. Soit P extraction et p mesure de probabilité sur E tels que
Hym) = W En particulier, {(f) = [ fdp.

Véritions que pu, = u. D’apres le théoreme de Prokhorov, il suffit de vérifier
que si wyn) = Valors v = u. Par hypothese ) (f) — £(f), et donc [fdv =
¢(f) = [ fdp. On conclut que v = p.

Posons {(f) = limy, pun (f) pour f € C,(E). Nous allons montrer que (pn) est tendue.
La conclusion suivra ensuite exactement comme en (1), par Prokhorov et unicité
de la limite.

Supposons par 1’absurde que (1) ne soit pas tendue. Il existe alors v > 0 etn > 0
tels que, pour toute partie finie F C E, il existe n vérifiant

n (E\ U B(x,r)) > 1.

xeF

En effet, si cette propriété était fausse, pour tout ¢ > 0 et chaque k > 1, on pourrait
choisir une réunion finie de boules de rayon 2% dont la masse est au moins
1 — e27* pour toutes les p,. L'intersection des unions correspondantes de boules
fermées serait fermée et précompacte, donc compacte puisque E est complet, et
de masse au moins 1 — ¢ pour toutes les . De plus, le témoin n peut étre choisi
arbitrairement grand : les mesures en nombre fini correspondant aux indices
initiaux sont tendues, et peuvent étre absorbées en ajoutant un nombre fini de
boules a la réunion.

Posons ny = 0 et construisons par récurrence une extraction (n]- ), des compacts
Kj, H; et des fonctions h; : E — [0, 1]. Supposons les objets d'indices strictement
inférieurs a j construits. Choisissons une réunion finie A; de boules ouvertes de
rayon 1 dont les centres forment un r/4-réseau de Ky U --- U Kj—1; pour j =1,
posons A1 = &. Choisissons ensuite nj > n;_; assez grand pour que

iy (A >1, Yy () — 8| < /8.

i<j

C’est possible par la propriété précédente et par convergence des intégrales des
fonctions h; déja construites. Prenons un compact K;j tel que py, (ch) < 1n/8, et
posons
4
H]' :K]'\Aj, hj(x): (1—;d(X,H])>
+

Alors H; est compact et Hn; (hj) > 7n/8. Par construction, H; est a distance au
moins 3r/4 des Kj, i < j. Les ensembles {h; > 0} sont donc deux a deux a distance
au moins r/4, et, pour j > 1i,{h; > 0} NK; = @.
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Les fonctions h; sont positives et leurs ensembles de positivité sont disjoints. Ainsi
Z] 21 hj < 1pour tout m, puis } ;-4 £(hy) < 1 par positivité de {. Choisissons J tel

queZPl (hj) <n/8 et posons
f=> h.

J2]
j pair

Comme les ensembles de positivité sont disjoints, cette somme est aussi le supre-

mum des fonctions considérées. Elle est donc 4/r-lipschitzienne et comprise entre
0 et 1. Pourj > ] pair, un,(f) > 7n/8. Pour j > ] impair, on a au contraire

PLn] Z PLn] )+ Hn; (KC)
J<i<)
i pair
< Q)+ 3 g () — €(ho)l + b, (K§) < 3n/8.
iz] i<j

La suite (pn(f)) ne converge donc pas, contradiction. La famille (pn) est tendue,
ce qui conclut la preuve.

Ce résultat est dt a Alexandrov. Voir Ramamoorthi, R.V., Rao, B.V. & Sethuraman,
J., A note on weak convergence, Sankhya A 74, 269-276 (2012), https://doi.org/10.
1007/s13171-012-0016-6.

* % *

Corrigé de 1’exercice 3.22. [énoncé p. 129]

(1)

(2)

Soit € > 0 et K compact de E tel que P (X; € K) > 1 — ¢/n. Soit

o E™ — E
(X1,.-e,Xn) = X1+ Xn

7

continue. Alors en notant K, = ®(K x K x --- x K), compact comme image conti-
nue d'un compact on a

n n
P(X;+Xn €Kn) SPEAI<i<n: Xi ¢K) <) P (X €K) < Z%:
i i=1

de sorte que P (X1 + - -- Xy, € Ky) > 1 —¢, d’ot1 le résultat.

La réponse est oui. Pour cela, il suffit de démontrer que si X et Y sont deux
variables aléatoires indépendantes telles que X + Y est tendue, alors X et Y sont
tendues. Le résultat voulu découle alors par récurrence.

A cet effet, soit ¢ > 0 et K compact tel que IP (X +Y € K) > 1 — ¢. Notons Px et Py
les lois respectives de X et Y de sorte que par Fubini

1—e< JE . ILK(X—FQ)]P)((CIX)IP\((dy) = JE lpy(K —X)]P)((dx).

I s’ensuit qu’il existe x € E tel que Py(K —x) > 1 — €. Puisque K — x est compact
comme image d’un compact par 'application z — z — x, ceci montre que Y est
tendue, et par symétrie X I'est également. Ceci conclut.
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Corrigé de 1’exercice 3.23. [énoncé p. 129]

(1)

(2)

L’équivalence entre (a) et (c) provient du fait général que X,, — X en probabilité
si et seulement si de toute sous-suite on peut extraire une sous-sous-suite qui
converge p.s. vers X.
Montrons que (c) implique (b). Soit f : E — IR continue bornée. Il suffit de montrer
que pour tout extraction ¢ il existe une extraction 1 telle que [ fdMgoymn) —
| fdM presque stirement. Soit ¢ extraction. Par (c), soit { extraction telle que
presque stirement Mg.(n) converge vers M dans (M;(E),drp). L'espace mé-
trique E étant polonais, la convergence au sens de dip implique la convergence
étroite, et donc presque stirement M.(n) converge étroitement vers M et donc
J fdM o) — J FTdM presque stirement.
Montrons finalement (b) implique (a). Soit ¢ extraction. On montre qu’il existe
une extraction  telle que presque stirement dip(M oy m), M) — 0. Tout d’abord,
pour toute fonction f € F, ona [ fdMy,) — | fdM en probabilité, de sorte qu'il
existe une extraction \ telle que [ fdMgoy(n) — [ fdM presque stirement. Comme
J est dénombrable, par extraction diagonale, il existe une extraction 1 telle que
presque stirement, Vf € ?/deMcbow(n) — deM. 4)

n—oo

Vérifions que presque stirement dpp(Mgoyn), M) — 0. Soit ¢ > 0. D’apres le
rappel, il existe f1,...,fx € Fet d > 0 tels que

{‘V e My(E): ”fidv—J'fidM‘ <dpourtoutl <i< K} C B(M, ¢).

@ Attention. Les fonctions fy, . .., fx, ainsi que K et §, peuvent dépendre de la réali-
sation de M. On raisonne trajectoire par trajectoire sur 'événement de probabilité
1 de (4); aucune sélection mesurable n’est nécessaire.

Par (4), presque stirement, pour n assez grand on a

UfidMCDOU)(Tl) — JﬂdM' <&

pour tout 1 < i < K. Il s’ensuit que presque stirement, pour n assez grand on a
dLp(Mgopm), M) < g, et le résultat s’ensuit.

Soit f € Cp(E,R) et posons m = [ fdu ainsi que My (f) = [¢ f dM,. L'indépen-
dance conditionnelle des deux échantillons donne directement

E |[(Mn(f) = m)2] = B [ (f(IT}) = m)(f(T3) = m)] ©)

La fonction (x,y) — (f(x) —m)(f(y) — m) est continue bornée. Par convergence
en loi du couple, le membre de droite converge donc vers

E [(fml) —m)(£(1?) —m)] —E [fml)—m} E [f(ﬂ2) —m] —0,

car les variables limites sont indépendantes et de loi p. Ainsi My (f) — u(f) dans
12, donc en probabilité. La question (1) donne dip(My, u) — 0 en probabilité.
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Remarque. La premiere question est inspirée de la Proposition 2.2 de cet article et la

deuxieme question provient du Lemma 3.1 dans cet article.

EE

Corrigé de 1’exercice 3.24. [énoncé p. 130]

(1)

()

Notons X la limite presque stire de X;,. On écrit pour ¢ > 0:
P (d(Yn,X) > 2¢) <P (d(Yn, Xn) = €) +P (d(Xn, X) = €).

Le premier terme de la somme converge vers 0 par hypothese, et le second tend
vers 0 également car la convergence presque stire entraine la convergence en
probabilité.

Non : en prenant X,, = X il suffit de prendre un cas ot une convergence en
probabilité a lieu sans convergence presque stire. On peut par exemple prendre
E=R, X, =X =0, (Yn)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telles
que P (Yo =1)=1/netP(Y,=0)=1—-1/n.

* ok o

Corrigé du probléeme 3.25. [énoncé p. 130]

(1)

()

(3)

On peut utiliser des polyndmes a coefficients rationnels multipliés par des fonc-
tions plateaux régularisées, dans 'esprit des familles de fonctions test de la sec-
tion 1.2.

Soit L une constante de Lipschitz de f, et choisissons a < b tels que supp(f) Cla, b[.
Posons
c(x) = max(a, min(x, b)), H(x) = L(c(x) — a),
H+f H—f
F=—1— G=—7—.
27 2

Puisque f(x) = f(c(x)), pour tous x <y,

[fly) = f(x)] < Lle(y) —c(x)) = H(y) — H(x).

Ainsi F et G sont croissantes. Elles sont bornées et L-lipschitziennes, puisque H et
flesont, et f =F—G.

Puisque Z est a densité, les racines de P, sont presque stirement différentes.
D’apres le théoreme de Rolle, les racines de P} sont réelles et situées entre les
zéros de P,. Notons ainsi Z' < Z3 < --- < Z} les racines de P, et quitte a
renuméroter les Y{* on peut supposer que

I <Y< Zy<---<Yh <Zp.

D’apres les questions (1) et (2), il suffit de traiter chaque fonction croissante
lipschitzienne bornée f intervenant dans les décompositions des éléments de
I’ensemble dénombrable D. Par entrelacement,

Y f(Zi) —F(Z3) _

1 -1
n—1 n—1

ny o 2kt F(Z) — F(Z7)
Y ) < " .

n
k=1
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(4)

Les deux bornes convergent presque stirement vers E [f(Z)] par la loi forte des
grands nombres et la bornitude de f. L'intersection des événements de probabilité
un pour cette famille dénombrable conclut que les mesures empiriques des racines
de P/ convergent presque stirement vers la loi de Z.

Posons NI* = Z)TL:1 Liz,=a) Jn ={i:NI'> 0} et K, = [Jn|. Le polyndme

Pu(X) = [ J(X=a)¢
i€]n
a une dérivée qui posséde, en chaque a;, i € J,, une racine de multiplicité N* —1,
ainsi que Kn —1 autres racines, comptées avec multiplicité, notées Wi. Pour
f: C — R continue bornée,
n—1 Kn—1

LY )= [ S NF-Df(an + Y fW)
j=1 i€ln j=1

Par conséquent, pour n > 2,

3

~1
o fY) —

n—1~+4
j

1 & 2K||f
n = n—1

I
—_

Par la loi forte des grands nombres, presque stirement, simultanément pour
1 <1< K NP/n — P (Z; = ai). Sur cet événement, la mesure empirique des Z;
converge étroitement vers la loi de Z1, et 'estimation précédente montre la méme
convergence pour la mesure empirique des racines de PJ,.

* ok ok

Corrigé du probléme 3.26. [énoncé p. 130]

(1)

()

La séparation et la symétrie de d sont claires. Pour 1'inégalité triangulaire, on
remarque que pour u,v,w € U ona d(u,w) < max(d(u,v), d(v,w)). En effet, si
d(w,w) > d(u,v),alorsu Aw < u/\v,desorteque vAw=uAwetduw) =
d(v,w).

Pour la séparabilité, U est dense dans U.Eneffet,siu € dU et [ul, € U désigne
les k premiers entiers de u, on a clairement d([u], u) — 0 quand k — oo.

Pour tout u € U et k > 1, notons [uly son préfixe de longueur k si u a au moins
k lettres, et u lui-méme sinon. Soit (u,) une suite de Cauchy. La troncature est
1-lipschitzienne; deux mots distincts de longueur au plus k sont a distance au
moins e ¥. Ainsi, pour chaque k, [u,li est constant a partir d'un certain rang,
de valeur v(k). Ces valeurs sont compatibles : [v({)]x = v(k) pour k < {. Elles
définissent un unique mot fini ou infini v dont elles sont les troncatures, et u, — v.
L’espace est donc complet, et, étant séparable, polonais.
Soitu € U et r > 0. Vérifions que B(u, 1) ={v e U : d(u,v) < 1} est fermé. Pour
cela, soitv € U\B(u, ) de sorte que d(u,v) > 1, et vérifions que B(v, ) N B(u, 1) =
@. En effet, par 'absurde, siw € B(v,r) N B(u,r),ona d(w,v) <retd(w,u) <r,
et alors d(u,v) < max(d(uw,w),d(w,v)) < r, absurde.
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(3) On vérifie tout d’abord que les ensembles de la forme {u} et T(u) pour u € U sont
a la fois ouverts et fermés. Ceci provient de la question précédente, en remarquant
que pour u € (IN*)™, ona{u} = B(u, e ™ etT(u) =B(u, e ™1/2),

L'implication provient alors immédiatement du théoreme de porte-manteau.

Pour la réciproque, par séparabilité, tout ouvert peut s’écrire comme union
dénombrable de boules ouvertes. On remarque que les boules ouvertes de U sont
précisément de la forme {u} et T(u) pour u € U, et que deux boules ouvertes sont
soit disjointes, soit incluses 1'une dans I'autre. Par suite, tout ouvert O de U peut
s’écrire comme union dénombrable disjointe d’ensembles de la forme précédente
(ouverts et fermés). Ainsi, en écrivant O = [ [, Oy, d’apres le lemme de Fatou :

n—oo

=) w0 = thmf tn(Ok) < lglrggfl; n(Ok) = liminf 11, (O),

ce qui conclut.

EE

Corrigé du probleme 3.27. [énoncé p. 131]
(1) L'équivalence entre (b) et (c) provient du fait que la convergence en loi et la
convergence en probabilité vers une constante sont équivalentes.

Montrons que (c) implique (d). Soit f € €, (E, R). Pour montrer que [ fdMy
converge en probabilité vers [ fdp on va montrer que pour toute extraction ¢,
il existe une extraction 1 telle que [ fdMcy,n) converge presque stirement vers
| fdp. Soit donc ¢ extraction. Comme M,, converge en probabilité vers , il existe
une extraction \ telle que presque stirement M ,.y,(n) converge (pour dpp) vers
. Alors presque strement M y.,(r) cOnverge étroitement vers p, donc presque
stirement | fdM oy (n) converge vers [ fdp.

Alternativement, pour montrer que (c) implique (d) on peut remarquer que
pour f € Cy(E,R), l'application v — [ fdv est continue, et que la convergence en
probabilité est stable par composition par une fonction continue.

Montrons que (d) implique (c). Soit € > 0. Il s’agit de montrer que
P (dep(Mn, 1) =€) — 0,

c’est-a-dire que P (M, & B(p, ¢)) — 0. D’apres le fait donné en début d’exercice,
il existe fy,...,fx € Cy(E,R) et 6 > 0 tels que

{v e My(E): ‘indv—Jf du‘ < dpourtoutl <1i< K} C B(y, ¢).
Alors
P (M, # Bl 0) < 3P (| Mo~ [ | > )
qui tend vers 0 par hypothese.
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Le fait que (a) implique (d) provient immédiatement de I'inégalité de Markov.

Le fait que (d) implique (a) provient du fait que la suite (| fdMn)n>1 est unifor-
mément intégrable (car bornée par ||f||oo).

L'implication (c)=>(e) découle de la continuité de v — [ e'** v(dx), en considé-
rant séparément les parties réelle et imaginaire.

Montrons (e)=-(c). Comme expliqué dans la remarque suivante, on peut tra-
vailler sur un espace de probabilité commun. Pour tout t, la convergence en
probabilité et la borne |®@;,(t) — ®(t)| < 2 entrainent E [|®(t) — @(t)]] — 0. Par
Fubini et convergence dominée,

E U e @, (t) — CD(t)Idt] — 0.
R

Les intégrandes sont conjointement mesurables, car elles sont mesurables en w et
continues en t. De toute sous-suite, on peut donc extraire (nj) telle que

it — 0.
;E Ume @, (1) CD(t)Idt] <

Par Tonelli, presque strement, O (t) — ®(t) pour Lebesgue-presque tout
t. L'exercice 1.11(1) donne alors My, ctroite, i presque slrement, donc

de(l\/lnj , ) — 0 presque stirement. Le critére par sous-suites entraine (c).

En particulier, pour tout compact K C R, sup, i [Pn(t) — ©(t)| converge en
probabilité vers zéro : on applique l'exercice 1.6(2) le long des sous-sous-suites
presque stirement convergentes.

Remarque. Stricto sensu, il faut faire attention car les variables aléatoires (Mn )n>1
ne sont pas forcément définies sur le méme espace de probabilité, de sorte qu'on
ne peut pas parler de convergence p.s. (ce point m’a été signalé par Dimitri
Faure). Cependant, sans perte de généralité, on peut supposer que les variables
aléatoires (M )n>1 sont définies sur le méme espace de probabilité, par exemple
en considérant une suite (M, ),,>1 de variables aléatoires indépendantes définies
sur le méme espace de probabilité telles que pour tout n > 1 les lois de M, et
M/, sont les mémes (on utilise I’existence de mesures produit), et en travaillant
avec M/, a la place de M,, (les propriétés considérées ne dépendent que des lois
individuelles).

(2) (a) Démontrons que M,, converge en probabilité vers u en montrant que pour
toute extraction ¢ il existe une extraction 1 telle que presque stirement
Mgoyp(n) cOnverge vers p (i.e. presque stirement dpp(Mgoym), 1) — 0). Soit
donc ¢ extraction. Par procédé diagonal, il existe une extraction 1 telle que
p.s. pour tout k > 1, [ x*dM gy () converge vers [ x*dp. D’apres un exercice
de la feuille d’exercices, p.s. M oy, (n) cOnverge étroitement vers p, donc p.s.
drp(Mgoy(n), ) — 0.

150



Théoremes limites et applications Exercices 3. Espaces métriques

Alternativement, sans redéfinir les variables aléatoires sur le méme espace de
probabilité, il est possible de vérifier que (M) est tendue et pour l'identifica-
tion de la limite utiliser le principe des lois accompagnantes en considérant
la fonctionnelle v +— fmax(min(xk, K),—K)dv avec K — oo.

(b) D’apres l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, pour ¢ > 0 on a

(oo foun)
<P ( Jxden —E U xden] > s)
+ P ( E kadMn} —Jxkdu‘ > e)

Var( [ x*dMy,)
€2 + 1|1EU xkdMup ][ xkdp|>e

<

qui tend vers 0 par hypothese, et on peut appliquer la question (a).
(3) L'équivalence entre (a) et (b) est simplement la définition de la convergence étroite.
Le fait que (b) implique (c) est clair.
Pour montrer que (c) implique (b), fixons ¢ > 0 et montrons que p.s., pour n

assez grand dip(My, 1) < €. D’apres le fait donné en début d’exercice, il existe
f1,...,fk € Cy(E,R) et & > 0 tels que

{v e My(E): ”fidv—indp‘ < dpourtoutl <i< K} C B(w, ¢).
Par hypothese, p.s. pour n assez grand
) indMn—indu‘ <dpourtoutl <i<K

Ainsi, p.s. pour n assez grand dyp(Mp, 1) < e.

Le fait que (b) implique (d) est clair : sur I'événement de probabilité 1 ot1 pour
tout f € Cp(E,R), [fdMy, — [fdpona [e™dMy(dx) — [e™u(dx) pour tout
te R

Pour montrer que (d) implique (b), I'idée est d’utiliser le théoreme de Fubini
pour l'interversion. Notons

A = {(w,t) eQxR: Je“XdMn(w)(dx) AN Jeﬁm(dx)}
ainsi que ses sections
Av={teR:(w,t) € A}, Al={weQ:(w,t)e AL

Par hypothese, pour tout t € R on a P(A') = 0. Appliquons alors le théoreme de
Fubini, en notant A la mesure de Lebesgue :

0= LRIP(At)A(dt) = JQ 1AdP ® dA = J A(Ay)dP.

xR Q
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4)

(5)

On en déduit que A(Ay) = 0 pour presque tout w € Q. Ainsi, p.s. pour A presque
toutt € Rona [e™dMn(w)(dx) — [e™u(dx). On conclut avec la question
(1) de I'exercice 1.11 (théoreme de Lévy sous convergence presque partout en
fréquence).

C’est une application directe de 1’exercice de la feuille d’exercices précédemment
mentionné.

D’apres la loi forte des grands nombres, pour tout f € C,(E, R), pour presque tout
weQ,
1 n
deMn == f(X) = E[f(X1)] = deu.
G
D’apres la question (3), on en déduit que p.s. M, converge étroitement vers p (a

fortiori My, converge en probabilité et en loi vers ).

* % %

Corrigé du probleme 3.28. [énoncé p. 132]

(1)

()

)

Par compacité, E est borné. Il existe donc M > 0 tel que pour tout x € Eon a

B(x, M) = E. Ainsi limp_,o0 [ (M) = 1.

Il est clair que I, est croissante, ce qui implique I’existence des limites a gauche.
Pour démontrer la continuité a droite, raisonnons par I’absurde en supposant que
I, n’est pas continue a droite en ¢y > 0. Alors par croissance

Iu(eg) < limIy(e).

eleg

On peut donc trouver xg € E et & > 0 tels que pour toutn > 1,
1(B(xo, €0)) + 8 < Iu(eg +1/m).
En particulier, pour toutn > 1ona
w(B(xo, €0)) +8 < p(B(xo, €0 +1/n)).

Comme p(B(xg, g +1/n)) — n(B(xo, €0)) lorsque n — oo, on obtient une contra-
diction.

Pour tout x € E et toutr > 0,
inf pn({y}) < Iu(r) < u(B(x, 7).
yeck
En faisant r | 0, puis en prenant I'infimum sur x, on obtient

lriigllp(f) = inf p({x).

La limite est donc nulle si p est sans atome. Elle est méme toujours nulle lorsque E
est infini : sinon une infinité de points distincts auraient tous une masse minorée
par la méme constante strictement positive.
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(4)

)

(6)

)

Camille se trompe : par exemple, si E = [0, 1] et si A désigne la mesure de Lebesgue,
=15, + %7\ vérifie limg o I,(e) = 0 mais u({0}) > 0.

Fixons ¢ > 0. Pour tout x € E, le théoreme de porte-manteau appliqué au fermé

B(x, ¢) donne

limsup I, (¢) < limsup pun(B(x,¢)) < n(B(x, €)).

n—oo n—oo

En prenant I'infimum sur x, on obtient limsup, I, (&) < I,(¢).

Supposons (a). Si I(&) = 0, choisissons x; tel que u(ﬁ(xj, e)) — 0. Par compacité,
quitte a extraire, x; — x. Pour j assez grand,

B(x,¢e/2) C E(xj, €).

Ainsi p(B(x, e/2)) = 0, contrairement au support plein. Donc (a) implique (b).
Supposons (b) et fixons ¢ > 0. Choisissons xj, ..., xk tels que E = U]le B(xi, €/2).
Par porte-manteau,

lim inf pun (B(xi, e/2)) > u(B(xi, e/2)) > W(B(xi, e/4)) = Iu(e/4) > 0.
Pour tout x € E, un indice i vérifie d(x, x;) < €/2, donc B(xi, £/2) C B(x, ). Ainsi

> i :
Iy, (e) > min un(B(xi,€/2)),

et sa limite inférieure est strictement positive. Cela prouve (c).

Enfin, supposons (c). Soit O un ouvert non vide et choisissons x € E, v > 0 tels
que B(x,1) C O. D’apres (5),

n(O) = Iu(r) = limsup I, (r) > liminf I, (r) > 0.
n n

Donc (c) implique (a), ce qui conclut.

Puisque E est séparable, (M;(E), dip) 'est également. On peut donc utiliser le
théoréme de représentation de Skorokhod et supposer que la convergence de M,,
vers M a lieu presque stirement dans (M (E), drp).

Supposons (a) et fixons ¢, ¢’ > 0. D’apres (6), sur la représentation presque stre-
ment convergente,

liminfIp, (e) >0 presque stirement.
n

Les événements {Iy, (¢) > 1/j pour toutn > N}, en faisant croitre j et N, re-
couvrent donc un événement de probabilité un. Il existe ainsi j, N tels que cet
événement ait probabilité strictement supérieure a 1 — ¢’. Avec 6 = 1/j, on obtient
P (In,, (e) < 8) < ¢/ pour tout n > N.
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Réciproquement, supposons (b). Fixons k > 1 et ¢/ > 0, puis choisissons 5, N
comme dans (b) pour ¢ = 1/k. D’apres (5), I'application v — I,(1/k) est semi-
continue supérieurement, donc {v : I, (1/k) < 8} est ouvert. Par porte-manteau,

P (Ipm(1/%) < 8) < lirr}linf]P (Im, (1/K) < 8) < &’

Ainsi P (Ip(1/k) =0) < ¢’. Comme ¢’ > 0 est arbitraire, cette probabilité vaut
zéro. Presque stirement, Ip1(1/k) > 0 pour tout k > 1; par monotonie et (6), M est
de support plein.

(8) Non, les deux implications sont fausses. Donnons des contre exemples dans le cas
déterministe. Si E = [0, 1], pon = 8¢ et pony1 = 81, la suite (I, Jn>1 est constante
mais (Hn)n>1 Ne converge pas en loi.

Si E =10,2], prenons, pourn > 2,

1 1 1
Hn = 550 + 551/2 + §61/2+1/n-

Alors )

0 si0<e<3/2—1/n,
1/3 si3/2—1/n<e<3/2,
2/3 si3/2<e<?2,

\1 si2 < e.

Ipn(a) =

Ces valeurs minimales sont réalisées par la boule de centre 2; pour les rayons des
trois dernieres lignes, toute boule contient au moins respectivement le dernier
atome, les deux derniers atomes, puis tous les atomes. Or w,, converge étroitement
vers L = %60 + %61 /2, pour laquelle

0 si0<e<3/2,
Ii(e)=1¢2/3 si3/2<e<?2,
1 si2 < e.
Sur le compact [1,7/4], 1., prend la valeur 1/3 pour tout n assez grand, tandis

que I, ne prend que 0 et 2/3. Pour tout changement de temps croissant bijectif A,
de ce compact, ||I,,, o An — Ii||cc = 1/3. La convergence J; est donc impossible.

Remarque. Ce probléme est inspiré de ’article suivant :

Benedikt Stufler, Mass and radius of balls in Gromov-Hausdorff-Prokhorov
convergent sequences, preprint disponible sur arxiv, arxiv :2201.12251
https://arxiv.org/abs/2201.12251

Ce probléme montre comment vérifier quune mesure limite est de support plein a
partir d’estimées sur les mesures qui ’approchent. En revanche, la condition I, (r) — 0
lorsque r | 0 ne caractérise pas I'absence d’atomes, comme l'illustre la question (4).
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4 L’espace des fonctions continues sur un compact

Cours associé : chapitre 4, p. 35.

4.1 Enoncés

Exercice 4.1. [corrigé p. 161] Pour tout n > 0, on se donne deux processus X", Y™ dans
I'espace €([0, 1], R), définis sur un méme espace de probabilités (qui peut éventuelle-
ment dépendre de n). On suppose que X™ — X et Y* — Y en loi.

(1) Alix dit : la suite ((X™, Y™))n>0 est une suite tendue dans C([0, 1],R)2. A-t-elle
raison?

(2) On voit maintenant le couple (X™, Y™*) comme un unique processus
t— (XE, YD), t € [0,1]

dans ([0, 1], R?). Billie dit : la suite (X, Y™)n>o est tendue dans C([0, 1], R?2). A-t-il
raison?

(3) On voit maintenant le couple (X™, Y™) comme une fonction (X, Y{*)s 1[0 1) de
C([0, 112, R?). Camille dit : la suite (X™, Y™) >0 est tendue dans C([0, 112, R?). A-t-
elle raison?

* % *

Exercice 4.2. [corrigé p. 161] Soit (X™)n>1 une suite de processus dans C([0, 1], R¥). On
suppose que X" = X dans €([0, 1], R¥). Soit f : R* — R une fonction continue. On pose

1 1
Yn :J f(XT)ds, Y = J f(Xs)ds.
0 0

Montrer que (X", Yn) = (X,Y).

EOE

Exercice 4.3. [corrigé p. 162] Soient X™, X des processus croissants, continus de [0, 1] dans
R. Montrer que X™ = X si et seulement si X" converge vers X au sens des marginales
fini-dimensionnelles.

Exercice 4.4. [corrigé p. 162]

(1) Pour a > 0,'application f — tq(f) = inf{t > 0: f(t) > a} définiesur C = C(R4,R)
a valeurs dans R | U{oo} est-elle continue ? Sinon a-t-elle des points de continuité,
et si oui, lesquels?

(2) Soit (X™,n > 0) une suite de processus dans €. On suppose que X" converge en
loi vers X pour la topologie uniforme sur les compacts. On suppose également
que Xj = 0 pour tout n > 1. On note, pour a > 0,

Tn - ta(Xn)/ T(l = ta(X)-

a
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Discuter la convergence (ou non) de T} vers T,. Discuter le cas particulier ot X est
le mouvement brownien standard (cette derniere question se traite mieux avec la
notion de propriété de Markov forte pour le mouvement brownien, voir le cours
de calcul stochastique).

L

Exercice 4.5. [corrigé p. 164] Montrer que {f € R : f est continue} n’est pas un élément
de la tribu produit B(R)®01.

Indication. On pourra considérer une variable aléatoire U uniforme sur [0, 1] et consi-
dérer la fonction X(t) = 1y pour 0 <t < 1.

* % F

Exercice 4.6. [corrigé p. 164] On considére un espace de probabilités (Q, F,IP) muni
d’une filtration, c’est-a-dire d"une famille (¢, t > 0) de tribus telle que Fs C J; pour tout
s < t. On rappelle qu'une martingale est une famille de variables aléatoires (X, t > 0)
telle que X; € L! pour tout t > 0 et telle que pour tout s < t on a E [X¢|F] = X;.

Soit (X™, . > 0) une suite de processus de € = C([0, 1], R), intégrables et adaptés par
rapport a des filtrations (I}'), c’est-a-dire que X{* est mesurable par rapport a I pour
tout t € [0, 1]. On suppose que X" est une F™*-martingale, et que X™ converge en loi vers
X dans C. On suppose également que pour tout t € [0,1], (X{')n>1 est uniformément
intégrable.

Montrer que (X, 0 < t < 1) est une (J;)-martingale ott F; = 0(X;,0 < s < t).

* % F

Exercice 4.7. [corrigé p. 164] On note C 1’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans
R. Soit (X (t) : 0 < t < 1)y>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans €. On note
Xn=Xp(t):0<t <.
(1) Démontrer que la suite (Xn)n>1 est tendue dans C si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :
(a) la suite (X, (0))n>1 est tendue dans R;
(b) pour toute suite 6, — 0 et pour toute suite (ny)x>1, ona
w(Xn, ) 0,
k—o0
ou w(f,d) = SUP(s_1/<5,0<s,t<1 If(s) — f(t)| désigne le module de continuité.
(2) Soit (X})n>11<i<cn une suite de variables aléatoires a valeurs dans C telle que pour
tout n > 1, les variables aléatoires (X}, )1<i<n ont la méme loi que X;, (mais on ne
les suppose pas indépendantes). On suppose que :
(I) la suite de variables aléatoires (X ),>1 est tendue dans C;
(IT) la suite de variables aléatoires SUP[0.1] [Xn(t)] est uniformément intégrable.
Démontrer que la suite de variables aléatoires (Yn)n>1 est tendue dans C, o1 Yy,
est définie par

e ==Y Xim), tel,l
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(3) Le résultat de la question (2) reste-t-il vrai si on remplace (II) par (II") défini par
(II') Ia suite de variables aléatoires SUPyc(0,1] X (t)] est bornée dans L1 ?

Justifiez votre réponse.
* ok %

Exercice 4.8. [corrigé p. 166] Soient (Xj)i>1 des variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans
C([0,1]), I'espace des fonctions continues de [0, 1] dans R muni de la norme uniforme.
On suppose qu’il existe C, ¢ > 0 tels que

V0 <s t<1, B |(Xa(s) — Xa(t)?] < Cls — 1",

E
V0<s<1, EX(s)=0 et E [xl(s)z} < 0.

On pose
X +Xo At Xn

(1) Pour 0 < s,t < 1, calculer E [(Zn(s) — Zn(t))?].

(2) Montrer que (Zn)n>1 converge en loi dans C([0, 1]).

Exercice 4.9. [corrigé p. 166] Pour x € IR, on note P la loi d"un mouvement brownien
réel standard partant de x. Soit (xn)n>1 une suite de nombres réels.

(1) Lorsque (xn)n>1 est bornée, montrer que la suite (PPy, )n>1 est tendue dans
¢([0,1], R).

(2) Le résultat reste-t-il vrai si la suite (xn)n>1 n'est plus supposée bornée ? Justifiez
votre réponse.

* % *

Exercice 4.10. [corrigé p. 167] Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans
C([0,1],R), I'ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R muni de la topologie
de la convergence uniforme. On suppose que pour tout ¢ > 0, il existe un couple de
variables aléatoires (X, Y¢) a valeurs dans ([0, 1], R)? tel que X a la méme loi que X,
Y ala méme loi que Yet P (||X; — Ye|lo > €) < €. Montrer que X et Y ont méme loi.

* % F

Probléme 4.11. [corrigé p. 167] Dans cet exercice, on note RI! I’ensemble des fonctions
de [0, 1] dans R muni de la tribu produit B(R)®0V et ¢ = €([0,1], R) I'espace vectoriel
des fonctions continues de [0, 1] & valeurs réelles muni de la norme uniforme et la tribu
borélienne associée. On considere un espace probabilisé (Q, F, IP).

(1) Montrer que la tribu borélienne de C est égale a I’ensemble des A de la forme
A =BnNepour B € B(R)®OI,

SiX,Y:Q — RO sont deux variables aléatoires, on dit que Y est une modification (ou
version) de X si pour tout t € [0,1], ona P(X(t) = Y(t)) =1.
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(2) Soient X,Y : QO — RO deux variables aléatoires.

(a)
(b)

Vérifier que si Y est une modification de X, alors X et Y ont la méme loi.

Billie dit : la réciproque de (a) est vraie. A-t-il raison ? Justifiez votre réponse.

’Dans toute la suite de cet exercice, on fixe une variable aléatoire Y: Q — C. ‘ (Ainsi Yy,

est une fonction continue pour tout w € Q.)

(3) Soit X : QO — RI%U une variable aléatoire. On suppose que X et Y ont la méme loi.

(a)

(b)

4 (a)

(b)

Notons Y* la variable aléatoire Y vue comme fonction a valeurs dans RO,
Démontrer qu’il existe une application mesurable F : ROU — € telle que
Y=FoY™

Indication. On pourra utiliser le lemme de Doob-Dynkin, qui est le résul-
tat suivant. Lorsque f, g sont deux fonctions mesurables définies sur (Q), J)
et a valeurs dans respectivement (S,8) et (T,T),si f: (Q,o(g)) — (S,8) est
mesurable et si (S,8) est un espace polonais muni de sa tribu borélienne,
alors il existe une application mesurable h: (T,T) — (S, 8) telleque f =hog.
Démontrer qu’il existe une variable aléatoire X' : Q — € telle que X’ soit une
modification de X.

Soient (U )n>1 et (Vn)n>1 deux suites de variables aléatoires a valeurs dans
un espace métrique (E, d) complet séparable. On suppose que les deux suites
(Un)n>1 et (Vn)n>1 ont méme loi. Montrer que {(Uy,)n>1 converge} (c’est-a-
dire I'ensemble {w € O : U, (w) converge quand n — oo}) est un événement
(i.e. est mesurable) et que

IP ((Up)n>1 converge) = IP ((Vn)n>1 converge) .

On considere une suite de variables aléatoires (X, )n>1 a valeurs dans RO

telle que X,, converge vers Y au sens des marginales fini-dimensionnelles.
On suppose aussi que pour tout q € [0,1] N Q, la suite (X (q))n>1 converge
presque stirement. Montrer qu’il existe une variable aléatoire X : O — C telle
que pour tout q € [0,1] N Q, la suite (Xn(q))n>1 converge presque stirement
vers X(q).

Probléme 4.12. [corrigé p. 169]

Premiere partie. Soit (E, d) un espace métrique séparable et (xn)n>1 une suite dense.

On note M (E) 'ensemble des mesures de probabilité sur E muni de sa tribu borélienne,

et Lip; (E) 'ensemble des fonctions de E dans R 1-lipschitziennes (c’est-a-dire telles que
If(x) — f(y)| < d(x,y) pour tous x,y € E).
Soit pn, u € My (E). L'objectif de cette partie est de montrer que n, = psiet

seulement si [ fdp, — [ fdu pour toute fonction f de la forme

f(x) = max(co, c1 — d(x,%1),...,cn — d(x,%xn))

avecn > letcy,...,ch € R.
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(1) Justifier I'implication.

(2) Vérifier que pour montrer que u, = p il suffit de vérifier que [ fdun, — [ fdp
pour toute fonction f € Lip, (E) bornée.

(3) Démontrer la réciproque.
Indication. Pour f € Lip,(E) bornée telle que f > ¢y, on pourra vérifier que pour
toutx e Eona
f(x) = sup max(co, f(xn) — d(x, xn)).
n>1
(4) Si E est borné (c’est-a-dire si SUP, ek d(x,y) < oo), montrer que pu, = psiet
seulement si [ fdun — [ fdp pour toute fonction f(x) polynomiale en les variables
d(x,x1),...,d(x,xn) pour tout n > 1.

Deuxieéme partie. Considérons I’ensemble E des fonctions mesurables de [0,1] — R,
considérées a égalité presque partout pres (c’est-a-dire qu’on identifie deux fonctions
égales presque partout) muni de la distance

1
d(f,g) = L min(1, [£(t) — g(t)])dt. 6)

(5) Ennotant A la mesure de Lebesgue, montrer que f, — f dans E si et seulement si,
pour tout ¢ > 0onaA({x € [0,1] : [fn(x) — f(x)| = &}) = 0 quand n — co.

(6) On suppose que f, — f dans E. Montrer qu’on peut trouver une extraction ¢ telle
que Ty ) converge presque partout vers f.

(7) Démontrer que E est polonais.

Troisiéme partie. Considérons I'espace métrique € des fonctions continues de [0,1] —
R muni de la distance d définie par (6).

(8) Vérifier que (C, d) est séparable et borné. Est-il complet? Justifier votre réponse.

Soient (X, )n>1 des variables aléatoires a valeurs dans € et X une variable aléatoire a
valeurs dans C.

(9) Démontrer que si X;, converge en loi vers X, alors pour tout k > 1, si (U;)1<i<k
sont i.i.d. uniformes sur [0, 1] (aussi indépendantes de X;,, X) on a la convergence
enloide (Xn(Uq),..., Xn(Uy)) vers (X(Uy),..., X(U)).

(10) On suppose que les marginales fini-dimensionnelles de X, convergent en loi vers

celles de X. Démontrer que X;, converge en loi vers X.

(11) [Question bonus hors bareme] Démontrer que X,, converge en loi vers X si et
seulement si, pour tout k > 1, en notant V}‘, cery Vl]j le réarrangement croissant de
k variables aléatoires i.i.d. uniformes sur [0, 1] (aussi indépendantes de X, et X)
on a la convergence en loi de (Xn(V}‘), - ,Xn(Vllj)) vers (X(Vf), ceey X(V]]j)).
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Probleme 4.13. [corrigé p. 174] Soient (E;)i>1 des variables aléatoires exponentielles
indépendantes de parametre 1. On pose Sp =0et S; = E; +--- + E; pouri > 1. Pour
t > 0 on pose P(t) = Card{i > 1: S; < t}, de sorte que P est un processus de Poisson de
parametre 1.

Premiére partie.
P(un)

(1) Montrer que pour tout T > 0ona sup — u‘ P50
o<u<T n n—oo
. . P(un) p.s. .o 2
(2) Est-il vrai que sup —u| —  0?]Justifiez votre réponse.
>0 n n—oo

N

Deuxiéme partie. Soit (Yn)n>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans
C(R4,R), muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. On
suppose qu’il existe une variable aléatoire Y € C(RR;,R) telle que pour tout T > 0,
(Yn(t) : 0 < t < T) converge en loi vers (Y(t) : 0 < t < T) dans €([0, T],R) lorsque
n — oo.

(3) Démontrer que pour tout T > 0 la convergence suivante a lieu en probabilité

Y (M) Ya®)

n

(P)
—

n—oo

sup 0.

0<t<T

Troisiéme partie. Soient T >0, 3 : R — R une fonction lipschitzienne et zy € R.
(4) Justifier que 1’équation différentielle z/(t) = B(z(t)) avec z(0) = zy admet une
unique solution sur [0, T], qui sera notée z dans la suite.

Pour n > 1, on fixe Z,(0) € R et on suppose que (Zn(t))o<t<T Vérifie pour tout

0<t«gT: . 208
Zn(t)=Z,(0)+P (nJO B ( m ) ds) ,

On pose Z,(t) = Z,(t)/n et on suppose que Z,(0) — zg lorsque n — oco.

(5) Montrer que

sup |Zn(t) —z(t)] P50,

Indication. On pourra utiliser le lemme de Gronwall.
Exercice 4.14. [corrigé p.176] Soit K un espace métrique compact et E un espace métrique.
On note C(K, E) 'espace des fonctions continues de K dans E muni de la distance
d(f, g) = sup, . de(f(x), g(x)). Montrer que (BN C(K,E) : B € B(E)®¥} est 1a plus petite
tribu sur C(K, E) qui rend toutes les projections
My: C(K,E) — E
f — f(x)

pour x € K mesurables (autrement dit, la trace de la tribu produit B(E)®* sur C(K, E)
est la tribu produit sur C(K, E)).
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4.2 Corrigés

Corrigé de 1’exercice 4.1. [énoncé p. 155]

(1) Oui! Soit € > 0. D’apres le théoreme de Prokhorov, il existe deux compacts Ky, K
de €([0,1], R) tels que P (X™ € K1) > 1 —¢eetP (Y™ € K) > 1 — € pour tout entier
n > 0. Alors K; x K est un compact de €([0,1],R)?, et P ((X™, Y™) € K1 x Kp) >
1—2¢, ce qui montre que ((X™, Y™)),>0 est une suite tendue dans C([0, 1], R)2.

(2) Oui! Tout d’abord, il est clair que pour tout t € [0,1], (X, Y{*)n>1 est tendue. Pour
controler le module de continuité, munissons IR? de la norme || - ||;. Pour une
fonction f = (f1, f2) € €([0,1],R?),

w(f,8) = sup{lfi(s) — f1(t)]| + [f2(s) — fa(t)| : [s — t| < 8} < w(fy, 8) + w(f2, ).
Ainsi,
P (w((X™,Y"),8) =2 1) <P (w(X™,8) =2n/2) + P (w(Y",8) =n/2),

ce qui implique la tension.

Remarque. Alternativement, on peut utiliser le fait que la fonction

(0,1, R? —  €(0,1,R?
(f.9) = (f(t), g(t)octa
est continue et la stabilité de la tension par composition par une fonction continue.

(3) Oui! Il suffit de vérifier que la fonction

® : ¢([0,1,R)? — C([0, 112, R?)
H

(f, 9) (f(s), g(t))o<s<1,0<t<1

est continue, et le résultat en découlera par stabilité de la tension par composition
par une fonction continue. A cet effet, en munissant R? de la norme || - |1, et
en notant d(F,G) = SUP (5 1)¢[0,1]2 |F(s,t) — G(s, t)|1 pour F,G € €([0,1]?,R?), on
remarque que

d(@(f,9), @(f', 9")) = If = f'lloc + 19 — 9'llcc-

Il en découle que si f, — f et gn — g, alors @ (fy, gn) = O(f, g), d’our le résultat.

Corrigé de l'exercice 4.2. [énoncé p. 155] D’apres le théoreme de représentation de
Skorokhod, on peut supposer que la convergence X™ — X a lieu presque stirement. Par
continuité de 'application

e(0,1],R¥) — R
g — [of(g(s))ds,
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on en déduit que Y, — Y presque stirement. Ainsi, (X", Yn) — (X,Y) presque stirement,
et donc en loi.

Remarque. On peut aussi directement dire que I’application

®: ¢(0,1,R*) — €([0,1], R*) xR
g — (g, [y flg(s))ds)

est continue, et donc que ®(X™) converge en loi vers ®(X).

* ok ok

Corrigé de 1’exercice 4.3. [énoncé p. 155] Cette implication est toujours vraie.

Puisque (X™(0))n>1 converge en loj, il suffit de vérifier que la suite (X™),> est
tendue. Le découpage utilisé dans la preuve du corollaire 4.19, avec 6 = 1/k, donne,
pour toute fonction f € €([0, 1], R),

w(f,1/k) <3 max sup |[f(r+1i/k)—f(i/k)l.
Osisk=l,ep0,1/K

En particulier, si f est croissante, on a

w(f,1/k) <3 max [f((i+1)/k)—f(i/k).

0<igk—1

Par ailleurs, par convergence des marginales fini-dimensionnelles de X™ vers celles de
X,on a

max XM((141)/k) — XAk S max XA+ 1)/k) — X(i/k)].

0<i<k—1 n—oo  0<igk—1

Par continuité de X, on a, pour toutn > 0,

11)( max |X((i+1)/k)—X(i/k)|>n> — 0.

0<igk—1 k—o0

On en déduit que pour tout ¢,11 > 0, on peut trouver k > 1 tel que

limsup P (w(X™,1/k) >n) < e.

n—oo

Corrigé de 1’exercice 4.4. [énoncé p. 155]

(1) Non, elle n’est pas continue. Dans 1'exemple ci-dessous, f;, — f uniformément
sur tous les compacts, mais 3 = tq(fn) /4 tq(f) = 1. En munissant [0, oo] de sa
topologie usuelle, les points de continuité sont exactement les fonctions f telles
que tq(f) = oo, ou f(0) > a, ou encore tq(f) < oo et, pour tout ¢ > 0, il existe
t € [tq(f), ta(f) + €] tel que f(t) > a. Lorsque tq(f) > 0, cette derniere condition
équivaut a 'absence de maximum local en t4(f).
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FIGURE 1 - Discontinuité du premier temps d’atteinte : f,, converge vers f,
mais tq(fn) =3 # to(f) = 1.

(2) Tout d’abord, il est clair que 0 = Tj* converge vers Ty = 0. On suppose donc a > 0.
D’apres la question précédente, si presque stirement, X n’admet pas de maximum
local en Tg lorsque Ty < oo, alors Tg' converge en loi vers T, (utiliser par exemple le
théoréme de représentation de Skorokhod). Lorsque X est le mouvement brownien
standard, on sait que T, < oo presque stirement, et puisque pour tout € > 0,
P (sup 0,e] X > O) =1, d’apres la propriété de Markov forte appliquée au temps
d’arrét Ty, presque stirement X n’admet pas de maximum local en T,. Ainsi, dans
ce cas, T/ converge en loi vers Tj.

Maintenant, si avec probabilité strictement positive T, < oo et X admet un maxi-
mum local en Ty, alors on peut trouver X" tel que T ne converge pas en loi vers
Tq. Puisque a > 0et Xg =0,ona Ty, > 0et

{Tq < 00 et X admet un maximum local en T,}

= U{Ta <k, Xy < apourtoutt € [Ty, Tq +1/kl}
k>1

Choisissons k tel que 'événement A figurant dans cette union ait une probabilité
strictement positive, et posons

in(t,1
n_x,_ mintt ),
n

Alors Xiy = 0 et X™ — X uniformément sur tout compact. Sur A, T} > T, +1/k, et
hors de A, T = Tq. Pour M > 2k, on obtient donc

E[TAM]—=E[T,AM] > P(A)/k > 0.

La fonction u — u/\ M étant continue bornée sur [0, oo], ceci exclut la convergence
en loi de T vers Tj.
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Corrigé de I’exercice 4.5. [énoncé p. 156] On raisonne par l’absurde en supposant que
A = {f € ROV f est continue} € B(R)®01, La variable aléatoire X = (X(t): 0 < t < 1)
a les mémes marginales fini-dimensionnelles que la fonction constante égale a 1. Elle a
donc la méme loi que la fonction constante égale a 1. Ainsi

P(XeA)=P(1€A)=1.

C’est absurde car X n’est pas continu.

* ok o

Corrigé de l"exercice 4.6. [énoncé p. 156] Tout d’abord, on remarque que par uniforme
intégrabilité, pour tout t € [0, 1], X; est intégrable et [E [X;] = [E [Xo].

Fixons 0 < s <t < 1. Pour toutentierm > 1,tous 0 < t; < --- <ty < s et toute
fonction continue bornée h : R™ — IR, la propriété de martingale donne

E [X{h(XY, ..., XP )] =E [XM(XE, ..., X¢ )],

car h(Xg, ..., X{, ) est Fi-mesurable. Par représentation de Skorokhod, on peut sup-
poser X" — X presque stirement dans C. Les deux produits convergent alors presque
sirement vers les produits correspondants pour X. Ils sont uniformément intégrables,
car h est bornée et les suites (X{) et (X{') le sont. Ainsi,

E [Xsh(Xg,, ..., Xt )] = E X¢h(Xy,, .00, Xe )l

Le théoreme de la classe monotone fonctionnelle étend cette identité a toute variable
bornée Js-mesurable, puisque les fonctions cylindriques continues bornées engendrent
Js. En particulier, pour tout A € T,

E [X;1a] =E [X1A].
Comme X est adapté et intégrable, c’est une martingale pour sa filtration naturelle.
Corrigé de 1’exercice 4.7. [énoncé p. 156]
(1) D’apres le cours, la suite (X;)n>1 est tendue dans € si et seulement si la suite

(Xn(0))n>1 est tendue dans R et

Ve >0,vn >0,356 >0, limsup P (w(Xn,8) >n) <. (7)

n—oo

Il s’agit donc de démontrer que (7) est équivalent a (b). Démontrons que les deux
négations sont équivalentes :

— La négation de (7) est : il existe ¢, > 0 tels que pour tout & > 0,

limsup P (w(Xy,8) >n) > e.

n—oo

— La négation de (b) est : il existe une suite 6, — 0 et une suite ny — oo tels
que w(Xy, , ) ne converge pas en probabilité vers 0.
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(2)

(3)

En supposant la négation de (7), il existe ¢,n > 0 et une suite (ny) telle que pour
toutk >1:
]P (w(Xnkzl/k) > T]) > €.

Ainsi en prenant oy = 1/k on a bien que w(Xy,, 8x) ne converge pas en probabilité
vers 0.

En supposant la négation de (b), il existe une suite o, — 0,1, € > 0 et une suite
(n;) tendant vers l'infini (aprés extraction; pour un ensemble fini d’indices, les
modules convergent en probabilité vers zéro) telle que pour tout k > 1

P (w(Xn]/{,ék) > n) > €.

Ainsi, pour tout & > 0, pour tout k assez grand tel que & < §, on a

P (w(Xnﬁ,é) > n) > €
On obtient donc une limite supérieure au moins égale a ¢, donc strictement
supérieure a ¢/2, ce qui démontre la négation de (7).

On utilise le résultat de la question (1). On démontre tout d’abord que (Yn(0))n>1
est tendue en montrant qu’elle est bornée dans L'. Ceci provient du fait que par
linéarité

E[[Yn(0)] <E[X.(0)] <E

sup !Xn(t)!] ,
t€(0,1]

et puisque la suite de variables aléatoires sup,(y 1 [Xn(t)| est uniformément inté-
grable elle est bornée dans L.

Pour la tension, soit une suite &y — 0 et une suite (ny)>;. Vérifions que w(Yy, , dx)
converge en probabilité vers 0. Tout d’abord, puisque la suite (X, )n>1 est tendue
dans €, w(Xy,, dx) converge en probabilité vers 0. D’apres I’hypothese (II), cette
suite est également uniformément intégrable et donc E [w (X, , k)] — 0. Ainsi :

1 &
w(Ynk; 6k) < n_k Z (,U(X%k, 6k)/
i=1

de sorte que
E[w(Yn,, )] < E[w(Xn,, )] — 0.

k—o00
I s’ensuit que w(Yy, , dx) converge dans L! vers 0 et donc en probabilité.
Non. Prenons par exemple une suite (B )n>1 de variables aléatoires de Bernoulli
de parametres respectifs 1/n et prenons (X}, )1<i<n i.i.d. de méme loi que X;, défini
par
/n
/M.

OnaP (|| Xn|leo > €) < 1/n pour tout € > 0. Ainsi X, — 0 en probabilité dans C,
et la suite (X, ) est tendue : la condition (I) est vérifiée. De plus, E [|| Xn||c] =1, ce

2 .
n“Bpt sit<1

Xn(t): " .
nBn sit>1
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qui donne (II'). En revanche, la probabilité quun seul des X}, soit non nul vaut
(1—1/n)™ ! — e !; sur cet événement, w(Yy,1/n) = 1. La condition (1b) échoue
dong, et (Yy) nest pas tendue dans C.

Remarque. Cet exercice est inspiré de 'appendice A de I’article Berzunza Ojeda G,
Janson S. The distance profile of rooted and unrooted simply generated trees. Combina-
torics, Probability and Computing. 2022;31(3) :368-410. doi :10.1017 /50963548321000304.

Corrigé de 1’exercice 4.8. [énoncé p. 157]
(1) On trouve que E [(Zn(s) — Zn(t))?] = E [(X1(s) — X1(1))?].

(2) On vérifie d’abord la tension avec le critére de tension de Kolmogorov. D'une part,
pour tout s € [0,1],

E [zn(s)z} —E [Xl(s)z] < o0,

de sorte que la suite (Zy,(s))n>1 est bornée dans L2, donc tendue. D’autre part, par
la question précédente, on a bien, pour tous s, t € [0,1],

E |(Zn(s) = Zn(t))?] < Cls —t/"**.

Pour identifier la limite, vérifions la convergence des marginales de dimension
tinie de Z,. Pour 0 < t; < --- <t < 1, on peut écrire
Yi+---4Y,

(Zn(t1), ..., Zn(t)) = Tn,
ot Y1 = (Xq(t1),...,X1(tx)) avec les (Y;)1<icn ii.d. & valeurs dans R. D’apres le
théoreme central limite multidimensionnel, (Zn(t1), ..., Zn(tx)) converge en loi
lorsque n — oo vers un vecteur gaussien centré sur R* de matrice de covariance
(E [X1(t)X1(t))])1<ij<k-
Ceci conclut.

Corrigé de 1’exercice 4.9. [énoncé p. 157]
(1) Posons M = sup,, [xn| < 0o et choisissons, pour ¢ > 0, un compact K C €([0,1], R)
tel que Py(K) > 1 —¢. L'application
[—M, M] x K — €([0, 1], R), (x,f) — x+f
est continue. Son image K’ est donc compacte, et Py, (K') > Py(K) > 1 — ¢ pour
tout n. La famille (P, ) est tendue.

(2) Non. En raisonnant par l'absurde, si (IPy,, )n>1 est tendue, par image continue en
évaluant a l'instant 0, la suite de mesures (8, Jn>1 serait tendue dans RR, ce qui
n’est pas le cas en prenant une sous-suite non bornée.
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Corrigé de l'exercice 4.10. [énoncé p. 157] Soit F : €([0,1],R) — R une fonction lipschit-
zienne bornée, de constante de Lipschitz L pour la norme uniforme. Pour ¢ > 0, on
utilise le couple (X, Y¢) donné dans 1"énoncé. Puisque ses marginales ont les lois de X
etY,ona

[E [F(X)] —E [F(Y)]] < E [[F(Xe) — F(Ye)ll
< Le + 2[[FflooP ([|Xe — Yelloo > €)
< (B4 2[[Ffloo)e.

La deuxieme inégalité s’obtient en séparant 1’événement {|| X — Y¢||oo < €} et son com-
plémentaire. En faisant tendre ¢ vers zéro, on obtient [E [F(X)] = E [F(Y)] pour toute
fonction lipschitzienne bornée F. Ces fonctions caractérisent les mesures de probabilité
d’apres le théoreme de portemanteau, donc X et Y ont méme loi.

* % F

Corrigé du probleme 4.11. [énoncé p. 157]

(1) On a vu dans le cours que la tribu borélienne de C est égale a sa tribu produit, i.e.
la plus petite tribu rendant les projections 7, : ¢ — R mesurables pour t € [0, 1].
Vérifions que celle-ciest égalea F ={BNC:B ¢ B(R)®01},

Tout d’abord, F est bien une tribu. Ensuite, pour tout t € [0, 1] et A € B(RR),
(fee:ft)e A}y ={f ¢ RO : f(t) € A}NEC, la tribu F rend bien toutes les
projections mesurables.

Enfin, soit § une tribu sur C qui rend toutes les projections mesurables et
considérons
(B e B(R)®OV.Bnee gl
On vérifie que c’est une tribu de R qui contient les cylindres de R, elle est
donc égale a B(R)**Y, ce qui conclut.

(2) (a) SiY estune modificationde X, pour0 <t; <t <---<tp<lona
(X(t1),..., X(tn)) = (Y(t1),...,Y(tn)) presque stirement,

de sorte que ces deux vecteurs aléatoires ont bien méme loi.
(b) Non, il a tort : on prend par exemple ¢ une variable aléatoire de Bernoulli de
parametre 1/2 et on pose X(t) =eetY(t)=1—epour0 <t < 1.

(3) (a) Remarquons qu’ennotantI:C — ROV Vinclusion (mesurable d’apres (1)), on
aY* =1oY (en particulier, Y* est mesurable comme composée d’applications
mesurables). Vérifions que Y : (Q,o(Y*)) — € est mesurable. Soit A un
ensemble mesurable de €. D’apres (1), il s’écrit A = BN € = I71(B) pour
B € B(R)®0, de sorte que

Y YA) = (Y)(B)

est bien dans o(Y*).

D’apres le lemme de Doob-Dynkin, puisque C est polonais, il existe une
application mesurable F : RO — € telle que Y = Fo Y*.
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(b)

@) (a)

(b)

On pose X’ = Fo X, qui est bien une variable aléatoire a valeurs dans C.
Vérifions que pour tout t € [0,1], P(X(t) = X’(t)) = 1. Remarquons que
puisque X et Y ont la méme loi, X et Y* ont la méme loi. Donc (X, X’) =
(X, F(X)) et (Y, Y) = (Y, F(Y*)) ont méme loi. Ainsi, pour tout t € [0,1],

Puisque E est complet, une suite d’éléments de E converge si et seulement si
elle est de Cauchy. Ainsi,

{(Un)n>1 converge}—ﬂ U m { (Up, Uq) < Tll},

n=>1N>1p,q=N

et les résultats désirés s’ensuivent.

Pour q € [0,1] N Q, notons Z(q) la limite presque stire de (X, (q)), définie ar-
bitrairement sur I"événement négligeable ot elle n’existe pas. Les marginales
fini-dimensionnelles de Z aux temps rationnels coincident avec celles de Y.
Pour chaque t € [0,1] \ Q, fixons une suite rationnelle (q;(t)) convergeant
vers t. Par (4a) et par continuité de Y, (Z(q;(t))); converge presque stirement;

définissons Z(t) par cette limite, et par zéro si elle n’existe pas. Chaque Z(t)
est mesurable. Pour toute famille finie de temps, la convergence presque stire
simultanée de ces approximations rationnelles montre que les lois conjointes
correspondantes de Z et de Y coincident. Ainsi Z est une variable aléatoire
de RO de méme loi que Y.

D’apres (3b), il existe une variable aléatoire X : QO — C qui soit une
modification de Z. Pour tout rationnel q, X,,(q) — Z(q) = X(q) presque
stirement, ce qui conclut.

Remarque. Le résultat reste vrai si Y n’est pas défini sur le méme espace
de probabilité que la suite (Xy,)n>1 : on peut encore prolonger Z a [0, 1] en une
variable aléatoire de R ayant les mémes marginales fini-dimensionnelles
que Y en utilisant la question (4a).

En effet, pour tout t € [0,1\Q, considérons une suite de rationnels
qn — t. Par continuité de Y, Y(qn) converge p.s. vers Y(t). Puisque Z et Y
ont les mémes marginales fini-dimensionnelles, les deux suites (Y(qn))n>1
et (Z(qn))n>1 ont méme loi. Par (4a), il existe donc une variable aléatoire
notée Z(t), limite presque stire de (Z(qn))n>1. Il s’ensuit que Z a les mémes
marginales fini-dimensionnelles que Y.

Remarque. Cet exercice est inspiré par le Theorem 3.24 dans O. Kallenberg, Founda-

tions of Modern Probability (2nd Edition), Springer.
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Corrigé du probléeme 4.12. [énoncé p. 158]

Premiére partie.

1)

(2)

)

(4)

Ceci découle simplement du fait qu'une fonction de la forme
f(X) = maX(CO, C1— d(xl Xl)/ ceesCn— d(X/ XTL))

est continue bornée.
Par linéarité de l'intégrale, on a alors [fdu, — [fdu pour toute fonction f
lipschitzienne bornée, ce qui implique que p, = p par le théoreme de porte-
manteau.
Commencons par vérifier 'indication. Soit f € Lip, (E) bornée telle que f > co.
Sin >1,onaf(x) > coetf(x) > f(xn) —d(x,xn) car f est 1-lipschitzienne. Donc
f(x) > SUpP,>1 max(cg, f(xn) — d(x, xn)).
Ensuite fixons ¢ > 0 et vérifions qu’on peut trouver n > 1 tel que f(x) <
max(cg, f(xn) — d(x,xn)) + €. Par densité, soit x,, tel que d(x,xn) < €/2. Alors
f(x) —e = f(xn) +f(x) —f(xn) — ¢
< flxn) +d(x, xn) —2d(x, xn)
= f(xn) —d(x, xn),
d’ot1 le résultat.
Pour démontrer la réciproque, soit f € Lip,(E) bornée et soit cg tel que f > cy.
Pour i > 1, posons

fi(x) = max(co, f(x1) — d(x,x1), ..., f(xi) — d(x,%1)).

La suite (f;) croit simplement vers f. Chaque f; est exactement de la forme des
fonctions test figurant dans 1’hypothese; celle-ci donne donc, pour 1 fixé,

Jﬂ d},Ln — in dLL.
Comme [ f;dun < [ fdpy, on en déduit que
J fidp < liminf J fdun.
n—oo
Par convergence monotone, en faisant i — co on conclut que
J fdp < liminf J fdn.
n—o00

En remplagant f par —f, le résultat désiré en découle.

Comme pour (1), I'implication est immédiate. Pour la réciproque, soit A > 0 tel
que d(x,y) < A pour tout x,y € E. On remarque que l'application

(O 0, A]™ — R
(t1,...,tn) — max(cg,c1—t1,...,cn—tn)

peut étre approchée uniformément par des polyndmes en ty,...,t, d’apres le
théoreme de Stone-Weierstrass, ce qui permet de conclure.
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Deuxieme partie.

(5) Pour I'implication, on écrit, pour ¢ €]0, 1], en utilisant I'inégalité de Markov :

AMx € [0,1] : [fr(x) —f(x)| = €}
= A{x € [0,1] : min(1, [fn(x) —f(x)]) > €}
1
< 1J min(L, £ (t) — F(1)])dt,
€ Jo
qui tend vers 0.

Pour la réciproque, supposons que A({x € [0,1] : [fn(x) — f(x)| > €}) — 0 pour tout
e > 0.Soit € €]0,1[ et notons A = {x € [0,1] : [fn(x) — f(x)| > €}. Alors

1
J min(L, f (t) — f(H))dt < J

1dt+J edt < A(A) + e,
0 A

AC
de sorte que d(fy, f) < 2¢ pour n assez grand.

(6) Supposons que f, — f dans E. On choisit une extraction ¢ telle que pour tout
n > 1 on ait

1 1

D’apres le lemme de Borel-Cantelli, f,,,) converge presque partout vers f.

(7) L'espace L1([0,1],dt) est séparable, et d(f, g) < ||f —gJ|;. Il est dense dans E : les
troncatures f(™ = (—m) V (f A m) appartiennent a L' et convergent vers f pour d,
par convergence dominée. Une partie dénombrable dense de L! est donc dense
dans E.

Pour la complétude, soit (fn) une suite de Cauchy dans E. Choisissons une extrac-
tion ¢ telle que d(fy(j11), fo(j)) < 272. Alors

Mifo+n) — ol > 271 <27,

Par Borel-Cantelli, les différences successives sont presque partout finalement
majorées par 27). La suite extraite est donc presque partout de Cauchy et converge
vers une fonction réelle mesurable f, définie arbitrairement sur I’ensemble ex-
ceptionnel. Par convergence dominée, d(fj), f) — 0. La propriété de Cauchy
entraine alors d(f,,, f) — O.

Troisieme partie. Pourt e [0,1] ete >0, posons Iy, = [0,1]N[t—¢, t+ €] et

1
}\( It,e)

Comme |arctan x — arctany| < mmin(1, [x —y|), I'application A, est continue pour d.

At,&(f) =

J arctan(f(u)) du.
It,a

Pour toute f € €, la continuité de f donne Ay, (f) — arctan(f(t)). Ainsi I’évaluation
T (f) = f(t) = tan(limy, A¢ 1/, (f)) est mesurable. L'application (f, t) — f(t) est alors
conjointement mesurable, puisque les trajectoires sont continues. Ceci justifie également
les évaluations en des temps aléatoires et les applications de Fubini ci-dessous.
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(8) La séparabilité provient par exemple du fait que I'espace métrique des fonctions
continues de [0, 1] dans R munies de la norme uniforme est séparable, combiné
avec le fait d(f, g) < ||f — g/ pour tout f, g € C.

Ensuite, il est clair que d(f, g) < 1 pour tous f, g € C.

Enfin, (C, d) n’est pas complet. En effet, si on pose

0 sixg%,
fo(x) = n(x—%) si%<x<%+%,
1,1
1 six =z 5+ 2.

la suite f,, est de Cauchy pour | - ||; donc pour d, mais elle ne converge pas. En
effet, si elle converge vers une fonction continue f € C, elle converge aussi vers f
dans E. Or f, — Ly pq) pour || - [l1 donc dans E. Ainsi f = 1y 1) presque partout,
ce qui est absurde.

(9) Soit F: R* — R continue bornée. Il suffit de montrer que

n—,oo
A cet effet écrivons

E [F(Xn(U1), v /Xn(uk))]

=E J F(Xn(t1),..., Xn(ty))dty - - - dty
[0,1]%
ou
O: C — R

foo= [ F(ftr), ... flt))dty - dty

I1 suffit alors de remarquer que @ est continue bornée. Elle est bornée car F 'est.
Si fn — f pour d, toute sous-suite possede, d’apres (6), une sous-suite extraite
convergeant presque partout vers f. Par convergence dominée sur [0, 1], les
images par ® de cette sous-suite extraite convergent vers ®(f). Le critere de
convergence par sous-suites donne donc @ (f,,) — @(f).

(10) Soit (fr)n>1 une suite dense dans C. D’apres la question (4), il suffit de vérifier que
pour tout k > 1 et tout polyndme P en k variables on a

E [P(d(Xn, f1),...,d(Xn, f))] —  E[P(X, f),...,d(X fi))]. (8)

n—oo

Or
E [P(d(xn/ fl)/ o /d(Xn/ fk))]

d

=E

1 1
J min(1, [Xn(t) —f1(t))dt, ... ,J min(1, [Xn(t) — fk(t)’)dt>]
0 0
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(11)

est une combinaison linéaire d’éléments de la forme

| E
[0,1N

avecN > 1letg; € {fy,..., fyypourtout 1 <i<N.Or,aty,..., ty € [0,1] fixés, on
a

N
[ [ min(1, Xa(t:) — Qi(tim] dty - - ditn
i1

E =E[¥(Xa(t1),..., Xn(tn))]

N
[ T min(1, Xa(t) — gi(to))
i=1

avec
Y. RN — R

(X1,...,xn) = [IN; min(1, Ix; — gi(t;)])

continue bornée. Ainsi, par convergence dominée

| e
[0,1]N

N
[ [ min(1, Xa(t:) — gi(ti)l)] dty - - ditn
i1

N
[ [ min(1, X(t:) - gi(ti)’)] dty - - - dtn.
i1

— J E
n—oo [0’1] N

Ceci démontre (8) et conclut.

Supposons d’abord que Xy, converge en loi vers X. Pour k > letF : R* - R
continue bornée, posons

d(f) :k!J F(f(t1),...,f(ty)) dty - - - dty.

O<ty<--<tr<1
Comme en (9), la question (6) et la convergence dominée montrent que @ est

continue bornée pour d. Puisque (V¥, ..., V§) a pour densité k! sur ce simplexe,
I'indépendance donne

E [FOG (V) X (V)| = B 10(X,)]

— E@(X)] =E [FX(VE), ..., X(VE)] .

n—oo
Ceci démontre le sens direct.
Pour la réciproque, on peut prendre les V¥, ..., V¥ comme le réarrangement des k
premiers termes d’une méme suite (Ul;);>; de variables i.i.d. uniformes sur [0, 1],
indépendante de (X;)n>1 et de X. Notons p(x,y) = min(1,|x —yl). Pour g € C
fixée, on va approcher d(f, g) par

k
1 .
Dig(f) =+ 3 o(f(V), g(i/k).
i=1
Comparons cette quantité avec
1 ¢ 1 ¢
Awg(f) =1 D o(f(V),9(Vi) = D_ p(f(U), g(Us)).
i=1 i=1
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Pour f déterministe, les k termes de cette moyenne sont i.i.d., a valeurs dans [0, 1],

d’espérance d(f, g) et de variance au plus 1/4. Ainsi

E [JAg(f) — d(,g)l] < Var(Aig(f)"? < -~
2Vk

Posons ensuite

Ay = max IVik—i/kI, wg(8) = sup I[g(s)—g(t)l.
I<isk s,tel0,1]
|s—t|<d
Si Fy désigne la fonction de répartition empirique de Uy, ..., Uy, I'absence presque
stire d’ex aequo donne Fk(Vik) =1/k, donc

Ay < sup [F(t) —t] Lt G

d’apres le théoreme de Glivenko—Cantelli (exercice 1.8). Or
Dy g (f) — Ax g(f)| < min(1, wy(Ay)).

La continuité uniforme de g et la convergence dominée donnent ainsi

sup E [|Dy 4(f) — d(f, g)I] < —= + E min(1, wg(Ay))] =: ey — 0.
feC 2\/_
Cette borne ne dépend pas de f. Par indépendance, elle reste donc valable pour
f = Xy, uniformément en n, ainsi que pour f = X.
Soient maintenant gi,...,gr € C et P un polyndme en r variables. Pour k fixé,
I'hypothése donne
E [P(Dyg,(Xn), ..., Dig,(Xn))] —> E[P(Dyg,(X),...,Dyg (X))],

n—oo

car I’expression testée est une fonction continue bornée de (Xn(Vl‘), ceey Xn(V]L‘)).
Le polyndme P est lipschitzien sur [0,1]" : il existe L > 0 tel que |[P(a) — P(b)| <
L er:1 laj — bj| pour a, b € [0,1]". Par inégalité triangulaire, la borne précédente
entraine

lim sup!lE [P(d(Xn,91),.-.,d(Xn, gr))]

n—oo

—E[P(A(X,g1),..,d(X, g))]| <2L ) exg;.

En faisant tendre k vers 'infini, on obtient la convergence des espérances de tous
les polyndmes en ces distances. On choisit alors les g; dans une suite dense de
(C,d), qui est séparable et borné d’apres (8), et la question (4) conclut que X,
converge en loi vers X.

Remarque. Une partie de ce probléeme est inspirée d’Aldous, D., & Pitman, J. (2002).
Invariance principles for non-uniform random mappings and trees. In Asymptotic Com-
binatorics with Application to Mathematical Physics (pp. 113-147). Springer, Dordrecht.
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Corrigé du probléme 4.13. [énoncé p. 160]

1)

()

On commence par montrer que

P(t)
Tt

S

F

©)

T

o0

Il est clair que P(t) — oo lorsque t — oo car P est croissante et P(S,) = n. On
remarque que Spy) < t < Spy4q. Soit 0 < ¢ < 1. D’apres la loi des grands
nombres, il existe N > 0 tel que pour n > N on a [S,/n — 1| < . Alors pour t
assez grand pour que P(t) > Nona

(1-€)P(t) < Spy) < t < Spieyar < (1+€)(P(1) +1).

Il s’ensuit que
1 1 P(t) 1
—- S —/— S
1+e t t 1—¢

et (9) en découle.

Revenons a la convergence uniforme sur [0, T]. Sur I'événement de probabilité 1
o1 (9) a lieu, fixons € > 0 et choisissons N > 0 tel que [P(t)/t — 1| < e pourt > N.
En séparant les temps nu < N et nu > N, on obtient

Te.

PINJ+N |

su
P n

0<ugT

Le premier terme tend vers zéro. On conclut en faisant ¢ | 0.

Par définition, on remarque que pour u = Sx/non a

ISk — K]

n n n

‘P(un) —u‘ B ‘K Sk
n

Pour tout M > 0, le théoréme central limite donne
P(|Sk —K|>M) —1 (K — o0).

En effet, (Sx — K)/VK converge en loi vers une loi normale centrée réduite, qui
n’a pas d’atome en zéro, et M/v/K — 0. Par conséquent

P |sup|Sk —K[>M | >supP (|Sx — K| >M) =1.
K>1 K>1

En intersectant ces événements pour les entiers M > 1, on obtient sup, [Sx — K| =
oo presque stirement. L'identité précédente implique donc, simultanément pour
tout entiern > 1,

P(un)

sup
u=0

— u‘ = 00 presque stirement.
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3)

(4)
)

Fixons T > 0 et posons
P(nt
An = sup u —t|, wr41(f,8) = sup [f(s) —f(t)].
o<t<T! T 0<s,t<T+1

[s—t|<d

D’apres (1), An — 0 presque stirement. Pour 0 < & < 1, sur {A, < 8}, les temps
t et P(nt)/n appartiennent a [0, T + 1] et leur distance est au plus 8. Ainsi, pour

toutn > 0,
P(nt
IP(SUP Yn( (TL ))_Yn(t)’>n>
0<t<T n

<P (An > 08) + P (wry1(Yn,8) >1).

La convergence en loi des restrictions de Y, a [0, T + 1] implique leur tension. Le

critere de tension par les modules de continuité donne donc

lgg)llim supP (w141(Yn,8) >1) =0.

n—oo

En faisant n — oo, puis 8 | 0 dans la majoration précédente, on obtient la conver-
gence en probabilité demandée. Pour T = 0, I’écart est identiquement nul puisque
P(0) = 0 presque stirement. Aucune indépendance entre P et Y, n’est nécessaire.
Ceci provient du théoréme de Cauchy-Lipschitz global (3 est lipschitzienne).
Premiere étape. Véritions d’abord que, presque stirement, il existe K > 0 tel que
|Zn(t)] < Kpour toutn > lettout0 <t < T.

D’apres la question (1), presque stirement il existe deux constantes a, b > 0 telles
que P(t) < a+ bt pour tout t > 0. Par ailleurs, comme f3 est lipschitzienne, il
existe deux constantes A, B > 0 telles que |3(z)| < A + B|z| pour z € R. Alors pour
0 <t < T, par définition de Z,, :

t t

200 < 1Z0(0)+ S b | BIZu(s))ds < 1Zu(0)+ 5 +b | (A+BIZu(s))ds,

On en déduit que

t
1Z,.(0)] < 1Zn(0)] + % L bAT+ bBJ 1Z,.(s)lds.
0

D’apres le lemme de Gronwall, il en découle que pour tout0 <t < T:
Zn()] < (1Zn(0)]+ = + bAT) €"®T.
n

Comme |Z,,(0)| converge lorsque n — oo, la quantité de droite est bornée, ce qui
conclut la premiere étape.

Deuxieme étape. On montre que presque stirement il existe M > 0 et L > 0 tels que
pour toutt € [0, T] on a

t
Za(t) — 2()] < 1Zn(0) — 2o/ + sup 1|15(nMs)|+LJ Za(s) — 2(s)]ds

0<s<t 0
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ol on a posé P(t) =P(t) —t.
En utilisant le fait que z(t) = zp + fg B(z(s))ds, on écrit

t
Zn(t) —z(t) = Zn(0) — 20 + 115 (nJ B (Zn(s)) ds)
n 0
t t
— (J B(z(s))ds—J B (Zn(s)) ds) )
0 0

Soit L > 0 une constante de Lipschitz pour et M > 0 tel que |B(x)| < M pour
tout =K <x < K. Alors pour 0 <t < T

i, _ 14 b
Zalt) —2(0)] < 120(0) ~ 20l + sup TIPMS)+L | 1Z0(5) — 2(5)ids.
0<s<t 0
Ceci conclut la deuxiéme étape.

Troisieme étape. D’apres le lemme de Gronwall, pour tout t € [0, T] on a

1Zn(t) —z(t)] < (!Zn(O)—Zo!+ sup l!f”(nMS)!> e,

0<s<t

Donc

0<t<T 0<s<T

- - 1 4
sup |Zn(t) —z(t)] < <!Zn(0) — 2|+ sup —!P(nM8)!> e,
qui tend presque stirement vers 0 par hypothése et grace a la question (1).

Remarque. Ce probléme est inspiré du Theorem 5.2 de I'ouvrage Stochastic Epi-
demic Models and Their Statistical Analysis (Andersson & Britton).

* 0% F

Corrigé de 1’exercice 4.14. [énoncé p. 160] Notons F ={BNC(K,E): B € B(E)®K), qui
est bien une tribu sur C(K, E).

Puisque pour tout x € Ket A € B(E), {f € C(K,E): f(x) € A} ={f € EX: f(x) €
A}NC(K,E) € F, la tribu J rend bien les projections Iy mesurables.

Soit maintenant G une tribu sur C(K, E) qui rend toutes les projections T, mesurables

et considérons
(B € B(E)®*f:BNC(K,E) € G

On vérifie que c’est une tribu qui contient les cylindres de B(E)®X, elle est donc égale a
B(E)®X, ce qui conclut.
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Théoremes limites et applications Exercices 5. Donsker et pont brownien

5 Théoreme de Donsker, pont brownien

Cours associé : chapitre 5, p. 55 et chapitre 6, p. 62.

5.1 FEnoncés

Exercice 5.1. [corrigé p. 183] Soit (Bt)i>p un mouvement brownien standard a valeurs
dans IR. On pose, pour tout ¢ > 0:

(¢ _ 1
By = %Bct-
(1) Montrer que la famille de variables aléatoires a valeurs dans C(R,, R) (B(e), ¢ > 0)
est tendue.

(2) On suppose que 0 < ¢ < 1. Montrer 1'égalité en loi

(loi)

((Beyr, t = 0), (BY,0< s < 1)) ((v/cB, + By, t > 0),(B,0< s < 1)),

ot1 B est un processus indépendant de B, et de méme loi.

(3) On considere des réels strictement positifs 0 < t; < tp < - <t < 1let0 <
t] <--- <ty <1eton garde les notations de la question précédente. Montrer la
convergence en loi

(c) (c) (loi)

(Btl""’Btk’Bt{""’Bt]’{/) ch (Btlz---/Btk/ é{,..., ,é]/{/)

(4) En conclure que (B, B(¢) converge en loi dans C(IR, R)2 vers (B, B') lorsque ¢ — 0.
Expliquer pourquoi ce résultat peut paraitre surprenant.

(5) Que devient la question précédente si on fait cette fois tendre ¢ — oo ?

* % F

Exercice 5.2. [corrigé p. 184] Soient (Xj)i»1 des variables aléatoires réelles i.i.d. centrées
de variance 1. On pose Sg =0, S, = X; + -+ Xy, ainsique Ag =0, A, =S1+ -+ + Sq.
On définit (St)>0 et (At)t>0 par interpolation linéaire. On note enfin, pour 0 < t < 1,

o Ant

(m) (n)
sV =" Al =0
t t n3/2

Montrer que (S), A(n))y converge en loi dans €([0, 1],R)? vers une limite dont on
précisera la loi.

* %k %

Exercice 5.3. [corrigé p. 184] Soit (bt)o<t<1 un pont brownien standard.

Montrer que, presque stirement, pour tous s,t €]0,1[, si s # t et si s et t sont des
instants de maximum local de b, alors bg # by.

On pourra admettre que, presque silrement, les valeurs des maxima locaux d'un mouvement
brownien sont deux a deux distinctes.
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Exercice 5.4. [corrigé p. 185] (Loi forte des grands nombres fonctionnelle)

(1) Soient (X;);>1 des variables aléatoires i.i.d. réelles telles que E [|X;]] < co. On pose
So =0, Sn = Xy + -+ X, et on définit S; par interpolation linéaire pour t > 0.
On note finalement

S
si=2 >0, n>1.

n
Montrer que presque stirement, la convergence suivante a lieu pour la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact

5™)so  — (B Xyl t)so.

n—oo

(2) Soit (N¢)¢>0 un processus de Poisson standard avec Ny = 0. Montrer que presque
stirement, la convergence suivante a lieu pour la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact

1
(_Nnt) —  (t)i>o0-
n >0

n—oo

* % %

Exercice 5.5. [corrigé p. 185] (Détails de la preuve du théoreme de Lévy) On consideére
une marche aléatoire symétrique simple (Sy)n>o (c’est-a-dire So =0et S, = X1+ +
Xn avec (Xj)i>1 iid.etP (X =+£1) = %). On pose

[, = min Sy, 0y =0,
0<k<n

et, pourn > 1,
Gn = Card{l <k<<n: Sk — Ik 7§ Sk_1 — Ik—l}-

On définit aussi 0, L—0et 0, I—infln>1:0, =k} pour k > 1. Finalement, on pose
Xn = 89;1 — Ie# et on définit (X¢){>0 par interpolation linéaire.

(1) Justifier que (Xi)t>0 et (|St])t>0 ont méme loi.

(2) Vérifier que (Sn — In)n>0 est une chaine de Markov récurrente nulle et en déduire
que

1 & p.s
— Ig, 1. = 0.
né Sk=he=0 T

(3) Montrer que, pour tout T > 0,

0. k| b
max |— —— — 0,
o<k<|nT]| M M| n—oo

et en déduire que

Xnt . (loi) .

(4) Conclure que (By —I; : t > 0) et (|B¢/ : t > 0) ont méme loi.

178



Théoremes limites et applications Exercices 5. Donsker et pont brownien

Exercice 5.6. [corrigé p. 187] Soit X une variable aléatoire réelle non constante, de fonc-
tion caractéristique notée ¢. On rappelle que X est dite lattice s’il existe b € Reth > 0
tel que IP (X € b+ hZ) =1 et que son span est le plus grand tel h.

(1) Montrer que X est lattice si et seulement s’il existe ty € R, tel que |p(tg)| = 1.

(2) Montrer que X a pour span h si et seulement si [p(27t/h)| =1 et [Pp(t)| < 1 pour
0 < |t| < 27t/h.

On suppose maintenant que X est a valeurs entiéres. On rappelle que X est dite apério-
dique si son span vaut 1.
(3) On suppose que X est lattice de span h. A-t-on forcément h € Z7?
(4) Est-il vrai que sile PGCD du support supp(X) de X vaut 1, alors X est apériodique ?
(5) On suppose qu'il existe k € supp(X) tel que PGCD({i —k : i € supp(X)}) = 1.
Montrer que X est apériodique.

EE

Exercice 5.7. [corrigé p. 188] Donner un exemple d’une famille de variables aléatoires
(Xgn) )in>1 a valeurs entiéres telles que pour tout n > 1, les variables aléatoires (Xi(n) )i>1
sont i.i.d. apériodiques, et telles que stV = Xgn) 4+ XY satisfait a un théoreme
central limite mais pas a un théoreme local limite.

* % F

Exercice 5.8. [corrigé p. 188] Soit n > 1 un entier. On considere une urne avec 2n boules.
Parmi celles-ci, n sont étiquetées +1 et n sont étiquetées —1. On tire successivement 2n
boules, uniformément parmi les boules présentes dans 1'urne a chaque tirage, on pose
Sp =0etpour1 < k < 2n on note Sy la somme des k premieres boules tirées. On définit
St pour 0 < t < 2n par interpolation linéaire. Etudier la convergence en loi de la suite

(32_\/;: 0<tL 1)
dans 'espace C([0, 1], R) dans les deux cas suivants :
(1) les tirages se font avec remise,
(2) les tirages se font sans remise.

Exercice 5.9. [corrigé p. 189] Soit (X)i>1 une suite de variables aléatoires a valeurs dans
Z,indépendantes, de méme loi, de variance finie 62. On suppose que [E [X;] = 0 et que
P(X; =k) > 0 pour tout k € Z. Pour n > 1, on pose S = X1 + - - - + X;, et on note p,, la
loi de X; sachant que S,, = 0.

(1) Démontrer que la suite de mesures de probabilité (j,)n>1 converge étroitement.

(2) Alix dit : en notant Y, une variable aléatoire de loi u,, la suite de variables
aléatoires (Yn)n>1 est uniformément intégrable. A-t-elle raison?
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Probléme 5.10. [corrigé p. 189]
Premiere partie. On considere des variables aléatoires réelles I, I, (5), I, I(d) pour
d>0etn >1telles que:

(i) presque stirement I(8) — I lorsque & — 0,

(ii) pour tout & > 0, I,,(8) converge en loi vers I(8) lorsque n — oo,
(iii) pour toutn > 1etd >0, E [[I,(d) — Inl] < 0.

(1) Montrer que I, — I en loi lorsque n — oco.

On consideére dans la suite des variables aléatoires (X;);>1 i.i.d. a valeurs dans Z
apériodiques avec E [X1] = 0, E [X3] = 1. On pose Sy = 0 et S, = X; + - - - + Xy, pour
n > 1. Les fonctions tronquées [x| Y1 -5 et [x| "Y1y}, <s sSont, par convention, égales a
0 en x = 0. On note (Bt){>0 un mouvement brownien réel standard issu de 0. On fixe
également 0 <y < 1.

Deuxiéme partie.

(2) Montrer que pour tout > 0, presque stirement la mesure de Lebesgue de {t €
[0,1] : By = 8} est nulle.

(3) Montrer que pour tout § > 0 la convergence suivante a lieu en loi

1 « 1 (loi) 1
nl—v/2 Zl |Si|}/ 1|Si|>5\/ﬁ n—00 JO By|Y 1|Bt|>5dt'
1=

Troisiéme partie.

(4) Montrer que presque stirement t — ﬁ est intégrable sur [0, 1] par rapport a la

mesure de Lebesgue.
(5) Montrer que la convergence suivante a lieu en loi

n

1 1 (loi) Jl 1
- Rt dt.
nl-v/2 i_§5£0 ISiy  n—oo g [BelY

(%) Que se passe-t-il poury =17

Probleme 5.11. [corrigé p. 192] L'objet de ce probleme est d’étudier le comportement
asymptotique d"une marche aléatoire qui peut parfois faire plusieurs sauts identiques a
la suite.

On note € l’ensemble des fonctions continues de [0,1] dans R muni de la norme
uniforme.

Les trois premieres parties peuvent étre traitées indépendamment les unes des autres.
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Premieére partie. Soit H € [1/2,1]. On considére une variable aléatoire W = (Wy)o<i<1
a valeurs dans € vérifiant les propriétés suivantes :

a) (Wi)o<t<1 est un processus gaussien centré, c’est-a-dire que pour tout k > 1,
pour tous 0 < t; < --- < tx < 1, pour tous ay, ..., ax € R, la variable aléatoire
ay Wy, + - - - + ax Wy, est une variable aléatoire gaussienne centrée.

b) Pour tous s, t € [0,1] ona E [W,W,] = % (s?" +2H —|s — t2H).

La famille (E [WsW4])o<s t<1 est appelée matrice de covariance de W. On rappelle que
la loi d'un processus gaussien centré est caractérisée par sa matrice de covariance. En
effet, si (X1,...,Xn) est un vecteur gaussien (c’est-a-dire que toute combinaison linéaire
des coordonnées suit une loi normale) centré sa fonction caractéristique est, en notant
u=(ug,...,un) € R",

(g X1+-+un X 1.7k
(b[Xl,...,Xn)(u) =E [e‘(ul 1 UnXn) — e 24 u’

ou " désigne la transposition et K = (E[X;X;])1<ij<n est la matrice de covariance.
Enfin, on note Py la loi de W (I’existence de [Py sera démontrée plus tard dans ce
probléme).

Si Z est une variable aléatoire de loi normale N(0, 02) centrée de variance 02,
démontrer que E [Z*] = 3¢*.

m On suppose I'existence de Py pour tout 1/2 < H < 1. Démontrer que l'application
© : [1/2,1] — (My(C), drp)
H — Py

est continue.

(3) | Démontrer 1’existence de Py dans le cas ot H = 1.

Deuxieme partie. Soit H €]1/2,1[. Dans cette partie, (Y;)i>1 sont des variables aléa-
toires réelles centrées de variance finie. On pose So =0et Sy =Y; +--- 4+ Y pourn > 1
entier. Enfin, on définit S; pour t > 0 par interpolation linéaire et on pose pour n > 1 et

tel0,1]:
Snt
Zn(t) = —5.
n(t) = 25
m On suppose dans cette question que les propriétés suivantes sont satisfaites :

a) pour toutn > leti>1, S;414 — Sn a la méme loi que S;.
b) E [S2] = O(n*") lorsque n — oo.

¢) (Zn) converge en loi au sens des fini-dimensionnelles dans C.

Démontrer que Z, converge en loi dans € lorsque n — oco.

(5)| On suppose dans cette question que les propriétés suivantes sont satisfaites :

a) (Yi)i>1 est une famille gaussienne.
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b) pour toutn > 1eti>1, S;44 — Sn a la méme loi que S;.

) E [S2] ~ ¢-n?M lorsque n — o0, avec ¢ > 0.

Démontrer que Z,, converge en loi lorsque n — co vers (y/c-W;:0 <t < 1)oula
loi de W a été définie dans la premiére partie.

Troisiéme partie. Soit p € [0, 1]. Dans cette partie, (X,,)n>1 sont des variables aléatoires
indépendantes telles que X; suit une loi de Bernoulli de parameétre 1/2 et pourn > 2 la
variable aléatoire X;, suit une loi de Bernoulli de parametre 1 —p. Pour n > 1, on pose
Yn = (—1D)X1+ X puis Sy =0et S, = Y1 + - - - + Y. Ainsi, les sauts de la marche (S, )
sont £1, le premier saut est =1 avec probabilités 1/2 et pour n > 2 le n-iéme saut est le
(n — 1)-ieme saut avec probabilité p, et 'opposé du (n — 1)-ieme saut avec probabilité
1 —p. Enfin, on définit S; pour t > 0 par interpolation linéaire.

(6) | Démontrer que pour tousi,n > 1onaE [Y;Yi;,] = 2p—1)™

Dans le cas ot p = 1/2, démontrer que (Snt/v/n : 0 < 1) converge en loi dans
C vers la loi de W définie dans la premiére partie pour H =1/2.

Quatrieme partie. Soit H €]1/2,1[. Soit P une variable aléatoire a valeurs dans [1/2,1]

de loi
(1—H)232H(1 —x) 21y 1 gy (x)dx.

Dans cette partie, on note X = (X )n>1 une suite de variables aléatoires qui, condition-
nellement a P, sont indépendantes et telles que X; suit une loi de Bernoulli de parametre
1/2 et pour n > 2 la variable aléatoire X,, suit une loi de Bernoulli de parametre 1 — P.
Formellement, si pour p € [0,1] u, est la loi d’une suite de variables aléatoires indépen-
dantes de Bernoulli dont la premiere a parametre 1/2 et les autres ont parametre 1 —p,
la loi Px de X est caractérisée par le fait que pour tout événement A de {0, 1}N" on a

Px(A) = | (A (1= HI2P 2110210y 5 ).
Soit maintenant (X*),>; une suite de variables aléatoires i.i.d. de méme loi que X.
Pour k > 1, on pose X* = (XX);>1. Pour k,n > 1, on pose Y& = (— XX,
Vit YR
vk
des marginales fini-dimensionnelles vers un processus gaussien (Gn)n>1 centré

(8)| Démontrer que lorsque k — oo, ( n > 1) converge en loi au sens

qui vérifie :

a) pourtoutn > 1, E [G3] = 1.
b) pour toutn > 1eti > 1, la quantité r(n) = E [G;Gj;n] ne dépend pas de i et
ona
1 H2H-1) H(2H —1)
r(n ~ avecCy =\ =————-

n—00 z n?—2H
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1 _HEH-1) 1
6%4 (1—H)23*2H n2—2H

Remarque. On admettra que H p2u—1)"(1— u)2Hdu ~

lorsque n — oo.

m Onpose Vo =0et Vy = Gy + - + Gy, pour n > 1 et on définit V; pour t > 0 par
interpolation linéaire. Démontrer que

n—oo

V. loi
(cHn—*}jzogtgl) Pl wo0<t <),

ot la loi de W a été définie dans la premiere partie.

5.2 Corrigés

Corrigé de 1’exercice 5.1. [énoncé p. 177]

(1) Pour tout c > 0, le processus B(c) est continu, gaussien centré, et
1
E [Bgc)B,EC)} = min(cs,ct) = min(s,t).

I1 a donc la loi du mouvement brownien. La famille de ses lois est réduite a une
seule mesure de probabilité sur I’espace polonais €(R, R) : elle est tendue.

(2) Le processus (Bcyt — Be)i>p est un mouvement brownien indépendant de
(Bs)o<s<c, et donc de (Bgc))ogsgl. Comme B, = \/EB(lc), I'égalité en loi annoncée
en découle.

(3) D’apres (2),
(Ber 1< i <K B 11 < <K
.
O (eBl+ By i1 <i<k B, :1<j<K).
)

Le membre de droite converge presque stirement vers le vecteur voulu lorsque
c — 0. Par continuité de B, maxj<i<k [Be4t; — Bt;| — O presque stirement. Le
lemme de Slutsky permet donc de remplacer B¢, ¢, par By,.

(4) La tension des deux marginales entraine celle des couples : si un compact K de
C(R.,R) vérifie P (B ¢ K) < ¢, alors

P ((B,B(C]) ¢ K x K) < 2.

Le raisonnement de (2)—(3) s’applique sur tout [0, T] : il suffit de remplacer c
par cT dans le décalage du premier processus et /c B{ par y/c B1. Les lois fini-
dimensionnelles des couples convergent donc vers celles de deux mouvements
browniens indépendants. Avec la tension, ceci donne la convergence en loi dans
C(R,, R)?.

Ce résultat peut paraitre surprenant car, pour chaque c, le processus B(¢) est entie-
rement déterminé par B, alors que les deux processus limites sont indépendants.
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(5) La limite est encore un couple de mouvements browniens indépendants. En effet,
si W = B9, alors W est un mouvement brownien et W{1/¢) = B. Ainsi

(8,8¢) = (B, B).

On applique (4) avec 1/c — 0, puis on échange les deux coordonnées.

Corrigé de l'exercice 5.2. [énoncé p. 177] La limite est le couple

t
((Bt)0<t<1/ (J Bs dS) ) ,
0 0<t<1

ol B est un mouvement brownien standard. Pour le voir, posons ]in) = f(t) si ds.

(ol o)

est continue de C([0, 1], R) dans son carré, pour les normes uniformes. Le théoreme de

L’application

Donsker et le théoreme de 1’application continue donnent donc la convergence annoncée
pour (S, ),
Il reste a comparer A™ et J™. L'interpolation linéaire de A donne I'identité

tg
(n) _J [ns]
A = ds.
t RYAL

Sur l'intervalle [(1—1)/n,i/n], IStns) — Snsl < Xi| pour presque tout s. Ainsi

1 n
sup |Al(cn) _]’(cn)| < m E IXil,
i=1

0<t<1

dont I'espérance vaut E [|X1]] /y/1 et tend vers 0. Le lemme de Slutsky conclut.

* % %

Corrigé de I’exercice 5.3. [énoncé p. 177] Fixons r €]0, 1[. D’apres la Proposition 6.2, la
loi de (by)o<t<r est absolument continue par rapport a celle d"'un mouvement brownien
sur [0, r]. La propriété admise pour le mouvement brownien implique donc que, presque
stirement, les valeurs de b en ses instants de maximum local dans ]0, r[ sont deux a deux
distinctes.

Pour m > 2, posons 1y = 1 —1/m. En intersectant les événements précédents pour
tous les m, on obtient un événement de probabilité 1. Sur cet événement, si s, t €]0, 1]
sont deux instants distincts de maximum local de b, on choisit m assez grand pour
que max(s,t) < rn. Ces deux instants sont aussi des instants de maximum local de la
restriction de b a [0, 1], donc by # by. Ceci conclut.
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Corrigé de 1’exercice 5.4. [énoncé p. 178]

(1) Posons m = E [X;] et Ry = Sy —km. La loi forte des grands nombres donne
Ry /k — 0 presque stirement. Sur cet événement, pour tout ¢ > 0, il existe K tel
que [Ry| < ek pour k > K. Pour tout T > 0,

[nT]

1 1
— max__ [Ry| < — max [Ry[+¢ .
N 0<k<[nT] T 0<k<K n

En faisant tendre n vers l'infini, puis ¢ vers 0, on voit que le membre de gauche
tend vers 0. L'interpolation linéaire donne alors

1
— max |Ry — 0.
N 0<k<[nT]

0<t<T
Ceci vaut sur le méme événement de probabilité 1 pour tout T > 0.

(2) Les accroissements (Ny — Ny_1)x>1 sont i.i.d. de loi de Poisson de parametre 1.
D’apres (1), presque stirement, pour tout T > 0,

1
— max |Nx—kl — 0.
M 0<k< [ nT]

Comme N ) < Nnt < Nppyp, on obtient

1
sup Mt <= max_ [Ng—kl+=—0.
* X ¥k

Corrigé de l’exercice 5.5. [énoncé p. 178] Posons Ry, = S — I et T = 6;1. Un pas de R
est nul exactement lorsque S atteint un nouveau minimum strict. Par conséquent,

n— en - _In.

La loi forte des grands nombres, sous sa forme fonctionnelle démontrée dans I’exercice
précédent, entraine I, /n — 0 presque stirement. Ainsi 6,,/n — 1, et tous les temps Ty
sont presque stirement finis.

(1) La chaine R a pour probabilités de transition

pO.0)=p01) =2, plii-1)=plit) =7 (1)

La chaine (Xx)k>0 = (Rg )k=0 s’obtient en supprimant les pas nuls en 0. Par
indépendance des accroissements de la marche aux temps d’arrét, elle part de
0, passe de 0 a 1 avec probabilité 1, et, de tout j > 1, passea j—1ouj+1 avec
probabilités 1/2. Ce sont exactement les transitions de (|Sk|)x>0, donc ces chaines
ont méme loi. Enfin, pour une marche a pas £1, |S¢| est I'interpolation linéaire des
ISk| : aucun segment ne traverse 0 en son intérieur. L'égalité en loi vaut donc aussi
pour les processus continus.
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()

(3)

La chaine R est irréductible sur IN. Jusqu’a son premier passage en 0, elle évolue
comme une marche symétrique simple. Pour cette marche issuedej € {1,..., M —
1}, notons Hy et Hyy les temps d’atteinte de 0 et de M. Les formules de ruine
donnent

P;(Ho < Hy) = 1—JM, Ey[Ho AHpl = M —1.

On les retrouve en résolvant, avec les conditions aux bords, les relations q; =
(dj—1+gj1)/2 ety = 1T+ (w1 +uj41)/2: g5 =1—j/Mavec qo = 1,qm = 0,
et u; = j(M —j). En faisant M — oo, on obtient IP;(Hy < oo} = 1 et I[E{[Hp] = oo.
Ainsi R est récurrente. Issue de 0, elle fait son premier pas vers 1 avec probabilité
1/2; son temps de premier retour en 0 a donc une espérance infinie. Elle est
récurrente nulle.

Pour en déduire I’assertion demandée, notons 0 =Ty < Ty < T, < - - - ses retours
successifs en 0. Les variables T; — Ti_; sont i.i.d. positives, d’espérance infinie.
Pour chaque entier M > 1, la loi forte donne

lim inf —) > [E [min(T;, M)] presque stirement.
j—=oo )

En faisant tendre M vers l'infini, on voit que T;/j — oo presque stirement. Si
Ly, = max{j : T; < n}, alors

1 & L L
—Zﬂszo=—n<—n—>0
ne— n T,

presque stirement, I'inégalité étant utilisée pour L, > 1.

La convergence 0, /n — 1 entraine Ty /k — 1 presque stirement : en effet, 0, =k
et Tx — o0o. De plus, tx11 > T + 1, donc Ty — k est croissante et positive. Pour tout
T>0,

—0 presque stirement.

E_E' _ 1) — [T

o<kg[nT) N N n

On a donc méme une convergence presque stire dans 1’assertion demandée.

N . « , . n
Prolongeons R par interpolation linéaire et posons Ri ) = Rnt/+/M. Pour la marche
simple interpolée, Ry = S; —infp<s<t Ss. L'application qui retranche 'infimum
courant est continue pour la convergence uniforme sur les compacts, puisque

sup
t<T

(f(t) - inff(s)) - (g(t) - infg(s)) ‘ < 2suplf(t) - g(t).
s<t s<t t<T

Le théoreme de Donsker donne donc R™ = (B, — It)t=0-

Soit A, la fonction affine par morceaux prenant la valeur ti/n au temps k/n.

D’apres ce qui précede, A, converge presque stirement vers 1'identité, uniformé-

ment sur les compacts. Le lemme de Slutsky et la continuité de la composition

donnent
RWoX, = (Bi— It)t>0-
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Il faut tenir compte de l'interpolation : si Ty1 = T + 1, les trajectoires Xnt/y/n et
R;T( 0 coincident sur [k/n, (k+ 1)/n]. Sinon, R reste en 0 entre Ty et 11 — 1, puis
monte a 1, tandis que X interpole directement de 0 a 1. Dans tous les cas,

Ceci donne la convergence en loi demandée.

(4) D’apres (1) et le théoreme de Donsker, (Xnt/v/1)t>0 converge aussi en loi vers

(IBt|)t>0, I'application f — [f| étant continue. L'unicité de la limite en loi donne

(loi)
Bi—I)so = (Bil)eso.

Corrigé de 1’exercice 5.6. [énoncé p. 179]

1)

()

(3)

(4)
(5)

SiP(Xeb+hZ) =1, alors [¢p(2t/h)| = 1. Réciproquement, si |$p(tgp)| = 1, la
variable de module 1 e'%X est presque stirement constante. Il existe donc b € R tel
que

IP(XebJrZ—”Z):l.

[tol

La question (1) montre que tout t # 0 tel que |p(t)| = 1 fournit un pas lattice 27t/[t|.
Ainsi, h est le span si et seulement si h est un pas lattice et aucun pas strictement
supérieur a h n’est possible, ce qui équivaut exactement aux deux conditions
annoncées.

Oui (pour des variables aléatoires non constantes) : si P (X € b+hZ) = 1, en
prenant k1 # kp dans le support de X, on a k; = b + ha; et k; = b + hay pour des
entiers aj et ap, de sorte que h est rationnel. Supposons maintenant par 1’absurde
que le span de X est rationnel non entier. En 1’écrivant sous la forme h = p/q
avec p, q > 1 premiers entre eux, et en considérant k; — kp, on voit que p divise
k1 — ko. Puisque le span d'une variable aléatoire est invariant par l’addition d"une
méme quantité a tous les éléments de son support, on peut supposer que tous les
éléments du support de X sont divisibles par p. La variable aléatoire Y = X/p a
valeurs dans Z a alors pour span 1/q, ce qui est absurde car le span d"une variable
aléatoire entiere vaut clairement au moins 1.

Non, prendre par exemple X de support {1, 3}; le span vaut 2.

Soit k € supp(X) tel que PGCD({i —k : i € supp(X)}) = 1. D’apres (3), le span h
est un entier strictement positif. Comme le support est inclus dans un translaté de
hZ, h divise chaque différence i — k, donc leur PGCD. Ainsi h = 1.
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Corrigé de I’exercice 5.7. [énoncé p. 179] Pour n > 2, prenons dans chaque ligne des
variables i.i.d. de loi

P(X"=0) =1—em—n72  P(x{"=1)=e"  P(XV=2)=n2

Ces trois probabilités sont positives : la loi est apériodique. Pour n = 1, prenons une loi

de Bernoulli de parametre 1/2. Posons m, = E [S%n)] ets2 = Var(S%n) ). Pourn > 2,

M =n(e ™ +2n"Y?), s2=mn <e_“ +4n1V2 (e 4 2n_1/2)2> ~ 4.
Les variables centrées de chaque ligne sont bornées en valeur absolue par 2, tandis que

sn — 00. La condition de Lindeberg est donc satisfaite, d’ot1

(n) (n)
—— = N(0,1), —_—
Sn (0,1) 2nl/4
En revanche, la convergence locale
(n) 1 (k— mn)2> ’
sIP(S :k)——_ex <—— —0
n n o P 28%

est fausse. En effet, choisissons un entier impair k,, avec |k, — my| < 1. Une somme

= N(0,1).

sup
keZ

impaire contient au moins un terme égal a 1, donc
snlP (S](in] = kn> < squlP <S£Ln) est impair) <spne " —0,

alors que le terme gaussien en k;,, tend vers 1/v/27.

EE

Corrigé de I’exercice 5.8. [énoncé p. 179] Soit (Xj)i>1 une suite de variables aléatoires
iid.deloiP (X;=1) =P (X; =—1) =1/2etnotons S}, = X; +---+ Xy pourn > 0.
OnaE[X;] =0etE [X}] =1.

(1) On a convergence en loi vers v/2 fois le mouvement brownien sur [0,1]. On
remarque que (Si)o<i<on @ la méme loi que (S{)o<i<on, et le résultat découle du
théoreme de Donsker.

(2) On montre que la suite converge en loi vers v/2 fois le pont brownien. Les trajec-
toires (Si)o<i<on ont la méme loi que (S/)o<i<on conditionnées par S} = 0. Pour
utiliser exactement la version apériodique du théoréme, posons

Xoi1 + X S/
:%, Tk:Y1+"‘+Yk:%-

Les Y; sont i.i.d., centrées, de variance 1/2, et leur loi sur {—1, 0, 1}, de probabilités

Yi

1/4,1/2,1/4, est apériodique. En interpolant T linéairement, Donsker conditionné
donne

.
< nt ‘O<t<1> sousP(-|T,=0) = b.

Jn/2’

Sur chaque intervalle de deux pas, les deux interpolations vérifient |S) , —2Tn| <
1. Apres division par /N, cet écart tend uniformément vers zéro. Comme T,, = 0
équivauta S) =0, le lemme de Slutsky donne la limite v/2 b annoncée.
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Corrigé de 1’exercice 5.9. [énoncé p. 179]

1)

(2)

On écrit, pourk € Z :

P (S, 1 =—k)
P (S, =0)

in(k) =P (X1 =kl[Sn =0) =P (X; =k) -

D’apres le théoréme local limite le numérateur et le dénominateur sont tous les

deux équivalents a \/27172, de sorte que
o n

un(k)  —  P(Xy=k).

n—oo

Ainsi, pun converge étroitement vers la loi de Xj.

Oui, elle a raison. Vérifions que (Yn)n>1 est bornée dans 12, ce qui entrainera le
résultat désiré. On a
P(Sh_1=—k)
E|YZ =) KP(X;=k) - —= :

kez

D’apres le théoreme local limite uniforme, il existe C > 0 tel que, pour tout n > 2

etk e Z,
P (Snfl = _k)

P (S, =0)

< C

En effet, le numérateur est uniformément O(n~1/2) et le dénominateur est
équivalent a (27t0°n)~1/2. On absorbe les valeurs initiales de n dans C puisque
P (Sp =0) > 0. Ainsi E [Y2] < CE [X}] pour n > 2. Enfin, Y; = 0 presque
stirement. La suite est donc bornée dans 12, et par conséquent uniformément
intégrable.

EOE

Corrigé du probleme 5.10. [énoncé p. 180]

(1)

C’est une variante du principe des lois accompagnantes. On montre que pour tout
fermé F
limsupP (I, € F) <P (I €F). (10)
n—oo

D’apres l'inégalité de Markov, pourn > 0ona P (|I,(8) —In| > n) < % Donc en
notant F" le n-voisinage fermé de F on a

limsup P (I, € F) < limsup P (I,(8) € F1) + ° <P(I0) e ™M +%

n—o00 n—o0 n

en vertu de la convergence en loi de 1,,(8) vers I(8). En faisant 8 — 0, puisn — 0
on obtient le résultat voulu (10).

Autre solution. Alternativement, on peut utiliser la caractérisation de la conver-
gence en loi via les fonctions lipschitziennes bornées (théoréme de portemanteau).
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()

)

(4)

)

On applique le théoreme de Fubini a (w, t) — 1p,=5:

E

1 1
J ILBt_g;dt] = J IP(Bt=06)dt=0,
0 0

donc p.s. fé 1g,=sdt = 0, ce qui donne le résultat.
Pour 4 > 0, posons
X7, Ix[ >3,

gs(x) =
0, x| < 8.

On a l'identité exacte

1 o . 1 S
nl—v/2 Z M VIl|Si\>6\/ﬂ = Jo gs ( j};ﬂ) dt. (11)
i=1

Par Donsker et la représentation de Skorokhod, on peut réaliser les marches in-

terpolées Snt/+/1 de sorte qu’elles convergent uniformément presque stirement
sur [0,1] vers B. Leurs versions en escalier Sy / /1 convergent alors aussi uni-
formément vers B, par continuité uniforme de la trajectoire limite. Les seules
discontinuités de g5 sont 6 et —5. D’apres (2), appliqué aussi a —B, ces niveaux
sont visités pendant un ensemble de temps de mesure de Lebesgue nulle, presque
stirement. Enfin [gs| < 67Y. La convergence dominée donne donc la convergence
annoncee.

On montre que

E

|
JO IBtIth < 00 (12)

ce qui impliquera que p.s. fé ﬁdt < oo. D’apreés le théoréme de Fubini et d’apres
la propriété de scaling du mouvement brownien,

| 1 1 | 1
dt :JIE{ ]dt:J —dt-]E[—].
Jo |B|Y 0 [B+[Y o tY/2 |B1[Y

Puisque v/2 < 1, il suffit de vérifier que E [1/|B1[Y] < oo. Pour cela, on écrit

IE [L] —J L Lef%zdx< o0
IB1[Y R XY V27

cary < 1, et (12) s’ensuit.

E

simplement

On pose
1 = 1 1 « 1
Ih=—"ps > ;o L(d) = D 1L,
1—y/2 . 1—y/2 Ty ISi>8yvn
Ly iy IS
et

| |
1:J BN 1(5):J Lyt
o IBlY o IBt]Y [Bel>5
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et on vérifie qu’on peut appliquer (1).
Le point (i) découle par convergence monotone, le point (ii) provient de la question
(3). Le point délicat est (iii). Pour cela, écrivons :

E [[In(8) — Lnll = —y/Z Z LS v Looss; |<5\f}

Par corollaire du théoréeme local limite, il existe une constante C > 0 telle que
P(Si=k) < % pour tout k € Z eti > 1 (dans la suite, C est une constante
dépendant de la loi des incréments et de y qui peut changer de ligne en ligne).

Ainsi
1 [ov/n] 1
E [@ﬂodilgé\/ﬁ} = % k—YIPUS | =k)
[ovn] 1
<X 5q
1
<C-8tv.nl/2vz, -
Vi
Donc

nl y/zz Lg v Loqiss |<5xf]

51—v.n1/2—v/2 L |
nlvz e Vi
§1=v . n1/2—v/2

g nl_V/z

Pour appliquer exactement (iii), posons

nl/2 < csl.

r(8) = (8/C)V/1),
Remplagons I,(5), I(8) par In(r(8)), I(r(8)). La borne obtenue est alors

E[In(r(d)) — Il <6

et les propriétés (i) et (ii) sont conservées.
Poury=1,ona

dt

J = = Too presque stirement.
0 [Bl

On peut le voir avec le temps local brownien, normalisé par f(l) h(By)dt =

g R(x)L¥ dx. On admet ici les propriétés usuelles : x — L est continue et L > 0

presque stirement. La formule d’occupation et la divergence de [j; dx/x donnent

alors l'assertion.
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La quantité discrete diverge également :

1 1
Jni=—= — —> 400  en probabilité.
v gz I8
$i740

En effet, pour & > 0 fixé, la preuve de (3) reste valable avec y = 1 et donne

1 1
ISIEVR N . J {IB¢|>8}
Jn(0) == E d) = dt,
\/_ IS = J() o |B4l

avec la convention de 1'énoncé pour les termes nuls. Comme J,, > Jn(9), pour tout
M >0,

liminfP(Jn > M) = P(J(8) > M).

n—oo
Or J(8) T +oo presque stirement lorsque ¢ | 0. Le membre de droite tend donc
vers 1.

* ok o

Corrigé du probléme 5.11. [énoncé p. 180]

(1)

(2)

Si o =0, alors Z = 0 presque siirement et 1'identité est immédiate. Supposons
donc o >0.0na

E [24] - JOO e X/ (29%) gy
2702 J—oo
En intégrant par parties, il vient
1 o] 2 1 o] x2
x> - xe 202dx = 3x%- 0%e 202dx = 30%.
27102 J—o0 27102 J—o0

Soit H, — H avec H € [1/2,1]. On montre que Py, converge étroitement vers IPy.
On suppose que W™ a pour loi Py, .

Convergence des marginales fini-dimensionnelles. Soient 0 < t; < tp < --- <t < 1.
Pour démontrer la convergence en loi de ((W{‘l, o WH ))n>1, vu la forme des
fonctions caractéristiques des vecteurs gaussiens, il sufflt de démontrer que les
matrices de covariance convergent d’apres le théoreme de Lévy. On a

1 1
| — 1 (2Hn o 2Hn g g 2Hn LoH | oH o 2H
IE[ th tj]_2< +t; [t — ] ) = 2<t1 + 8 — [t — 1] )

de sorte que les marginales fini-dimensionnelles de Py, convergent vers celles de
Py.
Tension. Les accroissements sont gaussiens centrés et

E (W= W[ = s — M,
D’apres (1), pour tousnets,t € [0,1],
E (W= W) =3ls =t < 3ls 12,

car Hy > 1/2. Comme Wj = 0 presque stirement, le critere de Kolmogorov donne
la tension, avec les mémes constantes pour tous Hy, € [1/2,1]. La convergence des
marginales fini-dimensionnelles conclut.
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3)

(4)

(5)

Soit N une variable aléatoire gaussienne centrée réduite. On pose W = sN pour
0 < s < 1. Ainsi (Ws)p<s<1 est un vecteur gaussien de covariance E [W,W,] = st,
dont la loi est donc IP;.

Il suffit de vérifier le critere de tension de Kolmogorov. On montre qu’il existe
C > 0 etn > 0 tels que pour n assez grand, pour tout s, t € [0,1] :

E [|Zn(s) = Zn(t)?] < Cls ¢/,
Choisissons C’ > 0 tel que E [S%}l/ 2 < C'nH pour tout n > 1. Soient s < t € [0, 1].

Premier cas : |[ns| = [nt| = k. Alors Sps — Snt = n(s —t)(Sx+1 — Sk). Comme
0 < n(t—s) <1, onobtient

E [|zn(s)—zn(t)|2} =2 2H(t —§)2E [32] E [s%] (t—s)?M.

La constante est indépendante de n, s, t.

Deuxieme cas : |[ns| < [nt]. Posons k = |ns] et £ = [nt]. Alors en utilisant le fait
Snt — Snsl < [Snt — S€| + |S€ - Sk+1| + |Sk+1 — Snsl,
le premier cas et I'inégalité x < x" pourx € [0,1],0on a
1/2
E [(Sns - Snt)z]

E [(Sm - Se)z] 1/2 +E [(se _ Sk+1)2:| 1/2 E [(Skﬂ s, 1/2

N

<Ct—0+C't—(k+1))H+Ck+1—ns)
<Cmt—0O"+Cc’t—k+1))H+Ck+1—ns)H
< Cnt—ns)M+ C'(nt—ns)"H + C(nt —ns)H

< (2C+ Mt —s)M,

ce qui implique
E ||Zn(s) = Zn(0)?] < C"(t—s".
Comme 2H > 1, le critere de tension de Kolmogorov est vérifié.

Les hypotheses (a) et (b) de la question (4) sont vérifiées; sa preuve donne donc la
tension de (Z,,). Nous allons établir la convergence des lois fini-dimensionnelles
sans supposer préalablement 1’existence de W. Pour cela, il suffit de faire converger
les matrices de covariance des vecteurs gaussiens correspondants. Fixons 0 < s <
t < 1etutilisons xy = (x> +y%2 — (x —y)?)/2:

%E [SnssSin]
B %%IE [ST } TVl SLnt] 2n2H [(Stntj _SLnsJ)Z}
1
2n2H]E [Stmd 2 3t [STuu] - anH E [ty ns)
— 5 < —f—tZH |2H>

193



Théoremes limites et applications Exercices 5. Donsker et pont brownien

Pour conclure, pour tout t € [0, 1],

[Snt = Sing)l _ ISnej+1 = Syl r,

0.
nH =

nH n—o00

En effet, I'accroissement du numérateur a la méme loi que S; (également lorsque
[nt] = 0). Le lemme de Slutsky transfére donc ces limites gaussiennes aux pro-
cessus interpolés. Les matrices de covariance limites sont positives au sens large,
comme limites de matrices de covariance. La tension et la convergence de toutes
les marginales fini-dimensionnelles donnent alors une limite en loi Z a valeurs
dans C. En posant W = Z/4/c, on construit un processus continu, gaussien centré,
de covariance
E W,W,] = %(SZH + 7 — s — 7).

Sa loi est donc IPy. L'application de ce résultat en (9) établira son existence pour
tout H €]1/2,1[.

(6) On a
E YY) = E [(—1)XntXm] — B [(-172]" = (p—(1—p))" = 2p—1)™
(7) C’est une conséquence du théoreme de Donsker : dans le cas p = 1/2, (Yn)n>1

sontiid.avecP(Y;=1)=P(Y;=-1)=1/2.

(8) Pour m > 1 fixé, les vecteurs

Yy, Y ), i=1,

sont i.i.d., centrés et bornés. Le théoréme central limite multidimensionnel donne
donc

=

k

1 .

k§ YL 1<i<m | = N0, Kp),
j=1

ou
(Km)ie =E [Yil+1Y€1+1} =E [(ZP - 1)|i_€|} .

Ces lois gaussiennes sont cohérentes lorsque m varie; le théoreme d’extension de
Kolmogorov fournit un processus gaussien centré (G;);>1 ayant ces marginales.
OnakE [G?] =1et, pourn > 1,

1
r(n) = E[GiGiyn = E[(2P —1)" = (1 - H)2! J (2u—1)"(1—w' M du.
1/2

L’équivalent admis dans "énoncé donne le résultat.
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(9) Posons 1(0) = 1. Le processus (G;) est gaussien centré et sa covariance (/i —j|) ne
dépend que du décalage. Ainsi V;,+i — Vi, a la méme loi que V;. De plus,

n n—1

E|VZ| =Y rli-ih) =n+2) (n—ir(k).

i,j=1 k=1

D’apres (8), r(k) ~ cﬁzH(ZH —1)k*"=2, Comme 2H — 2 > —1, une comparaison
série-intégrale donne

3

—1 2H

—k)k2H-2 L n—
1(n ) (2H—1)2H

o~
Il

Par conséquent,

E [Vﬁ] ~ cﬁznZH,
le terme n étant négligeable puisque 2H > 1. Les hypothéses de (5) sont donc
satisfaites avec ¢ = cﬁz, ce qui donne la convergence de cyVnt/ nH vers W,.

Remarque. Le processus W s’appelle le mouvement brownien fractionnaire; ce probléeme

est inspiré de l’article de Nathanaél Enriquez "A simple construction of the fractional
Brownian motion." Stochastic Processes and their Applications 109.2 (2004) : 203-223.
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6 L’espace des fonctions cadlag

Cours associé : chapitre 7, p. 69.

6.1 Fnoncés

Exercice 6.1. [corrigé p. 198] On note ID = ID([0, 1], R) I'ensemble des fonctions cadlag
sur [0, 1] a valeurs réelles muni de la topologie J; de Skorokhod définie en cours. Pour
une variable aléatoire Z, on note Fz sa fonction de répartition définie par Fz(t) =
P (Z < t) pourt € R, vue comme élément de ID par restriction a [0, 1].

Soient (Xn)n>1, X des variables aléatoires réelles a valeurs dans [%, 1].

(1) Alix dit: “si X;, converge en loi, alors Fx, converge dans ID.” A-t-il raison? Justifiez
votre réponse.

(2) Billie dit : “si Fx, converge dans D, alors X, converge en loi.” A-t-elle raison?
Justifiez votre réponse.

Probléme 6.2. [corrigé p. 199]
Les trois parties de ce probleme sont indépendantes, sauf la question (6) qui utilise
des résultats de parties précédentes.

Notations et rappels. Pour un espace vectoriel E et A C E, on note co(A) l'enveloppe
convexe de A, définie par

n n
co(A) = {Z)\iai:n> 1,a; € AetA; €[0,1] pour 1 gign,zxizl}.
i=1 i=1

On note D = ID([0,1],IR) I'espace des fonctions cadlag de [0, 1] dans R muni de la
topologie J; de Skorokhod. Pour x € D et0 < t < 1, on note Ax(t) = x(t) —x(t—) et
Ax(0) =0.Pour 0 < 6 < 1etx € ID on note
w'(x,8) =inf max sup  [x(s) —x(t)],
1SSt g teftig
ol I'infimum est pris sur toutes les partitions 0 =ty < t] < --- < tp_1 < tn =1de[0,1]
telles que ming<i<n (ti —ti_1) > 6.

Pour un espace métrique E et A C E, on rappelle que A est dit précompact si pour
tout € > 0, A peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon ¢, et que A est
dit relativement compact si A est compact. Si E est complet, on rappelle qu'une partie
est précompacte si et seulement si elle est relativement compacte.

On rappelle qu'une famille J C ID est relativement compacte si et seulement si les
deux conditions suivantes sont vérifiées :

— sup, .4 |IX]|co < 00

— Ve > 0,35 > 0,sup, 5 w'(x,0) < e.
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Premiere partie. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé complet séparable.

(1) Si K C E est compact, montrer que 'enveloppe convexe de K, notée co(K) est
précompacte.

(2) Montrer que toute mesure de probabilité sur E est convexe-tendue, au sens out
pour tout € > 0, il existe un compact convexe K tel que pu(K) > 1 —e.

Deuxieme partie.

(3) On considere
1 3
9’0:{]1[5/1}:4—L<s<1}.

Justifier que F est relativement compact dans ID et que co(Jy) n’est pas relative-
ment compact dans D.

Pour F C ID et ¢ > 0, on note

xeF

S (F) = {t € [0,1] : sup |Ax(t)[ > s} .

(4) On suppose que K C ID est une partie relativement compacte. Montrer que si
co(K) est relativement compact, alors pour tout ¢ > 0, Card(S,(K)) < oo.

Troisieme partie. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans ID. On dit que X est
continu en probabilité si pour toute suite t, — t, la suite (X(tn))n>1 converge en
probabilité vers X(t) lorsque n — oo.

(5) Donner un exemple ou Vw € Q, X, n’est pas continu mais X est continu en
probabilité.
(6) On suppose que X est continu en probabilité et que sa loi est convexe-tendue.

Démontrer que X est continu p.s.

(7) Toute mesure de probabilité sur D est-elle convexe-tendue ? Est-ce contradictoire
avec (2)?

Question bonus : On suppose que K C ID est une partie relativement compacte. Montrer
que si Card(S¢(K)) < oo pour tout € > 0 alors co(K) est relativement compact.

EE

Probleme 6.3. [corrigé p.201] On note C l'ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans
R muni de la topologie de la convergence uniforme et ID ’ensemble des fonctions cadlag
de [0, 1] dans R muni de la topologie de Skorokhod introduite en cours. Soit (Ul;);>1 des
variables aléatoires i.i.d. uniformes sur [0, 1]. On pose pourn > lett € [0,1] :

Fo(t) = %Card({i €{1,2,...,n}: Ui <1)),  Bnlt) = vn(Fa(t) —1t).

L’objectif de ce probléme est de montrer que By, converge en loi dans D vers le pont
brownien.
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On dit que (My, ..., My) suit la loi multinomiale M(k,p1,...,pn)sik > 1, p; > 0,
> 4 pi =1, etsi, pour tous entiers m; > O tels que } 'y m; =k,

k! my
P ((My,...,Mp) = (my,...,my)) = ml‘[m :

Cette probabilité vaut 0 ailleurs; on convient que 0° = 1.
On pose, pour1 <j < n:

N; =Card({i € {1,2,...,n}: U; € [ — 1)/n,j/n]}).

(1) Démontrer que (Ny,..., Ny) suit une loi multinomiale et identifier ses parametres.

Soit (P;)i>1 des variables aléatoires i.i.d. de Poisson de parametre 1. On pose pour

O0<k<<n:
k

Si=> (Pi—1)

i=1
et on définit S; pour t > 0 par interpolation linéaire. Soient enfin B, € € la fonction

obtenue en interpolant linéairement B,, aux points {k/n,0 < k < n}et §n € Cune

variable aléatoire dont la loi est la loi conditionnelle de (\/Lﬁsnt)ogtgl sachant que
Sh=0.

(2) Démontrer que B, et S, ont méme loi.

(3) Justifier que By, converge en loi dans ID vers le pont brownien.
(4) Démontrer que supy !ﬁn(t) — Bn(t)| = 0 en probabilité.

(5) Conclure.

6.2 Corrigés

Corrigé de 1’exercice 6.1. [énoncé p. 196]

(1) Non. Pour n > 4, prenons £(X;) = %61/2“/“ + %51/2+2/n, et posons X, = 1/2
pour n < 4. Ces variables prennent bien leurs valeurs dans [1/2, 1] et convergent
en loi vers 1/2. Si Fx, convergeait dans ID vers F, la convergence aux points de
continuité, la continuité a droite et la convergence au point terminal 1 imposeraient

F = 1y 54). Pourtant, pour tout changement de temps A, il existe t, tel que

1
[Fxp (An(tn)) = Flta)l = 7.
La convergence J; est donc impossible.

(2) Oui. Soit F la limite dans ID et choisissons des changements de temps A, tels
que Fx, o An — F uniformément. Les fonctions Fx, o A, étant croissantes, F est
croissante. Elle est cadlag, et la convergence aux extrémités donne F(0) = 0 et
F(1) = 1. En prolongeant F par 0 sur ] — 0o, 0[ et par 1 sur ]1, co[, on obtient donc
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une fonction de répartition, notée encore F, d"une loi de probabilité v sur R. La
convergence J; donne Fx _ (t) — F(t) en tout point de continuité de F dans [0, 1];
hors de cet intervalle, la convergence est immédiate. Le critere de convergence des
fonctions de répartition entraine donc £(Xy) = v.

* %k %

Corrigé du probléeme 6.2. [énoncé p. 196]

(1)

()

(3)

(4)

Soit ¢ > 0. Choisissons x1,...,xn € K tels que K C U{\le B(xi, ¢). Toute com-
binaison convexe d’éléments de K est a distance strictement inférieure a ¢ de
P = co({x1,...,xn}). Le simplexe des coefficients étant compact, P est compact.
Recouvrons donc P par un nombre fini de boules de rayon ¢ : les mémes centres et
le rayon 2¢ recouvrent co(K). Comme ¢ est arbitraire, co(K) est précompact.

Soit ¢ > 0. D’apres le théoréme de Prokhorov, il existe un compact C tel que

1(C) > 1 — e. On obtient le résultat désiré en prenant K = co(C).

On a bien sup, . [|X[loc < c0. D"autre part, pour ¢ > 0, en prenant 6 <1/4,ona
SUP, e, w’(x,8) = 0. Ainsi, F) est relativement compact. En revanche, en prenant
1 1
Xn = 51[1/271/11,1] + 51[1/2+1/n,1} € co(Jo), n>4,

la suite (xn) n’a aucune sous-suite convergente, de sorte que co(Jy) n’est pas
relativement compact dans ID.

Raisonnons par 1'absurde. Si S, (K) est infini pour un ¢ > 0, il existe des temps
distincts u, — ug et des fonctions x,, € K tels que |Axn (un)| > €. On peut écarter
I'éventuel terme u,, = 1; par convention, u,, # 0. Par relative compacité de K,
choisissons 8y > 0 tel que

sup w’(x,8g) < <
xeK 2

Pour chaque n, choisissons une partition a mailles strictement supérieures a &
dont l'oscillation maximale pour x,, est strictement inférieure a ¢/2. Le saut en u,
force ce point a étre une coupure intérieure de la partition. Les oscillations de x,,
sur [un, — &g, unl et [un, un + &gl sont donc inférieures a ¢/2.

Fixons 0 < & < §¢ et choisissons m # n tels que 0 < [uy, —uy| < 8. Chaque point
est alors a I'intérieur d"une maille de la partition choisie pour 'autre fonction, de
sorte que

Axm(un) <2, Bxnlum)| < 5.
Pour z = (xm + xn)/2 € co(K), I'inégalité triangulaire inverse donne donc

£ €
|IAz(um)| > v |Az(un)| > 7

Une partition a mailles strictement supérieures a d ne peut contenir ces deux
points parmi ses coupures. Au moins un de ces sauts est a 1'intérieur d"une maille,
dont I’oscillation est supérieure a ¢/4. Ainsi w'(z,§) > ¢/4. Pour tout 0 < § < Jy,
on a construit un tel z € co(K), ce qui contredit la relative compacité de co(K).
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(5) Prenons Q =|0, 1[ muni de la mesure de Lebesgue et U(w) = w. Posons X(t) =
Tiu<y)- Chaque trajectoire a un saut, donc est discontinue. Pour 0 < € < 1,

P (IX(tn) = X(t)] = €) < P (U € [min(ty, t), max(tn, t)]) =[tn —t| — 0.

Pour ¢ > 1, la probabilité est nulle.

(6) Soitn > 0 et K un compact convexe tel que P (X € K) > 1 —n. Pour ¢ > 0,
I'ensemble D, = S¢(K) est fini d’apres (4). Sur {X € K}, on a |[AX(t)| < € pour tout
t ¢ D¢. Pour chaque t > 0 fixé, en faisant tendre s vers t par valeurs inférieures,
X(s) = X(t—) presque stirement et X(s) — X(t) en probabilité. Ainsi AX(t) =0
presque stirement. Cette propriété vaut simultanément sur I’ensemble fini D,. Par
conséquent,
P (sup IAX(t)] < 8) >1-—n.

0<t<1
Faisons ¢ | 0, puisn | 0. Une fonction cadlag sans saut est continue, ce qui conclut.

(7) Soit X I'exemple de la question (5). D’apres les questions (5) et (6), sa loi n’est pas
convexe-tendue. Ce n’est pas contradictoire avec (2) car ID muni de la topologie J;
de Skorokhod n’est pas une topologie d’espace vectoriel normé.

Remarque. Ce probleme est inspiré par la Remark 2.5 dans
Basse-O’Connor, Andreas, and Jan Rosifiski. "On the uniform convergence of random
series in Skorohod space and representations of cadlag infinitely divisible processes."
The Annals of Probability 41.6 (2013) : 4317-4341.
https://arxiv.org/pdf/1111.1682.pdf

Question bonus. Fixons ¢ > 0. La relative compacité de K donne § > 0 tel que
sup,cx w'(x,8) < e. Choisissons une partition commune 0 = sy < --- < sq = 1
contenant tous les points de S, (K) et dont toutes les mailles ont une longueur strictement
inférieure a . C’est possible puisque S¢(K) est fini.

Pour chaque x € K, choisissons aussi une partition a mailles strictement supérieures
a 6 sur lesquelles les oscillations de x sont inférieures a ¢. L'intervalle ouvert Js;, st[
contient au plus une coupure de cette seconde partition. S’il en contient une, le saut
correspondant est de taille au plus ¢, puisque cette coupure n’appartient pas a S¢(K).
Les oscillations de part et d’autre sont inférieures a ¢, donc

sup w(x, [sj, sj411) < 3e.
xeK
La méme borne vaut pour toute combinaison convexe d’éléments de K. Pour z € co(K),

posons
q—1
Tz = Z’(Sj)]l[sj,SHﬂ+Z(1)1{1}'
j=0
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Alors ||z — Tzl < 3e. Comme sup, .y [|X|l0 < 00, les fonctions Tz, z € co(K), forment
une partie bornée d"un espace de dimension finie. Elles sont donc précompactes pour
la norme uniforme. L'arbitraire de ¢ montre que co(K) est lui-méme précompact pour
cette norme. L'espace (ID, || - ||«) étant complet, son adhérence uniforme est compacte.
La convergence uniforme impliquant la convergence J1, on obtient la relative compacité
souhaitée.

Voir aussi Peter Z. Daffer et Robert L. Taylor, « Laws of Large Numbers for D[0, 1] »
Annals of Probability 7(1), 85-95 (1979), théoréme 6.

EE

Corrigé du probleme 6.3. [énoncé p. 197]
(1) Pour des entiers positifs my, ..., my telsque m; +---+my =nona
n 1 n! 1
]P N,...,N == ooy _= PR
(N M) = (m o m) = (7)ot
de sorte que (Njy, ..., Ny ) suit la loi multinomiale M(n,1/n,...,1/n).

(2) 1l suffit de vérifier que les deux vecteurs suivants ont méme loi :

(Bn(0), Bn(1/n),...,Bn(n/n))
et (Sn(0),Sn(1/n),...,Sn(n/n))
on

Remarquons que pour 0 < k < a

alk/n) = \/_Z k/n = \/_Z sous P(- | S, =0).

11 suffit donc de vérifier que, sous la probabilité conditionnelle IP( - |S,, = 0), le
vecteur (Py,...,Py) suit la loi multinomiale

M(n,1/n,...,1/n).

En vertu du conditionnement, le support de sa loi est bien ’ensemble des entiers
positifs my, ..., my tels que my + - - - + m;, = n. Pour de tels entiers, on a

n

P — 1 1
Pi,...,P my, ..., my)|Sy =0 _—H -1
(( 1 n) ( 1 n)| n ) ]P(Sn 0) 11 1'
Or Sy +n suit une loi de Poisson de parametre n, de sorte que IP (S,, =0) = e—“_TT‘lT_

Ainsi

n! 1
P((P1,...,Pn) =(my,..., mn)|Sh =0) = WF'
i=1 Mi-

d’ot1 le résultat.

(3) Puisque E [P; — 1] =0 et Var(P; —1) =1, d’apres le théoréme de Donsker condi-
tionné vu en cours Sy, converge en loi dans C vers le pont brownien. Comme Bn,
et §n ont méme loi, il en est de méme de ﬁn. Ensuite, si f,,, f € € sont telles que
fn — f dans C, alors f, — f dans D (prendre le changement de temps égal a
I'identité). Autrement dit, I'inclusion de € dans ID est continue. On conclut par
stabilité de la convergence en loi par composition par une fonction continue.
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(4) Premiere solution. On commence par écrire

)

su !ﬁ (t)—B — max Ny.
0<t£l " n \/_1<k<ﬂ

En remarquant que les N; suivent des lois Bin(n,1/n), on a alors pour tout ¢ > 0:

P <max Ny > e\/ﬁ) <nP (N7 > evn)

1<ksn
<nE [eNl} e eV

<1 + e~ - 1) etV L netlemevn

qui converge vers 0 lorsque n — oo.

““1 pour 0 < i< n—1, onremarque que

i 1 i+1 1
Bn(;)_ﬁan(t)an( n )‘Fﬁ,
min{By (i/n), Bn((i+1)/n)} < Ba(t) < max{By(i/n), Ba((i+1)/n)}

} <
Comme ﬁn(i/n) = Bn(i/n) pour 0 < i < n on en déduit que

~ 1+1 ~ 1 1
B“( n )_B“(H>‘+ﬁ'

Or B, converge en loi dans € vers le pont brownien. Ainsi pour tout ¢, > 01l

Deuxieme solution. Si Tll <t<

sup [Bn(t) — Bn(t) < max

existe & > 0 tel que pour n assez grand

P (w(ﬁn,é) >n> <e
On en déduit que pour n > 1/ assez grand on a

() 5 (5] e
n n

avec probabilité au moins 1 — ¢. Ceci conclut.
Tout d’abord, en notant dg la distance de Skorokhod

maXx
0<isn—1

ds(f,9) = inf max(|A—1dw, [Fo A= gl

avec /A I'ensemble des changements de temps. En prenant A = Id, on obtient
directement

ds(Bn,Bn) < |Bn—Bulw —20
d’ apres (4).
Ainsi, B converge en loi vers le pont brownien dans D et ds (Bn, Bn) converge en
probabilité vers 0. On en déduit que B converge en loi vers le pont brownien.

Remarque. Ce probleme est inspiré de 1’article suivant :

Jean-Frangois Marckert. "One more approach to the convergence of the empirical
process to the Brownian bridge." Electronic Journal of Statistics, 2 118-126 2008
https://arxiv.org/pdf/0710.3296.pdf
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7 Mesures aléatoires de Poisson

Cours associé : chapitre 8, p. 82.

7.1 Enoncés

Exercice 7.1. [corrigé p. 205] Soit M un nuage poissonien d’intensité dxdy sur R?. On
note Mg et My les nuages de Poisson sur R/27Z et sur IR, obtenus a partir de M en
considérant les angles et les distances a I'origine des points de M. Donner les intensités
de ces deux nuages. Sont-ils indépendants?

* % %
Exercice 7.2. [corrigé p. 206] Soit M un nuage poissonien sur IR d’intensité A(t)dt, avec
A : R4 — R, une fonction continue telle que fgo A(t)dt = oo.
(1) Justifier qu’on peut écrire M sous la forme M = Y 2161, ou0< Ty < Tp < ---
sont des variables aléatoires.
(2) Onpose a(t) = J"S A(s)ds. Montrer que M/ = Zk>1 84(T,) €st un nuage poissonien
sur R d’intensité dx.

On suppose a partir de maintenant que A(t) = 15 pour t > 0.
(3) Calculer laloi de Ty et celle de (Ty, To).
(4) Montrer que presque stirement
Z lz < oo et i = 0.
n>1 Tn n>1 Tn

(5) Montrer que T, — T, converge en loi quand n — oo et préciser la loi limite.

L

Exercice 7.3. [corrigé p. 207] Soit p une mesure de probabilité sur R et N un nuage
poissonien d’intensité dx ® pusur R x R.Onnote N = } | .- 8x, v,,) avec

e < X e << X <0< Xy < X<,
et on voit N comme une distribution de particules sur la droite réelle, chaque particule
n étant initialement en position X, avec vitesse V;,.

(@) Onpose Nt = 3 | .7 8(x, +tv,,,v,,)- Montrer que Ny est encore un nuage poissonien
d’intensité dx ® .

(b) On suppose [ v i(dv) < oo. Pour chaque particule de vitesse V;, # 0, soit

son temps d’atteinte de 0, éventuellement négatif. Les particules de vitesse nulle
ne contribuent pas aux arrivées. Montrer que

> dmva)

neZ: Vo #0
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est une mesure aléatoire de Poisson sur R x R et déterminer son intensité.

(c) Calculer P (Vs € [0,t],Vn € Z,Xn + sVy € [a,b]) ol [a, b] est un intervalle fixé et
déterminer la loideinf{t > 0:3ds € [0,t],3In € Z, X,, + sV, € [a, b]}.

* % %
Exercice 7.4. [corrigé p.208] Soit M un nuage poissonien sur R? d’intensité Adxdy pour

A > 0, écrit sous la forme M = Z@l dx,, ou I'énumération (X;)i>1 est une fonction
mesurable de M fixée a I’avance.

(1) Calculer la loi de inf;>1 [X;].

(2) Soit (Yn)n>1 des variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans R? indépendantes de M.
Montrer que M’ = } i~ 0x,1v; a la méme loi que M.

(3) Soit maintenant (R, ),>1 des variables aléatoires i.i.d. réelles positives indépen-
dantes de M. On considere 1’ensemble aléatoire

A =[JB(X,Ry),
i>1
ot B(x, 1) est la boule de centre x et de rayon r dans IR?.

(a) Calculer la loi du nombre de boules de A qui recouvrent un point donné
x € R2.
(b) Montrer que si E[R?] = oo alors pour tout x € R? on a presque sirement
q 1 p presq
x € A.
(c) En déduire que si E[R?] = oo alors A = R? presque siirement.
q 1 presq
(d) Montrer que si E[R?] < oo alors A # R? presque stirement.
4) On suppose que R; = r > 0. On note C(0) 'amas de 'origine, ¢’est-a-dire les points
( ppose q g P
accessibles depuis l'origine par un chemin qui reste dans A.

(a) Onnote IP) , la loi de A avec intensité A > 0 et rayon r > 0. Montrer que
P +(€(0) non borné) = ]PL\FM(G(O) non borné) = IP,2 1 (€(0) non borné).

(b) Montrer que IP) ;(C(0) non borné) est croissante en A et en 7.

L

Exercice 7.5. [corrigé p. 210] (Théoréme de Rényi) Soit M une variable aléatoire a

valeurs dans M3, (IR.) (sous-ensemble des mesures u € Mgtom (IR1) dont les atomes

atom
sont deux a deux distincts), presque stirement finie sur les compacts. On suppose que

pour tout borélien A de R, ona

ou A est la mesure de Lebesgue sur R;..

(1) Soient Iy, ..., I desintervalles deux a deux disjoints. Montrer que les événements
{M(I;) =0:1 <j < m}sont indépendants.
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(2) Pour tout n,k > 0 on pose Dy = [k27™, (k + 1)27™[. Soit | un sous-intervalle
borné de R, d’intérieur non vide. Pour n > 0, on note K, = Card{k > 0: D x C
J} et
Mn(]) = Z LM(D,, )0}
k>0:D 1 CJ

Déterminer la loi de My (]) en termes de n et de K.

(3) Montrer que I'on a My (J) T M(]) presque-stirement lorsque n — oo (on considé-
rera les atomes de M dans ] et on vérifiera dans un premier temps qu’ils sont tous
distincts de inf | et sup J) et en déduire la loi de M(]).

(4) Soient Jy, ..., ]k des sous-intervalles bornés deux a deux disjoints de R ;. Montrer
que les variables aléatoires M(]1),..., M(J) sont indépendantes.

(5) Onnote Ny = M([0,t]), t > 0, le processus de comptage associé a M. Montrer que
N est un processus de Poisson d’intensité 1. En déduire que M est une mesure de
Poisson d’intensité A(dx).

* % F

Exercice 7.6. [corrigé p. 211] Trouver une tribu € sur [0, 1] et une mesure de probabilité
psur ([0,1], €) telle que p(B) € {0,1} pour tout B € £ mais telle que p ne soit pas une
masse de Dirac.

7.2 Corrigés

Corrigé de I'exercice 7.1. [énoncé p. 203] Le point 0 n"appartient presque stirement pas
au nuage. Par stabilité par image et passage en coordonnées polaires, les intensités
cherchées sont

rdrdo =

JOO 0 siA(B)=0,
0 oo siA(B) >0,

ur(dr) = 2nrdr,  po(B) = JB

ol A désigne la mesure de longueur sur R/2nZ. La mesure pg est s-finie, puisqu’elle
est égalea } ;-1 A, mais elle n’est pas o-finie.

Les deux nuages sont indépendants. En effet, pour chaque borélien B fixé, Mg(B)
est presque stirement égal a 0 ou a oo, suivant que A(B) = 0 ou A(B) > 0. Tous les
événements qui engendrent 0(Mg) ont donc une probabilité égale a 0 ou a 1. Comme les
événements de probabilité 0 ou 1 forment une tribu, il en est de méme de tout événement
de o0(Myp). Une telle tribu est indépendante de toute autre tribu, en particulier de o(Mg).
On utilise ici la tribu des mesures aléatoires définie dans le cours, engendrée par les
applications d’évaluation.
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Corrigé de 1’exercice 7.2. [énoncé p. 203]

(1)

()

(3)

4)

)

L'intensité est sans atome et finie sur les compacts. Le nuage est donc presque
stirement simple, fini sur tout compact et sans point en 0. De plus, M(R}) = oo
presque slirement, puisque son intensité totale est infinie. Ses atomes peuvent
ainsi étre rangés dans 1'ordre croissant. Les variables

T = inf{t > 0: M([0,t]) > k}

sont mesurables, car {Ty < t} = {M([0,t]) > k}, et vérifient presque stirement
O<Th<h<---etT — .
Par stabilité par image, il suffit de montrer que I'image de A(t)dt par a est la
mesure de Lebesgue. L'application a est continue, croissante, a(0) = Oet a(t) — oo.
Pour x > 0, posons

b(x) =sup{t > 0:a(t) <x}
Alors b(x) < 00, a(b(x)) = x et a~1([0,x]) = [0, b(x)]. Par conséquent,

J Alt)dt = a(b(x)) = x.
a=1([0,x])

Ces égalités caractérisent la mesure de Lebesgue. Cet argument reste valable
lorsque a n’est pas strictement croissante.

Onaa(t) =t—log(l+1t). Pourt >0,
P(Ty >t) =P (M([0,t]) =0) =e %M = (1+t)e".

Ainsi Ty a pour densité te_t]l{t>0}. D’apres (2), les variables Sy = a(Ty) sont les
temps successifs d'un processus de Poisson d’intensité 1. En particulier, (Sq, S;) a
pour densité e V1, en (u, V). Le changement de variables (u,v) = (a(s), a(t))
donne la densité de (T1, T») :

st
1+s
Posons Sy = 0 et Ex = Sy — Sx_1 pour k > 1. Les variables (Ey) sont i.i.d. de loi

ANt e Mgy = e jpesy)-

exponentielle de parametre 1. La loi forte des grands nombres donne S,,/n — 1
presque stirement. Comme T, — oo et a(t)/t — 1, on en déduit

T T S_“ — 1 resque stirement
n  a(Tyn presd '

Les deux assertions résultent alors de la comparaison avec _ , n2ety n L
Posons G = Ty1 — Tn et B = a(Th41) — a(Tn), de loi Exp(1). Comme a/(t) =
t/(1 4 t) est croissante et majorée par 1,

T
1 —f—nTn Gn < En+1 < Gn-
Ainsi E
0< Gn—Enpy < =2 Lo,
Th

puisque (E,+1) est tendue et T, — oo presque stirement. Le lemme de Slutsky

donne donc T, 11 — Ty, loi, Exp(1).
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Corrigé de 1’exercice 7.3. [énoncé p. 203]

(a)

(b)

(©)

Le nuage N¢ est I'image de N par (x,v) — (x + tv,v). Pour toute fonction mesu-
rable positive f, le changement de variables y = x 4 tv donne

J J f(x +tv,v) dx p(dv) :J J f(y,v) dy u(dv).
R JR R JR
L’intensité est donc inchangée, et la stabilité par image conclut.

On restreint d’abord N a R x (R \ {0}), puis on applique la transformation (x, v)
(—x/v,v). La stabilité par restriction et par image montre que la mesure obtenue est
poissonienne. Le changement de variables s = —x/v donne, pour f > 0 mesurable,

J J f(—x/v,v)dxu(dv):J J f(s,v)|v|ds p(dv).
R\{0} /R R JR

L'intensité cherchée est donc ds ® ([v|n(dv)). En particulier, les temps d’arrivée
forment un nuage de Poisson d’intensité m; ds, avec m; = IR vl u(dv).

Posons{ =b—aet
A¢ ={(x,v) :il existe s € [0, t] tel que x + sv € [a, b]}.

Pour une vitesse v > 0, les positions initiales correspondantes forment 1'intervalle
[a —tv, b]; pour v < 0, elles forment [a, b — tv]. Dans les deux cas, sa longueur est
€+ tlv|. Ainsi, pour t > 0,

P (Vs € [0,t], VN € Z, Xn+sVa € [a,b]) =P (N(Ay) =0) = et

Pour t = 0, cette probabilité vaut e*.

Notons H le temps défini dans 1'énoncé, avec la convention inf @ = co. Sim; < oo,
il n'y a qu’un nombre fini de particules visitant [a, b] pendant un intervalle de
temps borné. Le premier temps de visite est donc atteint des qu'’il est fini, et

PH>t)=e ™,  t>0.
Pour 0 < my < oo, on obtient
L(H) = (1—e Y89+ e Exp(my).

Si my = 0, toutes les particules sont immobiles, et la loi sur [0, co] est (1 — e 5 +
e 5.

Sil'hypothese d’intégrabilité de (b) n’est pas conservée et m; = oo, la probabilité
d’absence de visite vaut 0 pour tout t > 0. En appliquant ceci aux temps 1/k, on
obtient H = 0 presque sirement, méme si l'intervalle peut étre vide de particules
a I'instant 0.
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Corrigé de 1’exercice 7.4. [énoncé p. 204]

1)

()

(3)

Posons D = inf;>1 |X|. Le nuage est presque stirement fini sur les compacts. Ainsi,
pourt >0,
P (D >t) =P (M(B(0,t) =0) = e M,

En particulier, D? suit la loi exponentielle de paramétre Am, et D a pour densité
27\7Tt€_)\m2 ]l{t>0}-

Notons v la loi de Y;. Puisque I’énumération (X;);>1 est une fonction mesurable de
M, elle est indépendante de (Y;)i>1. Par stabilité par marquage, Zi>1 d(x;,v;) est
donc un nuage poissonien d’intensité A dz ® v(dy). Son image par (z,y) — z+y
est M. Pour tout borélien C C R?, l'intensité de cette image vaut, par Fubini et
invariance par translation de la mesure de Lebesgue,

?\J v(dy)J I, 1yecydz = A Aire(C).
R2 R2

La stabilité par image et 1'unicité en loi des nuages poissoniens donnent le résultat.

Notons maintenant p la loi de R;. De la méme facon, M = 2_i>19(x; R, est un
nuage poissonien d’intensité p(dz, dr) = Adzp(dr).

(a) Pourx € R?, posons Hy = {(z,7) : x € B(z, r)}. Le nombre de boules contenant
x est M(Hy), donc suit une loi de Poisson de parametre

(e.9]

u(Hy) = AJO

nir?p(dr) = ME [Rﬂ .

Cette formule vaut aussi pour un parameétre infini, auquel cas ce nombre est
presque stirement infini. Elle ne dépend pas du choix de boules ouvertes ou
fermées, leurs frontieres étant de mesure de Lebesgue nulle.

(b) SiE [Rﬂ = 0o, pour tout x fixé, /I\Z(Hx) = oo presque stirement. En particulier,
P(xeA)=1.

(c) Il faut ici obtenir un événement de probabilité 1 sur lequel tous les points
sont recouverts simultanément. Fixons un entier m > 1 et considérons les
boules telles que R; > |Xi| + m. Chacune contient B(0, m). Leur nombre suit
une loi de Poisson de parametre

AJOO ni(r —m)2 p(dr) = oo.
0

En effet, (r—m)3 > r?/4 pour r > 2m, et E [Rilg,50m)] = oco. Ainsi
B(0,m) C A presque stirement. En intersectant ces événements pour m > 1,
on obtient A = IR? presque stirement.

(d) Supposons a = AnE [R3] < oo et posons p = e~¢ > 0. D’aprés (a), un point
donné n’est pas recouvert avec probabilité p. Pour en déduire l'existence
presque stire d'un point non recouvert, on contrdle la dépendance entre deux

points éloignés.
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4) (a)

(b)

Pour h € R?, posons

c(h) =u(HoNHy) = AJ:O Aire(B(0,r)NB(h,r)) p(dr).

Deux boules de rayon r sont disjointes lorsque 2r < |h|, donc
0 < c(h) < ATE [R%ﬂ{zww}] 40 (Jh| = o).

La probabilité que deux points x, y ne soient pas recouverts est la probabilité
que M(Hy UHy) = 0, soit

P(x¢A y¢gA)= e—2atc(y—x)
Ainsi, en posant Z; = 1 0)za;, ona E [Z;] = pet
Cov(Z;,Z5) = p2(ec((i—i,0)) —1).

Ces covariances sont bornées et tendent vers 0 lorsque [i —j| — oo. Par
conséquent,

1 ¢ p(l—p)  2p2°&
V. — Z | = _ —h)(es((h0)) _q 0.
ar “j; i — T3 };(n )(e ) —

Pour la derniere convergence, il suffit de séparer la somme en h < H et
h > H, puis de faire tendre d’abord n, puis H, vers I'infini. L'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev donne alors

n
P(Zy=--=2,=0)< iZVar 1sz — 0.

p N
Presque sirement, au moins un des points (j, 0) n’appartient donc pas a A,
ce qui prouve A # R?.
Pour s > 0, 'image de M par ’homothétie z = sz est un nuage poisso-
nien d’intensité (A/s?) dz. L'image de A est l'union des boules B(sXj, st), et
I'image de I'amas de l’origine est ’amas de l'origine dans cet ensemble. Une
homothétie préserve le caractere non borné. Par conséquent,

IP)+(€(0) non borné) = IP, /2 (. (C(0) non borné).

Le choix s = v/A donne le premier changement d’échelle; le choix s = 1/r
donne le second.

A nuage fixé, si v < 1/, alors |J; B(X;,7) € U; B(X;,1’). Tout chemin du
premier ensemble est un chemin du second, donc la probabilité considérée
est croissante en 1.

Si0 < A < N, prenons deux nuages indépendants M;, M, d’intensités
respectives Adz et (A" —A) dz. Par superposition, M + M; a 'intensité A’ dz.
L'union des boules de rayon r centrées aux points de M est incluse dans celle
associée a M1 + M,. Le méme argument sur les chemins prouve la croissance
en A.
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Corrigé de 1’exercice 7.5. [énoncé p. 204]

(1) Pour toute partie A de{1,..., m},

P OMI) =0} | =P [M(|J1) =0 = e =TTP (M(1) =0).

jEA jEA jEA
C’est exactement 1'indépendance des événements considérés.

(2) D’apres (1), les indicatrices sommées sont indépendantes, et chacune suit la loi de
Bernoulli de parametre 1 — e~ . Par conséquent,

L(Mn(])) = Bin(Kn,1—e 2 7).

(3) Pour chaque x > 0 fixé, P (M({x}) =0) = 1. Il n’y a donc presque stirement
aucun atome en inf | ni en sup J. De plus, les atomes dans ] sont en nombre fini
et sont distincts. Pour chaque réalisation vérifiant ces propriétés, des que n est
assez grand, les cellules dyadiques contenant ces atomes sont contenues dans | et
contiennent chacune un seul atome. On a donc finalement M,,(]) = M(]).

D’autre part, une cellule dyadique contenue dans | se partage en deux cellules du
niveau suivant, elles aussi contenues dans J. Si elle contient un atome, au moins
I'une de ses deux cellules en contient un. Ainsi My, (J) < My 1(]) et Mn(]J) T M(])
presque stirement.

OnaKpn2 ™= A(J)etl—e 2 " ~2 ™ Pourz e [0,1], la convergence dominée
donne alors

E |ZM0] = lim (1-(1-z)(1—e2 ") = eMD0-2)

n—oo

C’est la fonction génératrice d"une loi de Poisson de parametre A(]), donc M(]) ~
PAT))-

(4) Pour n fixé, les cellules dyadiques contenues dans les différents J; sont deux a deux
disjointes. D’apres (1), les variables My (J1), ..., Mn(Jx) sont donc indépendantes.
En faisant tendre n vers l'infini dans leur fonction génératrice jointe, et en utilisant
(3), on obtient I'indépendance de M(J1), ..., M(Jx). Sil'un des intervalles est réduit
a un point ou est vide, sa masse est nulle presque stirement, et la conclusion reste
valable.

(5) Presque stirement, Ny = 0 et les trajectoires de N sont croissantes, cadlag, a sauts
de taille 1, par simplicité et finitude locale de M. Pour 0 = tp < t; < --- < ty,

Nti - Nti,1 = M(]tifllti])/ 1 < i < k/

et, d’apres (3) et (4), ces variables sont indépendantes et de lois P(t; —t;_1). Ainsi
N est un processus de Poisson d’intensité 1.

Enfin, la loi d"une mesure aléatoire localement finie sur R est déterminée par
les lois jointes de ses masses sur les intervalles [0, t], t € Q.. En effet, sur chaque
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[0, m], les évaluations sur les intervalles a extrémités rationnelles engendrent
toutes les évaluations boréliennes par un argument de classe monotone; on fait
ensuite tendre m vers l'infini. Ces lois jointes sont ici celles d'un nuage poissonien
d’intensité A. Donc M est une mesure de Poisson de cette intensité.

* % o

Corrigé de l’exercice 7.6. [énoncé p.205] On prend la tribu dénombrable-codénombrable
& ={B C [0,1] : B est dénombrable ou [0, 1] \ B est dénombrable},

et on pose
0 siB est dénombrable,

w(B) = , )
1 si[0,1] \ B est dénombrable.

Les deux cas sont disjoints puisque [0, 1] n’est pas dénombrable. La famille € est stable
par complémentaire. Une réunion dénombrable de ses éléments est dénombrable si tous
le sont, et codénombrable des que I'un d’eux 1’est : ¢’est donc bien une tribu.

Vérifions I’additivité dénombrable de p. Dans une famille dénombrable d’éléments
deux a deux disjoints de &, il y a au plus un ensemble codénombrable. S'iln’y en a aucun,
la réunion est dénombrable et les deux membres de I'égalité d’additivité sont nuls. S’il y
en a un, tous les autres sont dénombrables et les deux membres valent 1. Ainsi u est une
mesure de probabilité. Enfin, pour tout x € [0,1], {x} € Eet u({x}) =0#1=06,({x}) :
n’est donc aucune masse de Dirac.
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